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本 书 介 绍 了 “经 典 理想 等 离子 体 ” 的 两 种 主要 理论 描述 方 《 ¢ 
法 :流体 力学 和 动 理学 。 共 分 四 个 部 分 ， 头 两 个 部 分 属于 三 维 坐 多 
标 空 间 的 流体 描述 ,后 两 部 分 属于 六 维 相 空间 (三 维 坐标 空间 加 ¢ 
三 维 速 度 空 间 ) 的 动 理学 描述 。 $ 
第 一 部 分 而 流 体力 守 " 主 要 介绍 了“ 磁 约 来 受 控 热 核 聚 灾 ”; 
”中 磁化 高 温 等 离子 体 的 平衡 、 线 性 波 和 不 稳定 性 的 理论 ,这 时 外 生 > 
加 磁场 对 等 离子 体 性 质 有 最 重要 的 影响 ，。 2 
第 二 部 分 “电磁 流体 应 用 专题 ”介绍 了 电场 .磁场 和 电 磋 波 多 
， 场 对 等 训 子 体 性 质 痢 起 重要 作用 的 丙 个 专题 一 “ 非 中 性 等 离 3 2 
> 子 体 激流 ”和 “激光 与 等 离子 体 相互 作用 ”, 后 一 个 专题 通过 “ 激 4 ¢ 
这 光 热 核 聚 变 和 “ 强 激光 与 高 密 、 、 高 温 等 离子 体 相互 作用 ”中 的 一 飞 
学 刁 亚 研究 课题 ， 介绍 了 电磁 波 和 等 离子 体 相 互 作用 的 流体 理 4 : 


> 
> 
> 论 
> ” 
> 


NALIN SN OO 


YY 


VRY 


第 三 部 分 “ 弗 拉 索 夫 波动 理论 ”介绍 了 热 等 离子 体 的 无 碰撞 
《 波动 性 质 。 这 一 部 分 重点 描述 了 各 种 特征 的 线性 波 模 式 以 及 波 -》 
粒子 、 波 - 波 共 振 相 互 作用 ;也 介绍 了 一 般 参 考 书 中 少见 的 弗 拉 ¢ 
2 索 夫 初 值 亦 即 弹 道 模 问题 ;还 还 对 各 种 静电 模 不 稳定 性 及 江 动 过 
程 作 了 简单 介绍 ， & 
¢ 第 四 部 分 “碰撞 和 输 运 ” 介 绍 了 带电 粒子 间 库 仑 碰撞 以 及 由 和 
。 此 而 引起 的 各 种 输 运 过 程 的 理论 方法 和 结 上 果 ; 还 通过 “射频 波 驱 2 
> 动 电 流 ” 这 一 课题 ,介绍 了 同时 考虑 “ 波 -粒子 共振 ”和 “粒子 -粒子 > 


， 王 拉 "相互 作用 的 理论 描述 方法 ;最 后 还 比较 系统 地 介绍 了 等 离 《 : 


> 子 体 中 的 BBGKY 理论 。 . 
; 本 书 是 为 具有 大 学 物理 学 本 科 基 础 ,并 对 等 离子 体 物理 学 
有 初步 了 解 的 读者 学 习 等 离子 体 理 论 而 写 的 。 ; 
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物理 学 是 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 
基本 规律 的 前 沿 学 科 . 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 
和 推动 下 ,人 们 对 物理 现象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 
断 取 得 新 的 突破 . 物理 学 的 各 分 支 学 科 有 着 突飞猛进 的 
发 展 ,丰富 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基本 规律 的 认识 
和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技 
术 和 学 科 的 进步 . 物理 学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交 叉 学 科 
和 新 技术 学 科 产 生 、 成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 . 

为 适应 现代 化 建设 的 需要 ,为 推动 国内 物理 学 的 研 
究 、 提 高 物理 教学 水 平 ,我 们 决定 推出 《北京 大 学 物理 学 
从 书 》, 请 在 物理 学 前 沿 进 行 科 学 研究 和 教学 工作 的 著名 
物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 各 分 支 领 域 的 前 沿 发 展 做 
系统 、 全 面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 和 物理 系 的 学 生 
进一步 开展 物理 学 各 分 支 领域 的 探索 研究 和 学 习 , 开 展 
与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 
提供 研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 . 

本 从 书 分 两 个 层次 .第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 生 的 
基础 课 教 材 ,这 一 教材 系列 ,将 几 十 年 来 几 代 教师 ,特别 
是 在 北京 大 学 教师 的 教学 实践 和 教学 经 验 积 累 的 基础 
上 ,力求 深入 浅 出 、 删 繁 就 简 , 以 适 于 全 国 大 多 数 院 校 的 
物理 系 使 用 . 它 既 吸收 以 往 经 典 的 物理 教材 的 精华 , 尽 可 
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能 系统 地 、 完 整地 、 准 确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知识 、 
基本 概念 、 基 本 规律 、 基 本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 
新 观点 和 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 ,使 学 生 不 仅 能 党 
握 物 理学 的 基础 知识 ,还 能 了 解 本 学 科 的 前 沿 课题 和 研 
究 动 向 ,提高 学 生 的 科学 素质 . 第 二 个 层次 是 研究 生 教 
材 、 研 究 生 教学 参考 书 和 专题 学 术 著 作 . 这 一 系列 将 集中 
于 一 些 发 展 迅速 .已 有 开拓 性 进展 .国际 上 活跃 的 学 科 方 
训 大 专题 ,介绍 这 学 科 方 向 的 基本 为 容 , 力 求 充分 反映 名 
学 科 方向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 . 学 术 专 著 首 
先 着 眼 于 物理 学 的 各 分 支 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 
紧密 相关 的 交叉 学 科 . 
愿 这 套 从 书 的 出 版 既 能 使 国内 著名 物理 学 家 和 教授 
有 机 会 将 他 们 的 累累 硕果 奉献 给 广大 读者 ,又 能 对 物理 
的 教学 和 科学 研究 起 到 促进 和 推动 作用 . 


《北京 大 学 物理 学 丛书 》 编 辑 委 员 会 
1997 年 3 月 
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等 离子 体 是 由 处 在 非 束缚 态 的 带电 粒子 组 成 的 多 粒子 体系 。 
它 和 气体 ,液体 .固体 一 起 构成 了 自然 界 物质 在 同一 层次 上 的 四 大 
基本 形态 。 等 离子 体 可 以 单独 存在 ,也 可 以 与 其 他 的 物质 形态 共 
存 。 如 在 晶体 中 的 电子 气 , 电 解 液 中 的 正 负 离子 团 和 未 完全 电离 的 
放电 气体 。 这 时 ,等 离子 体 一 方面 仍 保持 着 自己 的 基本 特性 , 另 一 
方面 又 会 与 其 他 物质 形态 相互 影响 ,演变 出 丰富 多 彩 的 性 质 。 与 其 
他 三 态 所 组 成 的 混合 物 不 同 ,等 离子 体 和 它们 可 以 实现 无 界面 的 

合 , 从 而 与 它们 有 细致 到 粒子 对 粒子 的 更 紧密 的 相互 作用 。 

人 类 对 等 离子 体 的 实验 研究 是 从 气体 放电 开始 的 。 相 比 起 其 
他 三 态 来 说 ,要 晚 了 许多 。 但 从 20 世纪 50 年 代 开始 ,在 受 控 热 核 
聚变 研究 和 空间 技术 发 展 的 推动 下 ,人 们 对 等 离子 体 的 认识 有 了 
长 足 的 进步 从 20 世纪 70 年 代 末 起 ,等 离子 体 物理 学 已 经 成 长 为 
现代 物理 学 中 的 一 支 独立 的 二 级 学 科 。 

等 离子 体 属于 多 粒子 体系 ,因此 以 往 对 中 性 多 粒子 体系 发 展 
出 的 各 种 描述 方法 对 它 也 适用 ,只 是 要 作 相 应 的 改造 和 发 展 .与 中 
性 粒子 组 成 体系 相 比 ,等 离子 体 最 主要 的 不 同 是 : 它 的 带电 粒子 间 
存在 着 长 程 库仑 作用 。 这 使 得 等 离子 体 除 了 具有 中 性 多 粒子 系统 
的 许多 整体 性 质 ( 这 是 由 粒子 间 短 程 相互 作用 一 一 如 碰撞 
引发 的 ) 外 ,还 具有 由 库仑 作用 的 长 程 部 分 而 产生 的 大 量 集体 运 
动 , 也 即 目 洽 生 成 的 电磁 场 ,通常 把 它们 称 为 各 种 各 样 的 等 离子 体 
“ 波 ”。 从 这 个 意义 来 讲 ,等 离子 体 是 由 大 量 带电 粒子 和 各 种 波 元 
(plasmons ,类 似 在 晶体 中 的 各 种 元 激发 ) 组 成 的 自 洽 体系 。 等 离子 
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体 的 另 一 个 特点 是 : 它 处 在 非 束 缚 态 的 带电 粒子 极 易 受 到 各 种 内 
部 自治 电磁 场 和 外 部 所 加 电磁 场 的 影响 ,从 而 作出 很 强 的 啊 应 ,这 
使 得 等 离子 体 的 介质 电磁 性 质 与 其 他 三 态 显 著 不 同 , 不 能 通过 简 
单 的 电极 化 和 磁化 强度 来 描述 .因此 ,在 等 离子 体 的 各 种 描述 方法 
中 ,一 般 都 需要 将 其 状态 演化 方程 组 直接 和 麦克 斯 韦 方 程 组 相 斐 
合 。 在 由 等 离子 体 与 其 他 三 态 组 成 的 混合 物 中 ,麦克 斯 韦 方 程 组 也 
将 会 通过 带电 粒子 系 与 中 性 粒子 系 间 的 看 合 而 影响 到 中 性 粒子 系 
的 行为 。 

自然 界 和 实验 室 的 等 离子 体 在 密度 上 可 以 跨越 近 三 十 个 数量 
级 (从 星际 空间 的 二 1 cm 到 日 矮星 中 的 10" cm 一 ) ,在 温度 上 可 
以 跨越 近 十 个 数量 级 (从 金属 中 电子 气 的 10 “eV 到 脉冲 星 磁 层 
中 等 离子 体 的 10 eV), 其 中 的 电磁 场 在 强度 上 也 会 跨越 十 几 个 量 
级 (如 磁场 强度 可 从 太阳 风 中 的 10 Gs 到 强 激 光 产 生 的 等 离子 
体 中 的 10 Gs ,在 中 子 星 发 生 “ 星 振 ” 时 所 产生 的 电子 云 中 磁场 其 
至 可 达 105 Gs)。 这 是 其 他 三 种 物质 形态 所 不 曾 遇 到 的 。 因 此 , 描 
写 等 离子 体 的 理论 方法 就 必然 是 多 元 化 的 。 在 本 书 中 介绍 的 是 对 
所 谓 的 “理想 、 经 典 等 离子 体 ” 的 理论 描述 方法 .这 时 粒子 的 平均 动 
能 大 于 平均 (库仑 ) 势 能 ,而 粒子 的 运动 服从 牛顿 力学 规律 .这 类 等 
离子 体 覆盖 了 目前 研究 的 大 多 数 实验 室 和 空间 等 离子 体 。 而 且 我 
们 对 这 类 等 离子 体 的 性 质 已 经 了 解 得 比较 清楚 ,对 它 的 理论 描述 
也 比较 成 功 。 

在 本 书 第 一 章 的 开始 ,就 从 繁 至 简 地 (正好 与 物理 学 史 的 时 序 
相反 ) 介 绍 了 描述 “理想 经 典 等 离子 体 ” 的 各 种 理论 方法 .但 本 书 给 
出 的 是 其 中 最 主要 的 两 类 描述 法 :流体 力学 和 动 理学 .本 书 就 是 由 
著者 前 几 年 所 写 的 “ 磁 流 体力 学 ”和 “等 离子 体 动 理学 ”两 本 讲义 合 
并 而 成 的 ,在 成 书 时 ,还 补 写 了 本 书 第 二 部 分 “电磁 流体 力学 ”的 一 
部 分 章节 (“双流 体 方程 组 ”, “激光 与 等 离子 体 相 互 作用 ”, 和 “ 非 中 


中 1Gs=1074T. 
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性 等 离子 体 激 波 ”)。 但 是 , 原 计 划 列 入 这 部 分 的 “ 非 中 性 等 离子 
体 ” 和 “气体 放电 等 离子 体 ” 这 次 仍 付 斋 如 , 颇 令 人 遗憾 。 因 此 本 书 
的 描述 对 象 主 要 是 高 温 、 完 全 电离 的 等 离子 体 . 读 者 是 具有 大 学 物 
理学 本 科 基 础 .并 对 “等 离子 体 物理 ”有 初步 了 解 的 研究 生 和 同等 
学 历 者 。 在 下 面 附 上 了 原 讲义 的 两 个 序 ,一 个 跋 , 和 一 段 对 
“plasma” 这 一 英文 词 来 历 的 介绍 ,希望 对 读者 有 所 帮助 。 


z 作 者 
2003 年 8 月 于 华中 科技 大 学 


原 序 一 
(电磁 流体 力学 ) 


等 离子 体 的 流体 描述 是 等 离子 体 两 大 基本 描述 方法 之 一 , 另 
一 种 就 是 所 谓 的 动 理学 (kinetic) 描 述 。 这 两 门 课 构成 了 中 国 科学 
技术 大 学 近代 物理 系 等 离子 体 专业 研究 生 班 的 等 离子 体 物理 理论 
课程 .原来 的 等 离子 体 流体 课程 只 有 ( 单 ) 磁 流体 力学 ,并 以 磁 约束 
高 温 等 离子 体 为 主要 的 描述 对 象 .近年 来 , 随 着 非 磁 约束 等 离子 体 
应 用 和 研究 的 逐步 发 展 ,以 及 我 专业 研究 领域 的 不 断 拓 宽 ,此 课程 


的 内 容 也 在 不 断 充 实 , 将 非 中 性 等 离子 体 、 低 温 等 离子 体 及 激光 - 


等 离子 体 相 互 作 用 的 一 些 内 容 包含 了 进来 。 由 于 涉及 了 带电 流体 
的 描述 ,所 以 本 课程 的 名 称 也 相应 改 成 “电磁 流体 力学 ”。 本 讲义 只 
给 出 了 这 门 课程 第 一 部 分 一 一 “ 磁 流 体力 学 ”的 内 容 。 

本 课程 是 为 研究 生 开 设 的 ,要 求 读者 有 大 学 物理 系 本 科 的 学 
历 , 并 有 “等 离子 体 物理 学 ”的 基础 .没有 学 过 “等 离子 体 物理 学 ”的 
看 士 生 ,在 修 读 本 课程 时 ,必须 同时 选修 本 专业 的 大 学 生 课 程 “等 
离子 体 物理 导论 ”。 

等 离子 体 是 由 处 在 非 束缚 态 的 大 量 带电 粒子 组 成 的 多 粒子 体 
系 , 和 对 其 他 多 粒子 体系 的 描述 一 样 ,对 等 离子 体 的 理论 描述 也 是 
通过 对 所 研究 的 具体 问题 建立 “物理 模型 ”, 并 对 此 模型 作 定量 ( 解 
析 、 数 值 或 粒子 模拟 ) 的 描述 而 完成 的 .因此 要 学 好 一 门 理论 课程 ， 
首先 要 弄 清 所 用 数学 公式 的 目的 ,也 即 需要 读者 在 学 习 过 程 中 建 
立 清 晰 的 物理 图 像 : 了 解 要 解决 的 是 什么 问题 ,用 的 是 什么 物理 模 
型 ,此 模型 的 长 处 和 短处 ,可 以 描述 的 和 无 法 描述 的 等 离子 体 性 质 
a 。 物 理 模型 或 物理 图 像 通常 由 几何 模型 .坐标 系 、. 所 涉及 的 基 
本 状态 量 及 其 初始 值 .一 些 有 通用 性 质 的 “基本 概念 ”, 以 及 所 用 的 
基本 方程 组 等 构成 。 这 些 内 容 一 般 并 不 占 很 大 篇 幅 ,往往 又 很 分 
散 ,甚至 在 课文 中 并 没有 被 明显 地 指出 ,所 以 常 被 初学 者 忽略 ,这 


原 序 一 (电磁 流体 力学 ) V 


就 需要 读者 自己 细心 梳理 .归纳 。 理 论 课程 的 另 一 个 重要 目的 是 使 


读者 掌握 一 定 的 数学 技巧 , 即 定量 地 描述 所 讨论 问题 的 能 力 . 在 本 
课程 里 ,主要 给 出 的 是 解析 处 还 的 方法 和 过 程 ,而 解析 处 理 往往 离 
不 开 各 种 “近似 ”方法 .这 就 要 求 读者 对 各 种 近似 方法 的 目的 、 适 用 
条 件 和 范围 有 清楚 的 了 解 ,并 会 通过 各 种 方式 检验 所 用 近似 的 合 
理性 。 最 后 ,作者 强烈 地 希望 读者 能 在 课本 及 参考 资料 的 引导 下 ， 
不 厌 其 烦 地 、 完 整地 推导 书 中 的 每 一 个 结果 ,因为 只 有 这 样 才能 真 
正 掌握 其 中 的 数学 技巧 。 这 对 将 来 从 事理 论 研究 的 读者 来 说 是 必 
不 可 少 的 ,就 是 对 从 事实 验 研究 的 人 来 说 也 是 有 利 而 无 害 的 。 

在 磁 流体 的 描述 中 ,所 使 用 的 许多 方法 和 思路 往往 是 其 他 物 
理 理论 的 教科 书 中 不 常见 的 .例如 ,讨论 二 维 磁 流 体 平衡 时 所 用 的 
磁 通 坐标 .平衡 磁 通 所 应 满足 的 微分 和 积分 方程 ,讨论 磁 流 体 稳定 
性 时 所 用 的 变 分 方法 ,处 理 奇异 微分 方程 的 一 些 办 法 等 .因此 通过 
本 课程 的 学 习 , 可 以 使 得 这 类 数学 技巧 得 到 比较 充分 的 训练 .希望 
有 的 同学 不 要 因为 自己 不 是 从 事 磁 约 束 高 温 等 离子 体 研究 的 就 轻 


. 视 了 以 上 内 容 ,“ 它 山 之 石 ,可 以 攻 玉 ”, 各 种 数学 处 理 方法 往往 有 


着 比 物理 模型 更 广阔 的 应 用 范围 .此 外 ,虽然 近 十 多 年 来 非 磁 约束 
等 离子 体 的 研究 有 了 长 足 的 进步 ,但 是 磁 约 束 等 离子 体 的 研究 仍 
然 处 于 等 离子 体 研究 的 前 沿 ,带动 着 等 离子 体 物理 学 整个 学 科 的 
发 展 。 经 受过 磁 约 束 等 离子 体 研 究 训练 的 理论 或 实验 工作 者 往往 
比较 容易 进入 其 他 的 等 离子 体 研 究 领域 ,反之 则 要 困难 得 多 。 所 
以 ,从 学 习 和 训练 的 角度 来 看 ,“ 磁 流体 力学 ”也 是 很 好 的 入 门 诬 
程 ,值得 每 个 初学 者 下 功夫 去 学 好 。 

本 课程 是 4 个 学 分 的 课 , 即 每 周 4 学 时 ,一 学 期 80 学 时 (包括 
复习 、 考 试 ) .所 以 本 讲义 只 选择 了 适宜 于 课堂 讲授 的 一 些 内 容 , 这 
些 内 容 往往 在 数学 处 理 上 比较 简单 ,而 又 可 以 给 出 鲜明 的 物理 图 


”和 像 。 一 些 和 当前 研究 前 沿 有 关 的 资料 ,已 尽 可 能 在 文中 合适 的 地 方 


列 出 , 供 有 兴趣 的 读者 参考 。 


作 者 
1997 年 8 月 于 中 国 科 学 技术 大 学 


原 序 二 
(等 离子 体 动 理学 ) 


“等 离子 体 动 理学 (kinetic theory) ”是 “等 离子 体 电 磁 流 体力 
学 ”的 姐妹 篇 ,它们 一 起 构成 了 中 国 科学 技术 大 学 近代 物理 系 等 离 
子 体 专业 研究 生 班 的 等 离子 体 物理 理论 课程 。 一 般 在 学 了 电磁 流 
体力 学 之 后 开设 , 周 学 时 4, 总 学 时 80。 以 往 把 kinetic theory 译 为 
动力 学 ,结果 和 力学 中 的 dynamic theory 无 法 区 分 ,而 两 者 的 处 理 
对 象 和 处 理 方法 均 有 明显 差别 ;这 里 采用 的 ,是 新 版 物理 学 名 词 给 
出 的 标准 译名 一 一 动 理学 。 

动 理学 方法 和 流体 力学 方法 都 是 研究 多 粒子 体系 (气体 、 液 
体 、 固 体 和 等 离子 体 ) 物 理性 质 的 理论 工具 ,但 动 理学 方法 和 流体 
力学 的 三 维 坐 标 空 间 描述 不 同 , 它 通常 是 在 六 维 的 坐标 -速度 空间 
来 描述 等 离子 体 ,而 且 还 可 以 扩展 到 在 6n(n==1,2,…) 维 空间 作 
描述 .之 所 以 需要 用 速度 空间 来 描述 ,是 因为 有 些 多 粒子 体系 的 行 
为 和 它们 粒子 的 速度 状态 有 密切 关系 ,因此 仅仅 在 坐标 空间 作 描 
述 就 不 够 了 。 多 粒子 体系 中 最 常见 的 动 理学 问题 是 粒子 间 的 相互 
作用 对 其 速度 状态 ,以 至 于 空间 状态 的 影响 . 当 体系 是 由 中 性 粒子 
组 成 时 ,粒子 间 只 有 接近 到 原子 或 分 子 的 半径 范围 内 时 才 会 发 生 
相互 作用 ,而 且 是 激烈 的 相互 作用 一 一 在 物理 上 通常 用 碰撞 这 种 
图 像 来 描述 它 。 因 此 碰撞 及 其 引起 的 输 运 过 程 是 动 理 学 方法 最 早 
也 是 最 主要 的 研究 对 象 。 但 是 如 果 组 成 体系 的 粒子 是 带电 的 电子 
和 离子 时 (如 等 离子 体 体 系 ) ,它们 之 间 通 过 库仑 力 相 互 作用 ,而 库 
仓 力 是 长 程 的 即使 考虑 了 多 体 造成 的 屏蔽 影响 ,带电 粒子 间 屏 蔽 
库仑 力 的 力 程 仍然 远大 于 粒子 间距 。 于 是 当 带 电 粒 子 相互 接近 时 ， 
在 发 生 激烈 的 .碰撞 型 的 相互 作用 前 ,就 经 受 了 长 时 间 、 远 距离 的 
较 弱 相互 作用 一 一 这 类 相互 作用 就 不 能 用 碰撞 图 像 来 描述 ,自然 


原 序 二 (等 离子 体 动 理学 ) 加 


这 种 长 程 相互 作用 所 引起 的 物理 现象 也 和 输 运 大 不 相同 ,但 它们 


仍然 可 以 用 动 理学 方法 进行 描述 。 这 样 等 离子 体 的 动 理 学 理论 也 
就 比 物质 前 三 态 ( 气 、 液 . 固 ) 的 要 丰富 得 多 ，。 
.， 为 了 描述 的 方便 ,往往 把 等 离子 体 带电 粒子 间 的 相互 作用 以 
屏蔽 库仑 势 中 的 德 拜 长 度 为 界 ,在 定性 上 分 成 两 部 分 :粒子 间距 小 
于 德 拜 长 度 的 短程 相互 作用 和 粒子 间距 大 于 德 拜 长 度 的 长 程 相互 
作用 .对 短程 相互 作用 仍 沿用 中 性 粒子 情况 下 的 碰撞 图 像 ,但 其 定 
量 描述 要 作 一 定 的 修改 ;而 大 量 粒子 参与 的 长 程 相 互 作 用 , 则 用 自 
治 场 (也 称 集体 运动 或 波 ) 的 图 像 来 描述 。 在 许多 等 离子 体 中 这 两 
类 物理 过 程 的 特征 时 间 尺 度 和 空间 尺度 往往 相去 其 远 ,因此 可 以 
分 别 加 以 研究 .这 样 就 形成 了 等 离子 体 动 理学 理论 的 两 大 部 分 : 碰 
撞 和 输 运 理论 及 自治 场 的 弗 拉 索 夫 理 论 。 但 对 于 某 些 等 离子 体现 
象 ,这 两 类 相互 作用 无 法 在 时 间 和 空间 尺度 上 加 以 区 分 ,这 时 就 需 
要 把 它们 的 影响 一 起 加 以 考虑 一 一 这 是 一 类 比较 复杂 的 动 理学 研 
究 对 象 , 在 本 课程 的 第 一 部 分 介绍 了 线性 的 弗 拉 索 夫 理 论 ,在 物理 
上 所 谓 线性 是 指 自治 场 能 量 远 小 于 粒子 平均 热能 的 情况 。 非 线性 
的 弗 拉 索 夫 理论 不 但 定量 描述 起 来 很 复杂 ,而 且 目 前 尚 不 成 熟 , 只 
在 第 一 部 分 的 最 后 一 章 作 了 简单 介绍 。 本 课程 的 第 二 部 分 则 介绍 
了 碰撞 和 输 运 理论 ,并 用 其 中 的 第 十 章 (“ 电 流 驱 动 ”) 介 绍 了 同时 
处 理 两 种 动 理学 效应 的 一 个 例子 。 

与 流体 描述 相 比 ,等 离子 体 的 动 理 学 描述 尤其 是 弗 拉 索 夫 线 


”性 理论 的 参考 书 非常 多 ,内 容 也 十 分 繁复 。 可 以 说 ,几乎 所 有 的 线 


性 弗 拉 索 夫 本 征 值 的 色散 方程 都 已 被 求 出 , 剩 下 的 工作 就 是 根据 
研究 对 象 从 这 些 色散 方程 中 找 出 合适 的 本 征 模 (等 离子 体 波 ), 然 
后 加 以 合理 的 解释 。 然 而 ,这 最 后 的 一 步 却 是 最 困难 的 一 步 , 同 时 
也 是 物理 学 家 得 以 显示 身手 的 地 方 。 因 此 本 教程 试图 以 较 少 的 篇 
幅 介 绍 线性 弗 拉 索 夫 问 题 可 能 提供 的 几 种 典型 的 解 及 其 物理 意 
义 ,详细 给 出 若干 常用 的 求解 本 征 值 问题 的 数学 方法 ,以 及 一 些 具 
有 代表 性 的 、 在 研究 工作 中 常 遇 到 的 稳定 .阻尼 及 不 稳定 本 征 模 的 


\ 腻 等 离子 体 理论 基础 


性 质 。 一 些 有 意义 .但 数学 处 理 过 于 繁重 的 本 征 值 问题 ,本 教程 虽 


不 子 详细 介绍 ,但 也 给 出 了 参考 文献 。 当 然 , 这 都 是 以 本 人 有 限 的 
知识 和 经 历来 评价 的 ,一定 会 有 严重 的 朴 漏 之 处 。 但 根据 以 往 的 经 
验 ,在 认真 地 学 习 了 本 教程 后 ,读者 应 该 具有 足够 的 知识 基础 和 自 
学 能 力 , 只 要 假 以 时 日 ,就 可 以 解决 任何 线性 弗 拉 索 夫 问题 。 

对 于 等 离子 体 中 普遍 存在 .处 理 十 分 困难 ,而 且 有 重要 实际 应 
用 价值 的 庙 动 问题 ,本 教程 采取 了 有 点 实用 主义 的 介绍 方法 。 即 回 
避 了 这 些 沸 动 的 产生 机 制 ,而 着 眼 于 讨论 以 下 的 问题 ;对 一 个 已 经 
存在 的 注 动 可 能 采取 哪些 数学 方法 去 进行 处 理 , 然 后 又 怎样 从 中 
得 出 有 用 的 、 反 映 满 动 等 离子 体内 部 参量 特性 的 定性 和 半 定 量 的 
译 息 。 这 种 介绍 方式 对 大 多 数 人 来 说 可 能 效果 更 好 。 对 等 离子 体 
潮 动 机制 有 兴趣 的 读者 也 可 以 在 教材 中 找到 入 门 的 参考 资料 。 

与 物质 的 其 他 三 态 相 比 ,等 离子 体 还 是 一 个 十 分 年 轻 的 研究 
领域 ,因此 新 的 实验 结果 和 理论 方法 还 在 不 断 涌 现 , 希 望 教 过 和 学 
过 这 本 教材 的 同行 们 ,能 向 作者 指出 其 中 错误 、 提 出 改进 意见 ,使 
它 能 够 跟 上 时 代 的 步伐 。 


作 者 
1999 年 3 月 1 日 于 中 国 科学 技术 大 学 


原 ” 跋 
(电磁 流体 力学 ) 


作为 等 离子 体 物理 理论 的 研究 和 教学 工作 者 ,与 物理 学 其 他 
分 支 的 理论 工作 者 相 比 ,总 是 缺乏 成 就 感 。 这 是 因为 ,等 离子 体 理 
论 尽管 做 得 十 分 辛苦 ,但 结果 总 是 和 实验 相差 其 远 ;在 最 好 的 情况 
下 也 只 能 作 到 半 定 量 ( 相 差 一 个 几 倍 的 数值 因子 ) 的 符合 ,一 般 能 
做 到 定性 相符 就 算 很 成 功 了 。 而 在 动 理学 和 电磁 流体 力学 的 两 种 
描述 中 ,后 者 和 实验 的 相符 程度 又 强 于 前 者 。 

这 种 情况 对 于 等 离子 体 的 实验 工作 者 也 一 样 存 在 ,由 于 难以 
对 等 离子 体内 部 物理 状态 做 直接 测量 ,也 由 于 等 离子 体 的 相关 物 
理 量 (自由 度 ) 远 远 多 于 其 他 多 粒子 体系 (如 固体 、 液 体 或 气体 ) ;所 
以 很 难 对 它 的 状态 做 全 面 的 测定 ,而 能 做 的 一 些 测量 其 精度 又 都 
不 高 , 故 等 离子 体 的 实验 中 往往 用 (医学 中 的 ?诊断 而 不 是 (其 他 物 
理 分 支 中 通用 的 ) 测 量 来 命名 其 所 得 结果 。 男 外 ,同一 种 类 型 的 不 
同等 离子 体 实验 装置 其 结果 往往 不 能 完全 重复 ,就 是 同一 装置 在 
相同 的 控制 参数 下 得 出 的 结果 也 不 尽 相 同 .因此 ,等 离子 体 的 实验 
研究 也 缺乏 其 他 物理 学 分 支 的 精确 度 。 

这 一 切 都 使 得 人 们 在 对 等 离子 体 性 质 的 研究 中 付出 的 多 而 得 
到 的 少 ,. 但 也 正 因为 如 此 ,从 事 等 离子 体 物理 研究 的 人 们 受到 了 更 
多 的 训练 , 比 从 事物 理学 其 他 分 支 研 究 的 工作 者 ,更 善于 在 所 得 信 
息 量 不 足 和 不 准 的 情况 下 , 尽 可 能 精确 地 理解 一 个 复杂 体系 的 性 
质 。 而 这 种 本 领 在 21 世纪 的 科学 研究 中 却 有 可 能 是 最 具 重 要 意义 
的 。 

人 类 对 自然 界 和 人 类 社会 本 身 的 认识 过 程 ,是 一 个 从 定性 描 
述 到 定量 描述 的 进步 过 程 . 近 代 科 学 研究 ,其 实 就 是 对 研究 对 象 作 
定量 化 描述 。 但 是 ,在 一 定 的 历史 阶段 , 适 于 定量 描述 的 研究 领域 


X 等 离子 体 理论 基础 


往往 只 有 一 两 个 .在 近代 科学 发 展 史上 ,最 先 被 定量 化 的 学 科 是 力 
学 及 数学 本 身 , 然 后 是 物理 学 ;这 并 不 是 人 类 的 偏爱 ,而 是 因为 它 
们 的 研究 对 象 比 其 他 学 科 要 简单 ,从 而 更 容易 成 为 精确 研究 的 样 
本 。 然 而 到 20 世纪 末 , 人 类 用 来 了 解 自然 的 工具 及 知识 储备 都 已 
经 能 够 定量 化 地 描述 更 为 复杂 的 学 科 。 物 理学 作为 领头 学 科 的 风 
光 不 再 ,新 的 重大 科学 发 现 愈 来 愈 多 地 出 现在 生物 、 化 学 以 及 信息 
科学 .环境 科学 的 领域 中 .这 些 学 科 正 从 只 能 作 定性 或 半 定 量 描述 


的 状态 渐渐 转 入 可 以 作 定 量 描述 的 状态 ,因而 得 到 愈 来 愈 多 的 人 


力 和 物力 投入 。 

但 是 ,能 对 这 些 更 加 复杂 的 体系 做 定量 描述 ,是 得 到 了 人 类 在 
数学 ,力学 及 物理 学 的 研究 中 所 积累 的 物质 力量 (包含 各 种 先进 的 
仪器 .设备 .计算 能 力 ) 和 知识 (例如 定量 处 理 复杂 体系 的 方法 ) 的 
有 力 支持 的 .在 物理 学 的 各 分 支 中 ,等 离子 体 物理 是 最 具 可 能 来 提 
供 这 种 支持 的 学 科 。 因 为 目前 困惑 等 离子 体 物理 研究 的 问题 ,也 就 
是 21 世纪 领头 学 科 在 定量 化 描述 时 将 会 面临 的 问题 。 所 以 ,当前 
在 等 离子 体 物 理 理论 和 实验 中 所 积累 的 知识 和 经 验 就 是 一 种 宝贵 
的 财富 ,可 以 被 借鉴 到 广阔 的 科学 研究 领域 中 去 。 例 如 等 离子 体 理 
论 描述 中 广泛 采用 的 “模型 ”法 ,就 是 在 对 复杂 体系 作 定量 描述 时 
的 一 种 有 巨大 潜力 的 研究 方法 。 

在 这 样 一 种 全 新 的 观念 下 ,我 们 对 等 离子 体 物理 理论 的 学 习 
一 定 会 有 全 新 的 收获 。 


丁 丑 年 处 里 后 二 日 秋 虫 里 晰 之 夜 


名 称 “plasma( 等 离子 体 )” 的 由 来 * 


下 面 是 一 段 对 “plasma” 这 一 英文 词 来 历 的 介绍 。 其 中 文 译名 
“等 离子 体 ” 的 本 意 是 指 这 种 物质 形态 中 的 正 、 负 电荷 大 体 相等 ,从 
而 整体 呈现 准 中 性 。 但 实际 上 ,由 大 量 非 束缚 带电 粒子 组 成 的 、 整 
体 上 呈正 电 性 或 负电 性 (如 纯粹 由 正 电 子 或 电子 组 成 ) 的 多 粒子 体 
系 也 具有 准 中 性 体系 相似 的 特性 。 本 书 所 介绍 的 理论 方法 对 描述 
这 种 “ 非 中 性 等 离子 体 ” 的 行为 也 一 样 适用 。 因 此 "plasma” 的 上 述 
中 文 译 名 就 不 但 长 了 点 ,而 且 也 不 很 贴切 。 目 前 家 电 业 用 “等 离子 
电视 ?取代 “等 离子 体 电视 ?来 作 市 场 宣传 ,这 个 词 虽 不 规范 ,但 社 


会 影响 却 不 小 。 因 此 重新 考虑 一 个 合适 的 “plasma” 中 文 译名 已 经 


刻不容缓 。 通 过 对 “plasma” 英 文 词 源 的 了 解 , 也 许 会 对 起 个 更 加 合 
适 的 中 文 译名 有 所 局 发 。 

等 离子 体 (plasma) 一 词 源 于 希腊 语 的 xAaopa, 若 译 成 英语 就 
是 “to mold”, 意 味 着 像 加 工 塑料 制品 那样 将 流体 注入 模具 来 实现 


”成 型 。 朗 织 尔 (Irving Langmuir ,1932 年 诺 贝尔 化 学 奖 得 主 ) 注 意 


到 , 辉 光 放 电 产 生 的 电离 气体 也 有 这 种 成 型 特性 ,并 于 1928 年 把 
这 种 电离 气体 命名 为 “plasma”。 他 的 合作 者 Tonks 在 他 的 一 篇 论 
文 (Am. J. Phys. ,35 (1967), 857 页 ) 中 ,这 样 生动 地 讲述 了 这 个 
名 词 的 由 来 : 

Langmuir came into my room in the General Flectric 
Research Laboratory one day and said “Say, Tonks, I’m looking 
for a word. In these gas discharges we call the region in the 


immediate neighborhood of the wall or an electrode a sheath, and 


@ 摘自 : (日 ) 营 井 秀 郎 ,《 等 离子 体 电子 工程 学 》, 科 学 出 版 社 ,2002, 北 京 , 第 4 
页 。 
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that seems to be quite appropriate; but what should we call the 
main part of the discharge? … there is complete space-charge 
neutralization. I don’t want to invent a word,; but it must be 
descriptive of this kind of region as distinct from a sheath. What 
do you suggest?” 

My reply was classic“I71 think about it, Dr. Langmuir.” 

The next day Langmuir breezed in and announced, “I know 
what we’l] call it, the plasma. ”The image of blood plasma 
Immediately came to mind，I think Langmuir even mentioned 
blood. 

像 该 文 提 及 的 那样 ,当时 在 医学 界 plasma 已 经 被 用 于 指 代 血 
浆 (blood plasma) ,而 朗 纪 尔 的 这 一 命名 与 此 毫 无 关系 。 通晓 希腊 
语 的 朗 缪 尔 应 该 是 看 到 放电 气体 发 光 部 分 会 随 着 放电 管 形状 而 变 
化 ,于 是 根据 上 述 希 腊 词 源 将 其 命名 为 等 离子 体 的 。 大 家 想 想 ,过 
虹 灯 广告 牌 ,不 论 其 文字 、 图 形 多 么 复杂 ,不 都 可 以 通过 细 长 的 放 
电 管 而 绚丽 发 光 吗 ? 


让 
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磁 流 体力 学 


第 一 章 ” 磁 流体 力学 方程 组 及 其 基本 性 质 


1.1 磁 流 体力 学 MHD) 描 述 及 其 适用 条 件 


1.1.1 磁 流 体 描述 


等 离子 体 和 固 、 液 .气体 一 样 是 多 粒子 体系 ,在 物理 学 中 对 多 
粒子 体系 的 基本 描述 方法 有 以 下 几 种 . 

(1) 6N 维 空间 的 动力 学 描述 (相当 于 力学 中 的 多 粒子 轨道 描 
述 ) 

状态 量 ; (reGi) ) ， {v(t)}, a 二 1,2,…,N. 

方程 : medvws(t) /dt 二 Fi( {rst)}, {velt)} ,1). 

初始 条 件 :{r.(0)), {va(0)}). 

实现 方法 : 粒子 运动 的 计算 机 模拟 方法 . 

(2) 6N 维 空 间 的 统计 物理 描述 
”对 多 粒子 体系 由 于 初 条 件 往 往 不 能 确定 给 出 ,所 以 6N 条 轨 
道 从 一 开始 就 不 能 分 辨 . 物理 上 因此 发 展 了 不 用 辨别 轨道 的 统计 

状态 量 : f(r ), {vt)} ,2), a=1,2,.…,N. 

方程 BBGKY 链 式 方程 组 (从 略 ,参见 本 书 第 四 部 分 ). 

实现 方法 : 一 般 只 取 最 低 阶 统计 分 布 函数 f? 二 f(r (2)， 
va(t) ,zt) ,其 相应 的 动 理学 方程 是 6N 维 空间 的 弗 拉 索 夫 (Vlasov) 
(无 碰撞 ) 方 程 或 玻 尔 兹 曼 ( 福 克 尔 - 普 朗 克 (Fokker-Planck ) 或 朗 
道 等 碰撞 ) 型 方程 (从 了 略 ,参见 本 书 第 三 部 分 ). 
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(3) 流体 力学 描述 (双流 体力 学 描述 及 磁 流 体力 学 描述 ) 

由 于 等 离子 体 含 有 两 种 或 更 多 种 带电 粒子 , 故 对 速度 空间 平 
均 后 首先 得 到 的 是 双 ( 多 ) 流 体力 学 描述 . 

状态 量 ; n (re)) ,ulre()) ,Tlrslz)), 其 中 


ns(ralt) ,t) = | rer@) ,vat) st) dv,, 
Wrelt) st) = | vf re) ,Walt) st) dv,, 


Trt) yi = | OD ws 一 吧 一 中 


方程 : 双流 体力 学 方程 组 (从 略 ,参见 本 书 第 二 部 分 第 五 章 )， 
在 不 必 区 分 电子 流体 和 离子 流体 时 ,可 以 把 它们 加 起 来 . 这 时 
流体 元 是 中 性 的 ,有 ( 单 ) 磁 流体 力学 描述 . 
状态 量 : 
plr,t) = >) means, 


Qa=€ ,1 


ulr,t) = >) manale/ PT,t) 9 


CQ 一 el1 


Tri 一 >) maneT /plr,t). 


方程 : 磁 流 体力 学 方程 组 ( 见 本 章 下 面 的 详细 介绍 ). 

(4) 热力 学 描述 

对 于 大 多 数 宏观 呈 电 中 性 的 等 离子 体 来 说 ,其 热力 学 性 质 与 
中 性 气体 体系 相似 . 因此 在 热力 学 描述 层面 上 ,等 离子 体 大 量 借鉴 
了 中 性 气体 体系 的 热力 学 的 结果 ,有 时 几乎 把 理想 气体 的 许多 结 
论 直 接 搬 用 过 来 (例如 物 态 方程 和 绝热 压缩 方程 等 ). 在 本 书 第 五 
章 的 后 半 部 分 ,作为 一 个 例子 ,还 直接 从 热力 学 第 一 定律 导出 了 双 
流体 能 量 守恒 方程 . 因此 ,读者 需要 的 话 ,可 以 参考 一 些 热力 学 的 
教程 及 参考 书 ( 例 如 在 第 五 章 中 给 出 的 参考 书 ). 直接 讨论 等 离子 
体 热力 学 描述 的 参考 文献 见 文献 [1], [2]. 


1.1 磁 流体 力学 (MHD) 描 述 及 其 适用 条 件 S 


1.1.2 磁 流 体力 学 描述 成 立 的 条 件 及 局 限 
先 讨论 普通 流体 描述 成 立 条 件 . 为 了 使 一 个 流体 元 中 的 绝 大 


” 多 数 中 性 粒子 在 某 一 段 ( 特 征 的 ) 时 间 内 能 保持 在 坐标 空间 的 某 一 
，“( 特 征 的 ) 区 域内 ,只 有 依靠 粒子 间 足 够 频繁 的 碰撞 . 这 就 要 求 流体 
元 的 特征 长 度 ! 远大 于 中 性 粒子 碰撞 平均 自由 程 人 : /六 ,以 及 流 
体 元 变化 的 特征 时 间 (3/3e)- 远 大 于 中 性 粒子 碰撞 平均 时 间 只 1， 
” (3/90) 祖上 (或 9/91<&v.). 


”而 为 了 使 流体 元 的 速度 能 表征 流体 元 中 的 绝 大 多 数 粒子 的 束 
度 ,就 要 求 这 些 粒子 的 速度 分 布 函 数 处 于 热力 学 平衡 态 也 即 麦 克 
斯 韦 分 布 . 如 果 一 个 多 粒子 体系 远离 热力 学 平衡 态 , 用 流体 描述 往 
往 不 能 很 好 地 表征 它 的 性 质 ,这 时 就 需要 动 理学 的 描述 了 . 

磁 流 体 描述 也 需要 满足 上 述 条 件 ,但 由 带电 粒子 组 成 的 流体 
元 往往 有 更 有 利 的 成 团 条 件 ,其 中 最 主要 的 因素 为 ， 

(iD 带电 粒子 间 的 碰撞 频率 远大 于 中 性 粒子 间 的 碰撞 频率 
(因而 有 更 短 的 碰撞 平均 自由 程 ). 这 是 由 于 带电 粒子 间 的 作用 力 
是 长 程 的 库仑 力 , 故 带电 粒子 间 的 相互 作用 (耦合 ) 要 比 中 性 粒子 


。 间 的 强 得 多 . 


(ii) 当 存 在 磁场 时 ,磁场 对 带电 粒子 有 横向 约束 作用 . 洛 伦 兹 
力 使 带电 粒子 在 垂直 磁场 方向 上 只 能 保持 在 回旋 半径 的 范围 内 . 


” 这样 只 要 磁化 流体 元 的 横向 (垂直 于 磁场 的 方向 ) 特 征 长 度 远大 于 


回旋 半径 (x.) 就 可 以 用 流体 描述 了 . 

因此 等 离子 体 、 尤 其 是 磁化 等 离子 体 ,往往 可 以 在 比 中 性 粒子 
系 更 低 的 密度 和 更 高 的 温度 下 仍 能 用 流体 方法 来 描述 . 但 是 随 着 
温度 的 升 高 或 磁 流体 元 随时 间 变 化 频率 w 的 升 高 (例如 使 得 w 宇 
9/91) ,上 述 流体 描述 成 立 条 件 将 不 复 成 立 , 这 时 就 需要 用 动 理 学 
方法 来 描述 . 另外 如 果 等 离子 体 的 参量 (密度 .温度 和 速度 场 ) 随 空 
间 有 显著 的 变化 , 则 粒子 的 漂移 运动 和 输 运 现象 不 可 忽略 ,这 时 电 . 
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子 和 离子 流体 的 行为 是 不 同 的 , ( 单 ) 磁 流体 力学 描述 就 要 让 位 给 
双流 体力 学 描述 . 


1.2 磁 流 体力 学 方程 组 
1.2.1 理想 磁 流 体力 学 方程 组 


1. 连续 性 方程 
SP YYy. Cpulrst)) = 0. .1) 
其 意义 是 系统 的 质量 守恒 ,如 将 (1.1) 式 对 任 一 体积 AV 积分 (图 
1.1), 则 有 
9 =- 一 -一 
让 ee,pdr 十 | Vv. Coulr,t))dV = 0， 


9 | 
号 Mr 十 b plrsDucr,t) edS = 0. 


这 表明 在 体积 AV 中 质量 M 的 变化 率 由 流 
过 包围 此 体积 的 封闭 表面 的 净 质 量 流 决 定 . 
如 果 积 分 是 对 整个 体系 进行 而 体系 又 是 孤 
立 的 , 则 通过 体系 外 表面 进出 的 质量 流 为 
。 零 , 于 是 上 式 就 表示 整个 体系 的 质量 不 变 . 
2。 ，ASwwg 2. 流体 运动 方程 ( 欧 拉 方 程 
假若 流速 是 非 相 对 论 的 , 则 可 将 牛顿 第 
二 定律 用 于 流体 元 
drCr(t) ,t) 


p 下 一 Flr(t) yt)， (1. 2) 


其 中 


dulr(t),t) ulr,t) 
dt a 


是 在 随 流体 元 一 起 运动 的 拉 格 朗 日 坐标 系 中 看 到 的 流体 元 所 受到 


十 Ww。 Vulr,t) 
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的 加 速度 ;而 方程 式 右面 第 一 项 则 是 在 实验 室 坐标 系 ( 也 即 欧 拉 坐 
标 系 ) 中 看 到 的 流体 元 受到 的 加 速度 ,右面 第 二 项 是 由 于 流速 的 空 
间 不 均匀 而 产生 的 加 速度 . d/dzi 被 称 为 全 导数 、 随 流 ( 体 ) 导 数 或 
实质 导数 ,而 3/a 则 被 称 为 偏 导数 、 当 地 导数 ,u. V 被 称 为 迁移 
导数 . 
运动 方程 右边 的 Fu 是 作用 于 流体 元 的 总 力 . 对 于 “理想 的 磁 

流体 ,可 能 施加 于 流体 元 的 外 力 有 

热 压 力 ; 一 VP， 

洛 伦 效力 : JXB,. 
其 中 了 和 B 分别 为 电流 和 磁场 .对 有 明显 流动 的 磁 流 体 .特别 是 
其 流速 场 有 明显 剪 切 的 磁 流 体 ,还 需 计 入 

黏 性 力 : 一 V. 
其 中 是 黏 性 (二 阶 ) 张 量 ( 详 细 的 讨论 请 参考 文献 [2]). 黏 性 力 是 
由 粒子 间 碰 撞 而 引起 的 一 种 耗 散 ( 因 而 是 非 理 想 的 ) 效 应 ,因此 计 
入 了 黏 性 力 的 磁 流 体 是 * 非 理想 ”的 磁 流 体 . 对 磁 流体 元 的 作用 力 
中 无 静电 力 , 这 是 因为 流体 元 是 电 中 性 的 . 于 是 磁化 流体 元 的 运动 


方程 最 后 可 写成 
pr THD yp VE+JxB (1.3) 
由 于 在 这 个 方程 式 中 新 引进 三 个 新 量 J,B 及 P, 就 需要 给 出 相应 
的 方程 组 来 描述 它们 的 时 间 行 为 . 
3， 电磁 方 程 组 (给 出 J 和 B 的 行为 ) 
安培 定律 - 
_1 
7 一 二 YX8B (1.4) 
法 拉 第 定律 
oB 
Br 二 一 V X 五 (1. 5) 


广义 欧姆 定律 (无 电阻 的 “理想 磁 流 体 ” 情 况 ) 
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E=—uxB. (1. 6) 
及 
V.B= 0. (1.7) 
4. 能 量 守 恒 方 程 
由 于 磁 流 体 方程 式 着 重 于 描述 平衡 (静止 ) 的 和 变化 缓慢 的 等 
离子 体 行为 ,而 且 对 于 无 电阻 的 理想 MHD 体系 ,又 无 焦耳 热 ,所 
以 往往 采用 绝热 近似 下 的 理想 气体 状态 方程 来 描述 其 压强 和 密度 
的 相互 依赖 关系 (请 见 本 书 第 五 章 (5. 29) 式 的 详细 推导 ) : 
Pp 二 常数 ， (1. 8) 
式 中 的 常数 是 指 它 是 不 随时 间 和 空间 而 变化 的 常数 ,通常 将 7 取 
成 理想 气体 的 气体 常数 值 5/3. 
最 后 给 出 完整 和 封闭 的 理想 磁 流 体力 学 方程 组 : 
PPD YCpulrst)) 一 0， 


du (r (t) ,t) 
plr ,t) dz 


Pp 二 常数 ， 
1 
J wv x B,， 


oB 
a VXE, 


E=—u XB, 
V.B=0. 
对 于 一 个 物理 问题 的 完整 求解 ,除了 微分 方程 组 外 .还 需要 合适 与 
足够 的 边界 (或 连接 ) 条 件 . 理想 磁 流 体 的 一 些 典型 边界 (连接 ) 条 
件 见 附录 A. 


1.2.2 非 理想 磁 流 体力 学 方程 组 


对 于 电阻 MHD 体系 需要 用 下 面 的 两 个 方程 式 来 代替 上 面 的 
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能 量 守 恒 方 程 及 广义 欧姆 定律 (请 见 本 书 第 五 章 (5. 31) 式 的 详细 
推导 或 文献 L3])， 
生 CPp-7) = (7 一 1Do-7772， (1. 9) 


Et+uxXB= 7”, (1. 10) 

其 中 7 是 等 离子 体 电 阻 ,而 7J? 是 焦耳 热 . 在 讨论 由 电阻 在 磁场 有 

理 面 附 近 引 起 的 磁 流 体 撕 裂 模 时 ,往往 只 须 用 到 二 维 几 何 位 形 ,这 

时 由 上 面 的 电阻 磁 流 体 方程 可 以 导出 一 组 简化 的 封闭 方程 组 

即 有 名 的 约 化 (reduced) MHD 方程 组 . 我 们 将 在 第 四 章 最 后 一 市 " 
介绍 . 

除了 电阻 , 黏 性 是 另 一 重要 的 非 理 想 效应 ,这 往往 是 在 磁 流 体 


、 具 有 可 观 的 流速 或 流速 场 剪 切 时 需要 考虑 的 重要 因素 . 一 般 是 通 


过 在 欧 拉 ( 运 动 ) 方 程 中 加 入 黏 性 力 项 (一 V. 了 ) 来 计算 这 种 非 理 
想 效应 的 , 见 (1. 3) 式 . 


1.3 理想 磁 流体 方程 组 的 基本 性 质 
1.3.1. 守 恒定 律 


1. 质量 守恒 
由 上 面 对 连 续 性 方程 作 体 积分 可 以 看 出 这 种 形式 的 微分 方程 
就 是 守恒 律 的 微分 形式 
2 十 V。 (oul(r,t)) = 0. 


2. 动量 守恒 
由 连续 性 方程 .运动 方程 及 安培 定律 ,可 以 最 后 导出 流体 元 动 
量 守 恒 的 微分 形式 
三 (pw) +y: 人 下 =0. (1.11) 
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其 中 了 是 一 个 二 阶 张 量 ,具有 “动量 流 ” 的 物理 意义 ， 
过 -ou (BF 38) + pF. (1. 12) 
其 中 pun 是 普通 流体 的 动量 流 一 — 即 所 谓 的 雷诺 张 量 ,而 丰 则 是 
热 压 强 单位 张 量 (这 实际 上 是 一 个 标量 ) 一 一 是 普通 流体 动量 流 中 
的 无 规 部 分 . 中 间 项 则 代表 磁 压 强 张力 张 量 ,属于 电磁 场 麦 克 斯 韦 
张力 张 量 中 的 一 部 分 ,是 磁 流 体 所 特有 的 . 
下 面 给 出 动量 守恒 方程 (1.11) 及 (1.12 ) 的 推导 过 程 ,由 


9 __,% op 
BH) Pa ua 


出 发 ,代入 式 (1.1) 和 (1. 3) 后 ,得 
三 Com) =— pW * Wu— uy* (ou) 十 (VX B)xXB— VP. 


其 中 
VP = VY. (P7), 

plu* WutuV* (ou) = Y* (pouu). 
再 利用 

V(B’) = 2B x (VX B) + 2(B. VB, 
可 得 

(VX B)XB=YV-. |— 18+ BB|， 
于 是 最 后 得 证 


口 二 
Bz ou) 一 一 V，。 7 ， 


主 


T = puu 十 


十 
| 
mh 


23 _ BB | 
A 
3. 能 量 守 和 恒 
定义 流体 元 的 能 量 密度 ， 
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则 有 能 量 守 恒 方程 
z E+V:0=0,. (1. 13) 


其 中 Q 是 总 能 流 ，: 


= Town + BX (ux B) 十 元 一 Pu， (1.14) 


上 式 右 面 第 一 项 是 普通 流体 的 动能 流 ; 第 二 项 则 是 电磁 能 流 ( 即 坡 
印 亭 矢量 : BX wxXB)= 一 BXE=EXB); 而 第 三 项 可 进一步 分 
解 成 ( 取 7 一 5/3) 


_ 9p,_3 
7 Pu = 2 Tu 一 > Pu + Pu, 


也 即 由 热 ( 能 ) 流 和 压强 所 作 功 率 组 成 . 下 面 给 出 式 (1. 13) 及 
(1. 14) 的 证 明 . 用 w 点 乘 运动 方程 ,得 


pu B= pu VD) ur (VXBXB—u.VP. 


(1.15) 


pu 站 他 | 十 区 V， (pt)， 
上 和 式 中 的 最 后 一 项 在 移 到 (1. 15) 式 的 右面 后 ,与 原 右 面 第 一 项 可 
合成 为 一 V。 (px2z/2). 而 (1.15) 式 右面 第 二 项 可 以 改写 成 
Au (VXB) XB-— 直入 
为 推导 上 式 , 首 先 用 B。(1.5) 式 ,得 


19B8_1 
ji Br B[VX (ux B)] 


一 六 YEBxX (u x B)|. 


= VxXB XB]+ i XB VXB 
=— NV [BX (uxB)]— Zu:[LVXB)xB] 


于 是 前 式 得 证 . (1. 15) 式 右面 最 后 一 项 可 变 成 
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~ df/ 己 Pu 
“vr=— $7)-v: 和 党 
上 式 是 从 (1. 8) 式 的 一 般 形 式 dCPo- /dz=0 推出 的 ， 
dP _,0O 
a fe a 
=— YPp * VY* (pu) 


=— YP[Y .ut+u*Yypo/e] 

=— YP[VY*u+t+7Y iu. VP/P 

=— 7YV°* (Pu)+t (~— lu VP, 
这 就 是 前 式 的 变形 把 (1.15) 式 的 所 有 变形 都 代入 ,就 成 了 
让 学 |= 一 站 区 | 一 如 


a\2) 2820 it 


7 一 去 Y:CBx (u x B)]| 


一 V， 于 TZoj 一 V， (COx2z). 
经 过 简单 整理 ,上 式 就 变 成 (1. 13) 和 “1. 14) 式 . 
4. 角 动 量 守 恒 ( 不 独立 ) 
定义 以 坐标 原点 为 中 心 , 某 一 空间 点 RR 处 
流体 元 的 角 动 量 密 度 M=RX (pou)( 见 图 
a 1.2) ,将 RX (1. 11) 式 后 ,通过 方程 的 积分 形 
0 式 , 可 得 角 动 量 守 恒 方 程 ( 例 如 参考 文献 [4]) ; 


O 之 
BRX Pu) 十 VCRX7L) 一 0， 


图 1. 2 角 动 量 定义 图 3 > 
My. RXE)-0. (1.16) 


$s. 螺旋 性 及 守重 律 
定义 局 部 螺旋 性 (helicity ) 密 度 
K=A:B, B—-VXA, E-—V#— 2 .17) 


ot 


其 中 B 是 磁场 强度 ,而 A 则 是 矢 势 . 由 法 拉 第 定律 ,可 导出 
aK 
Br +tY*0=—2E.8B, 
其 中 0O=28B 十 A4X934/3t, 代 入 广义 欧姆 定律 EwJ 一 wXB, 可 最 
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后 得 出 关于 天 的 演化 方程 
3 TY.O 一 一 271 8. (1. 18) 
下 面 是 上 式 的 证 明 过 程 . 按 K 的 定义 ,有 
OK D0 
B= EG 。B) 
oh 28 
= Br" (VXA) 十 4 
oA 
-3°B—A.VxE). 
而 按 0 的 定义 ,有 


V0=V: [248 二 4X 全 


OA4 
-2vg.B+28V.B 十 2. “VXA 一 4， “VxX3 
“B+a ‘B+i+A.(VxE) 


B+A: VXE). 


将 上 面 两 式 相 加 即 可 得 (1. 18) 式 . 对 于 理想 磁 流 体 , 由 于 电阻 为 
零 ， 上 式 具 有 微分 守恒 律 形 式 一 一 即 局 部 螺旋 性 密度 守恒 


全 二 V， O 一 0， (1. 19) 
如 果 将 上 式 对 全 空间 积分 ,会 因 |,V* Odr= 中 0 dS 二 0, 而 有 
-a = 0. (1. 20) 


于 是 可 定义 磁 流体 的 整体 螺旋 性 .9% 一 |,4。 Bdr, 它 在 理想 磁 流 
体 中 是 一 个 守恒 量 . 上 式 中 的 面积 分 为 零 可 以 从 下 面 的 推导 中 看 


出 
中 o .dsS= 2 和 8B .ds 二 和 4x 喇 | .上 
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= 2 中 4(B ds) + bh4 .| 给 xds|. 


考察 上 面 等 式 最 后 得 到 的 两 项 ,对 于 理想 磁 流 体 来 说 ,由 于 其 流体 
元 不 带电 , 故 第 一 项 为 零 ($=0). 又 由 于 这 时 EE= 一 94/3t, 故 第 二 
项 中 94/9t:XdS== 一 EXdS; 而 在 理想 磁 流 体 的 完全 导体 的 界面 
(S) 上 ,电场 E 只 能 有 垂直 表面 的 分 量 ( 见 附录 A), 所 以 被 积 函 数 
ExdS 一 0, 从 而 第 二 项 也 为 零 . 在 物理 上 ,整体 螺旋 性 .9% 代表 一 
个 磁场 在 不 同方 向 上 磁 通 间 的 耦合 ( 交 连 ) 程 度 . 例如 图 1. 3 中 的 
两 个 封闭 而 交 连 的 磁力 线 管 ,其 螺旋 性 值 为 


.or 一 | 4 . Bdr 一 |.4 . Bdr 十 | A . Bdr = 2gy,. 
这 是 因为 其 中 第 一 个 积分 
,4 . Bdr 一 ,4 .BCdo » dL)) 
一 je “及 )(4。d1) 十 ja xX 4)。(di x B) 
= | . dz|4 .dL 
一 | vx 4 。dS， 


= 内 少 . 
而 第 二 个 积分 与 它 相同 . 


。 几 


图 1.3 磁 通 交 连 图 图 1.4 磁 通 不 交 连 
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而 对 于 二 根 不 耦合 的 螺旋 管 ( 见 图 1. 4) ,因为 通过 Si 面 无 磁 


涌 | B。dS, 二 0, 故 
Y=0. 
因此 .2 的 值 和 磁场 的 拓扑 结构 有 关 . 如 图 1. 5 的 两 类 交 连 的 磁 


” 通 管 就 分 别 具 有 .2 一 一 3 好 和 .2 一 十 3%. 


+ 


图 1.5 磁 通 多 次 交 连 


2 在 理想 磁 流 体 中 是 不 变量 ,其 意义 和 磁力 线 冻 结 等 价 , 即 ， 
这 时 在 某 个 磁 面 内 的 磁力 线 在 随时 间 变化 时 不 会 跑 出 磁 面 ,也 不 
会 增加 或 减少 其 缠绕 的 程度 ,因而 磁场 的 拓扑 结构 不 会 因 时 间 而 
变 . 但 是 对 电阻 磁 流 体 ,.% 就 会 因 欧 姆 耗 散 而 随时 间 衰 减 . 

当 对 磁 流体 外 加 一 个 和 磁场 平行 的 外 电场 时 ,方程 (1. 18) 等 
号 右面 将 增加 相应 的 一 项 . 这 项 等 价 于 从 外 面向 磁 流 体 输入 了 一 
个 外 磁 螺 旋 性 ,结果 它 可 以 补充 磁 流体 内 部 因 电阻 而 衰减 了 的 磁 
螺旋 性 和 等 离子 体 电流 . 这 个 外 电场 可 以 是 直流 的 ,也 可 以 是 交 变 
的 . 当 加 一 个 不 随时 间 而 改变 方向 的 电场 时 ,这 就 是 所 谓 的 用 外 加 
直流 螺旋 性 的 注入 来 驱动 电流 . 而 利用 外 加 微波 场 也 能 补充 由 电 
阻 而 引起 的 直流 螺旋 性 的 衰减 ,同样 达到 维持 或 驱动 等 离子 体 电 
流 的 目的 ,这 就 称 为 非 共 振 的 射频 螺旋 性 注入 . 这 时 令 

B=B,++B, E=E,+E, A = A, 十 4h， 
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其 中 B= 一 V3 一 8X/3r. 在 对 快 变 ( 波 场 ) 的 时 间 和 空间 尺度 作 平 
均 后 ,局 部 螺旋 密度 的 演化 方程 (1. 18) 中 会 多 出 一 个 由 波 场 的 平 
均 螺 旋 性 组 成 的 附加 项 , 即 


OK 
3 十 V .0 一 一 2771。 .Bu 


D ~ ~ ~ ~ 、, OA oy z 
|SA.B)+v: 28 B) + (A x TF) + 2(B.B)|. 


(1. 21) 
在 合适 地 调配 了 波 场 后 可 以 使 此 等 式 右面 大 于 或 者 等 于 零 . 当 等 
号 右面 等 于 零 时 , 波 所 注入 的 正 螺旋 性 正巧 抵消 了 电阻 所 造成 的 


螺旋 性 的 衰退 ,而 使 磁 流体 的 磁场 拓扑 保持 不 变 , 同 时 原来 因 电 阻 


而 在 减少 的 电流 会 因此 而 维持 一 个 恒定 值 . 而 当 上 式 右面 大 于 夫 
时 , 磁 流 体 中 的 电流 和 磁场 交 连 度 还 会 不 断 增 大 . 因此 ,通过 外 加 
螺旋 性 的 注入 ,可 以 在 磁化 等 离子 体 中 维持 或 驱动 出 一 个 稳 态 的 
电流 
为 外 ,还 有 所 谓 的 交 又 螺旋 性 (cross-helicity) 
K. = | 。 Bdr, 


对 于 不 可 压缩 的 理想 磁 流体 来 说 , 它 也 是 一 个 守恒 量 . 下 面 是 它 的 
下 面 将 取 p= 二 1. 按 定义 


ot -|， 


Ou oB 
a “Stu 


dr 


=|,{[—u. Vu— VP+JX BB 
+u*:Vx (ux B)}dr 
=|,[— (Wu: Vu :B+u: Vx (x B)— VP.B]dr, 


其 中 一 YP.。，B== 一 y。(PB), 而 ， 
一 (uw: Vu) .B= [ux (VXwu — Vu/2]:B 
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~—— [(VX wu) xX wj.B— VuB)/2 
=— (VX Wu *. (& Xx B)— VC(uB)/2, 
uu VX wxXB)=—V:[ux wxB)I+-QmuxB):.:Vxu 
=— VY: [uw:.B)—uBl+-VxXu. (ux B). 
所 以 最 后 有 
9 


Re | Vv. [— PB— Cu. Bu wB/2Jdr 
ot Vv 


一 一 (u * Bu 一 22 及 1]/2 十 PB) . dS. 
S 


若 在 边界 面 上 无 流体 和 磁场 脱出 ww 一 B.= 0, 则 有 交叉 螺旋 性 守 
恒 dK./dt==0. 

交叉 螺旋 性 可 以 看 作 普通 流体 力学 中 动 理学 螺旋 性 (kinetic 
helicity)H" 一 |u* ww dr 的 对 应 . 那里 w 一 VXz 代表 流体 涡 旋 , 由 
流体 的 运动 方程 及 流体 体系 边界 面 上 的 w, 一 w 一 0, 可 证 H* 是 个 
守恒 量 . 而 普通 流体 中 关于 涡 旋 的 运动 方程 


Ei VX (4 Xx 0) 
正好 和 磁 流 体 中 磁场 的 演化 方程 ( 见 下 面 关 于 磁 冻 结 的 讨论 ) 
28 =~=VXxX (ux B) 


相当 . 
1. 3.2 位 力 (virial) 定 理 


位 力 定理 是 克 劳 修 斯 于 1870 年 对 统计 (多 粒子 ) 体 系 引 进 的 ， 
但 为 了 理解 其 物理 意义 我 们 先 从 力学 体系 开始 . 
1. 经 典 力学 体系 (参照 文献 [5j) 
若 势 能 是 坐标 的 齐 次 函数 U=U(Cri,r,… 7h) 二 U({r;)), 则 
一 定 有 
U({ ar)*)) = WU({r)). 
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位 力 定理 指出 ,一 个 在 这 样 势 场 中 运动 的 粒子 系 如 果 处 于 平衡 状 
态 的 话 , 则 应 当 有 

2K = kU, (1. 22) 
其 中 是 作 了 时 间 平 均 的 体系 动能 ,而 5 则 是 对 时 间 平 均 了 的 体 
系 势能 .上 式 的 具体 的 推导 如 下 ,由 牛顿 方程 出 发 


du _»__%U, 
“id “i Or, ” 
用 7; 同时 点 乘 上 式 
dr__ ,2U; 
i fi or,’ 
2 
六 $m ri) 一 mul =—r,. hr, 
2 
六 Fi (mar?) 一 2 大 ;一 一 kU .. 
令 某 量 4 的 时 间 平 均 为 
本 1. 1 了 
A = lim | Adt, 
则 
ld >、_ 1 ld 2、| 
2 df (7) 一 him T dt Yr) 0 


对 于 平衡 态 来 说 ,上 式 右 端 两 个 积分 限 处 的 值 是 相等 的 , 故 上 式 左 
端 平均 值 应 当 为 零 . 这 样 
然后 对 所 有 粒子 求 和 , 令 》) 瓦 一天, > 远 = 隐 ,就 可 以 得 出 
(1.22) 式 ,其 中 一 AD 就 是 力学 体系 的 位 力 ,因为 从 证 明 过 程 可 知 
Fi;== 一 9U;/9r; 二 一 kU;/r;, 故 位 力 (2/ V 表示 ) 也 可 以 写成 

V 一 一 人 = 2 r:*。 FE., 


而 位 力 定理 也 可 以 写成 更 一 般 的 形式 
2K+V=0. 
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下 面 举 岂 个 例子 . 
(i) 重力 场 . 其 势能 为 - 
U, 一 一 Cm k= 一 1， 
， La 
故 位 力 为 
V=— ZEkU = 一 5 (1. 23) 


由 上 式 可 知 位 力 总 是 负 的 , 故 它 与 动能 之 和 可 以 为 零 ,满足 位 力 定 
理 . 因此 在 重力 场 中 的 粒子 体系 可 以 处 在 平衡 态 . 
(ii) 同 种 带电 粒子 间 的 库仑 斥 力 场 . 这 时 库仑 势 及 位 力 分 别 


为 
/人 
U., = 9 k=— 1,， 
ji | 产 一 万 | 
_ 2 
7 = 一 她 = 久 一 人 一 . 
和 i 


1 天 7 
于 是 此 时 的 位 力 永 远 为 正 , 加 上 永 为 正 的 动能 后 ,不 可 能 为 零 ,也 
即位 力 定 理 永 远 不 会 被 满足 . 这 样 由 同 种 电荷 的 粒子 组 成 的 体系 ， 
除非 存在 约束 它们 的 外 场 ,是 不 可 能 处 于 平衡 状态 的 . 
(iii) 弹性 振子 系 . 弹性 势能 及 位 力 为 
U;=ar’, k=2, V=— kU0=— 2 ar, 


这 时 位 力 为 负 , 故 位 力 定理 可 以 被 满足 .因此 弹性 振子 组 成 的 多 粒 
子 体系 有 平衡 位 形 存 在 . 
相对 论 力学 体系 中 的 位 力 定理 ,请 参见 文献 [6j. 
2. 量子 力学 体系 (参考 文献 [7j) 
这 时 仍 有 位 力 定理 
2K+V=0, V=—&kU. 
只 是 要 定义 


K 


nh’ ， 
| 芝 1YwcD dr ， 


U= jvar — rr'|*)|y(Cr') |2dr. 
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3. 经 典 统计 物理 体系 (参见 文献 [8]) 
在 经 过 足够 长 的 时 间 后 ， 名 条 有 限 衬 间 体 系 能 达到 热力 学 平 
衡 , 则 应 满足 位 力 定理 
2K+V=0. 
其 中 


K= > mw? 二 Jw favr ,rydrdv 9 


而 fw 是 麦克 斯 韦 速 度 分 布 函 数 , 归 一 到 粒子 密度 [fwd v 一 C7)， 


今 


v=Uw, nu 一 | vfulw dy ， |wfvdo 一 
则 可 证 
2K = amdr Cu? 十 2 。w 十 w’)fudv 
一 Joc 十 37 )dr 
— | Cpu? + 3P)dr. 
而 位 力 定义 为 
V = Dr °F 
其 中 F; 由 分 子 相 互 作用 力 和 壁 对 分 子 的 作用 力 两 部 分 组 成 ， 
F,=F.++F, 


而 上 式 中 的 FF 就 是 分 子 间 相 互 作 用 势 产生 的 力 ， F? 则 是 器 壁 对 
分 子 体系 的 作用 力 . 


2 。 Er 一 一 4 
令 3)U.= 一 2m#p 一 |opdr, 故 相互 作用 的 位 力 可 写成 


rr 一 一 | ppdr. (1. 24) 
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当 无 器 壁 时 ,Fr 及 相应 的 位 力 V" 也 为 零 . 当 存 在 器 壁 时 ,粒子 系 
对 壁 的 总 作用 力 是 | Pds ,其 方向 由 体系 内 指向 壁 外 ;相应 的 反 作 
用 力 ( 壁 对 体系 的 总 作用 力 ) 则 是 一 | PdS. 平均 到 每 个 粒子 上 ,其 
所 受到 的 作用 力 是 

Fr 一 一 六 | Pds: 
这 样 相应 的 位 力 为 


1 
yw 一 一 方 忆 | .Pr .dS 
1 
广 忆 |,PV， r dr 


其 中 用 到 了 高 斯 定理 及 在 体系 达到 平衡 后 
常数 ， 在 壁 内 ， 


P(r) = | 0， 在 壁 上 . 


最 后 对 有 壁 体系 有 位 力 定 理 
2R +V =0= |(p + 3P)dr + |(~ hpé — 3P)dr, 
妈 z 
| Co — &og)dr = 0. (1. 25) 
对 于 重力 势 有 #<0, 且 4 一 一 1, 则 上 面 的 位 力 定理 变 成 
| (pu 十 og)dr = 0. 


当 wx 一 0 时 ,对 无 重力 作用 ($= 二 0) 的 体系 ,位 力 定 理 能 满足 ;而 当 
xz 天 0 时 ,合适 的 重力 势 ($ 二 0) 也 能 使 位 力 定理 得 到 满足 ;在 这 两 
种 情况 下 粒子 系 的 平衡 位 形 都 能 达到 . 

对 无 壁 的 体系 ,位 力 定理 可 写作 
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2 二 V= | ou + 3P — kog)dr = 0. (1. 26) 
当 位 势 是 重力 势 时 ,位 力 定 理 变 成 
| eu + 3P + pé)dr = 0. 


对 地 球 大 气 这 样 的 体系 ==0, 热 运动 为 重力 势 ($ 二 0) 所 平衡 , 故 
可 以 达到 平衡 位 形 ; 但 对 小 得 多 的 实验 室 粒子 系 ,其 ob=:0, 不 足 
以 抵消 热 运 动 ,即使 ==0, 体 系 的 平衡 也 不 能 自行 达到 ,这 时 体系 
的 平衡 状态 必须 要 靠 器 壁 来 维持 . 
4. 带电 粒子 系 

这 时 

Fi=F+F + FPF. 

因此 位 力 中 出 现 新 的 电磁 能 项 ,对 于 电 中 性 的 磁 流 体 来 说 


V™ 一 2- 
一 22dr， (1. 27 ) 
故 总 的 磁 流 体位 力 定理 (在 无 器 壁 时 ) 可 写成 为 
[ee + 蕊 十 3P 二 mdr=0 (1. 28) 


由 于 上 式 中 的 前 三 项 总 是 大 于 等 于 零 , 只 有 最 后 一 项 才 可 能 为 负 . 
故 只 有 像 太 阳 那 样 巨 大 的 等 离子 体 体系 才能 具有 足够 大 的 pp 一 
0, 以 使 上 式 ( 位 力 定理 ) 得 到 满足 而 保有 平衡 位 形 . 对 地 球 实验 室 
中 的 等 离子 体 ,其 重力 势能 og<*0, 因 此 即使 “=0 时 其 磁 能 和 热 
”能 也 会 使 无 约束 的 等 离子 体 体 系 飞 散 . 
下 面 利用 理想 磁 流 体 方程 组 来 给 出 相应 位 力 定 理 的 严格 推 
六 一 | errdr， (1. 29) 
其 中 是 流体 元 到 惯性 中 心 的 距离 上 式 的 时 间 导 数 为 


dZy [r ao 
dt |， ot 


rrdr 


一 一 | v， (pu)rrdr 
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一 | omr 十 rou)dr， 
上 式 的 最 后 一 步 用 到 了 分 部 积分 及 w。，Vlrr) 二 ur 十 ru. 对 上 式 再 
作 一 次 时 间 导 数 


| 
dt? Jv 


dr 


3 
rt 


一 一 jv: 亏 )r 十 r(V TF) Jdr 
入 
一 ?| Tar, 


其 中 艺 是 磁 流体 的 动量 流 ,在 推导 中 用 到 了 分 部 积分 及 动量 守恒 
方程 (1. 11). 对 上 式 作 长 时 间 平 均 ,当时 间 足 够 长 .使 体系 达到 平 
衡 态 后 ,可 证 其 等 号 左面 为 零 


= lim l dz 一 0 
dz To dt | 
则 等 号 右面 的 长 时 间 平 均 也 必须 为 零 ( 为 了 方便 ,下 面 用 (4 来 代 


蔡 A)， 


| Tdr) = 0 
这 是 一 个 张 量 关系 ,通常 只 用 它 的 一 个 标量 关系 一 一 取 其 迹 
c| zar) |= 0， 
这 就 是 磁 流 体 的 位 力 定理 


2 
(| [p+ +3P + 3p dr 一 0. (1. 30 ) 
V 2 


1. 3.3 磁 压 力 和 磁 张 力 


1. 3. 1 小 节 中 定义 的 张力 张 量 代 中 的 磁场 部 分 称 为 磁 张 力 张 
量 


“24 A 


24 第 一 章 ” 磁 流体 力学 方程 组 及 其 基本 性 质 


—> 


由 此 相应 的 磁力 为 


F=—V. 吉 v.38_v.[P: 
V' 计 Vv. 全 一 v. [从 站. 
一 般 取 y= 二 j= 常数 ,因此 上 式 右 面 第 二 项 


. 33 一 江 2 
V7]= 直 vB 


被 称 为 磁 压 力 ,是 热 压力 的 对 应 量 . 磁 压 力 的 方向 从 磁场 强 处 指向 
磁场 弱 处 ( 见 图 1. 6) , 它 和 热 压力 一 样 可 以 使 磁场 的 疏 密 ( 即 和 磁场 
的 强 弱 ) 拢 动向 外 传播 ,这 时 所 产生 的 波 和 声波 一 样 是 纵波 , 称 为 
( 慢 ) 磁 声波 . 如 果 热 压力 和 磁 压 力 同时 驱动 磁 流体 的 扰动 向 外 传 
播 ,就 会 产生 波 速 更 快 的 快 磁 声波 . 

而 另 一 项 V， 2 则 称 为 磁 张 力 , 它 可 以 进一步 改写 成 物理 意 
义 更 清楚 的 形式 


bb «VB? 十 B2x. 
其 绝对 值 为 <= |db/dii | ,而 方向 则 指向 磁力 线 上 此 点 的 曲率 中 
心 ( 见 图 1.7). 当 磁 力 线 是 一 根 直线 时 ,其 上 各 处 的 曲率 < 均 为 


btdb 


di 
KX 
F F 有 
ea 
图 1.6 磁 压 力 图 1.7 磁力 线 的 曲率 
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零 , 因 此 磁 张 力也 处 处 为 零 , 和 磁场 的 强劲 20 Zo 
无 关 , 这 是 和 磁 压 力 不 同 的 . 当 磁 场 ( 力 线 ) 


是 弯曲 的 时 候 ,例如 从 图 1.8 中 的 zo/2 处 来 | F 人 @ 玫 /2 
看 ,这 时 指向 曲率 中 心 的 磁 张 力 可 以 看 成 由 
两 个 沿 着 磁力 线 正 、 反 方向 的 分 力 合成 的 合 |。 ，vr 
力 , 因 此 称 为 磁 张 力 . 它 和 橡皮 筋 在 横 癌 弹 

图 1.8 磁 张 力 


拉 时 产生 的 弹性 张力 相似 ,因此 许多 人 把 磁 
力 线 描述 成 弹性 的 橡皮 筋 , 但 这 只 是 反映 了 磁 张 力 的 性 质 ,而 没有 
包括 磁 压 力 的 性 质 在 内 . 磁 张 力 由 于 和 弹性 力 相似 ,所 以 可 以 在 六 
磁带 线 方向 上 驱动 出 横向 的 磁 流 体 波 . 对 于 理想 磁 流 体 ,由 于 流体 
和 磁力 线 冻结 在 一 起 ,故此 波 既 是 电磁 的 横 波 也 是 流体 的 横 波 , 称 
为 阿尔 文 (Alfvén) 波 或 者 剪 切 阿尔 文 波 . 

下 面 给 出 磁 张 力 和 磁 压 力 在 磁力 线 坐 标 


(el11lye1290) 
中 的 表达 式 
了 ma Tri Up UPps 
F 一 zB Kk 十 ztbb VB:— VB’|. 
在 此 坐标 系 中 
d d d 
V= ?a | ten dlli 1 el dil, 
故 
bbp:V—V=b 3 —V 
dl 
有 d d 
el11 d7 CE 12 d/ ， 
一 VL. 
所 以 最 后 有 
_ 1 1 2 
= Br 2 vib: (1. 32) 


(1. 32) 式 表明 , 磁 压 力 只 作用 在 垂直 于 磁场 的 方向 上 ,在 平行 于 磁 
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场 的 方向 上 并 不 存在 磁 压 力 . 和 磁 张力 能 驱动 出 沿 磁力 线 传播 的 
磁 流 体力 学 横 波 不 同 , 磁 压力 能 驱动 出 横越 磁力 线 传播 的 磁 流体 
力学 纵波 . 


1.4 磁场 的 描述 


1.4.1 力 线 方程 
按 定 义 , 力 线 的 方向 就 是 磁场 的 方向 , 即 


在 直角 坐标 系 中 为 
ds _ dl, 
B, 8B, 
在 一 般 的 正 交 坐标 系 (elyezyes) 中 ,dl= (dl dd/3) ,B= (Bi, B;, 
B;); 则 相应 的 磁力 线 方程 为 


dd_d 
~ B. B: 


dd _ dl _ dl 
Bi B, 已 ; 

例如 ,对 柱 坐 标 系 (r,g,z) ,其 力 线 方程 式 为 
dr rdg dl 
B, B, B 


对 于 一 根 盘 旋 在 ~ 一 ~。 柱 面 上 的 磁力 线 ,从 上 式 可 得 关于 其 螺 距 
的 方程 


积分 后 可 得 

30 = ja 一 「 dz, 
通常 我 们 常用 直 柱 来 近似 代替 环形 磁场 位 形 , 这 时 e。 就 相当 于 环 
问 ey, 当 磁力 线 环绕 大 环 一 周 时 相当 于 在 直 柱 的 z 向 前 进 了 Az 二 
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2xR(R 是 大 环 半径 ) ,而 同时 在 柱 面 的 0 方向 上 转 过 了 ( 按 上 面 的 
积分 公式 ) 
2rR Bo 
N= 7 B.. 
由 此 可 以 定义 磁力 线 的 “回转 变换 角 ” 
(一 二 一 一 万 (1. 33) 
及 它 的 倒数 一 一 “安全 因子 ” 
g 二 让 一 万字 | (1. 34) 
这 两 个 量 将 在 后 面 的 讨论 中 频繁 使 用 ,其 导出 正 是 利用 了 磁力 线 
方程 . 


1.4.2 磁力 线 的 标量 场 表 示 法 
现在 来 看 力 线 方程 的 通 解 ,从 直角 坐标 系 中 的 力 线 方程 可 以 


得 出 两 个 独立 的 微分 方程 
dy _B, dz _B: 
dx  B,.” rT BB, 
它们 的 通 解 是 两 组 空间 曲面 


azyyyz) 一 CI， pzyyyz) = Co, 
其 中 Ci,C; 分 别 是 两 组 常数 ,每 取 一 个 具体 值 就 对 应 一 个 空间 曲 
面 . 改变 它们 的 值 就 得 到 了 两 组 空间 曲面 . 而 每 根 磁力 线 就 是 其 中 
两 个 空间 曲面 a 二 Ci 及 B= 二 C; 的 交 线 ， 
B= VaxXx vBh, (1. 35) 
其 中 Va,V8 则 分 别 是 这 两 个 曲面 的 法 线 方向 . 这 就 是 说 可 以 用 
两 个 标量 场 a(r) ,8(r) 来 表示 一 个 矢量 场 B. 而 且 这 个 矢量 场 还 能 
满足 
y.B=0, 
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故 上 述 对 磁场 的 定义 (1. 35) 式 合理 . 但 对 应 于 一 个 确定 的 磁场 8， 
表示 它 的 标量 场 (a,B8) 并 不 唯一 . 例如 (a ==a 十 f(B),B) 和 (a,P' 
二 十 g (o)) 就 都 描述 同一 磁场 (其 中 f(B),g (a) 分 别 是 各 自 变量 
的 任意 函数 ), 这 只 需 注 意 到 VaxVa=VBXVB=0 即 可 . 下 面 来 
.讨论 表示 同一 磁场 的 两 组 标量 场 (a,8) 和 (a’,B') 间 的 关系 . 因为 
Bl(r) = Va(r) Xx VBh(r) = Va (r) x VP'(r), 

由 后 一 个 等 式 可 以 知道 原则 上 可 以 用 (a,B8) 作 自 变量 来 表示 出 
(a ,PB')( 或 相反 )， 


Qa' = a (a, pb), Pp 一 Pp (a,p). 
于 是 
Va (r) x VP'(r)= yat EY vB| x SE va 十 vB 
= (Va x VB) 人 一 往 疲 . 
结果 应 当 有 条 件 
aw 38 9a OB) _ 


3a 88 a8 da 一 ]. (1. 36 ) 


从 男 一 方面 来 看 , 即 如 果 把 (a,B8) 和 (a ,B') 当 成 两 组 广义 坐标 时 ， 
则 上 面 的 条 件 表示 它们 间 的 变换 雅 可 比 矩 阵 应 该 为 1, 或 者 说 相 
应 变换 必须 是 一 种 等 面积 变换 . 


1.4.3 轴 对 称 下 的 磁 面 和 磁 面 坐标 


1. 当 磁 场 存 在 对 称 性 时 
例如 在 某 个 (a,p， 7 坐标 系 中 若 有 : 9/97= 二 0, 则 只 需 一 个 标量 
场 就 可 以 描述 磁场 了 ,这 是 因为 
V*: B= VB VeBge+t WB = VB + VeBe = 0， 
故 如 果 取 一 个 标量 函数 y, 使 B= 二 Vy,Bs== 一 Vy, 即 可 满足 V.B 
二 0. 例如 , 当 柱 坐标 系 (r,0,z) 中 存在 角 向 对 称 3/30=0 时 ,可 取 
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J 二 J(r,z) ,并 令 
B= Vyyxe, (1. 37) 


即 


2. 环形 磁场 
这 是 一 一 种 实验 室 中 常见 的 磁场 形态 ,但 一 般 教科 书 上 很 少 介 


绍 . 为 了 给 出 它 的 表达 式 , 下 面 来 看 几 种 磁场 . 

(i) 无 限 长 载 流 导线 所 产生 的 磁场 ( 见 图 1. 9). 

通常 采用 两 种 柱 坐 标 系统 ,为 了 区 别 ,也 将 它们 各 称 为 大 柱 坐 
标 系 (R,$,Z) 和 小 柱 坐 标 系 (r,0, 和 ), 详 见 2. 2 节 . 取 大 柱 坐 标 系 
(R,$,Z), 若 有 2Z 向 电流 T=Iey, 则 会 产生 一 个 环 向 (ey) 的 磁场 


图 1.9 无 限 长 载 流 导线 图 1.10 无 限 长 载 流 螺 管 所 产生 
所 产生 的 磁场 的 磁场 

(ii) 无 限 长 载 流 螺 管 所 产生 的 磁场 (图 1. 10). 

取 (0,z) 坐 标 系 ,如 图 1. 10, 设 线圈 中 每 下 上 流 过 的 电流 是 j， 
单位 长 度 上 的 线圈 数 为 n, 则 产生 的 磁场 在 z 方 向 ,并 且 只 存在 于 
螺 管 之 中 ( 螺 管 外 磁场 为 零 ) : 

B = /1e. = le:. 
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Qi) 载 流 环形 螺 管 (或 环形 排列 的 分 立 线圈 ) 所 产生 的 磁场 
( 见 图 1. 11). 


图 1.11 载 流 环形 螺 管 (或 环形 排列 的 分 立 线圈 ) 所 产生 的 磁场 

设 有 个 在 环 向 (等 间 角 ) 均 匀 排 列 的 电流 圈 , 它 们 的 中 心 位 
于 大 半径 为 Re 的 大 环 上 ,每 个 电流 圈 的 小 半径 是 a. 这 些 电流 圈 
在 空间 形成 了 一 个 沿 大 环 方向 的 磁场 .在 电流 圈 数 ”足够 大 时 ,可 
以 证 明 : 环 向 磁场 的 强度 随 大 半径 (空间 某 点 离 对 称 轴 的 距离 ) 及 
而 单调 下 降 . 

设 每 个 电流 圈 中 流 过 的 电流 密度 和 电流 分 别 为 j,i, 由 安培 定律 

| VX B.ds,— p| i .dS,, 


中 。d1 一 juni, 
2rA 人 DC(R) 一 AM (I = ni), 
其 中 S$。 是 过 空间 任意 点 (R,Z)、 半 径 为 R、 垂 直 于 对 称 轴 Z 的 圆 
面 ( 其 面积 元 的 法 线 方向 在 Z 向 ). 利用 
2xR0B;s CR) = pl, 
Ko 


B,(R) = Bo 一 Re 一 = Bo Ro pe (1. 38) 


可 见 , 环 形 电流 圈 所 产生 的 磁场 像 无 限 长 载 流 导线 所 产生 的 磁场 ， 
其 方向 在 环 向 而 大 小 反比 于 大 半径 ( 见 图 1.9 和 图 1. 12). 
Giv) 环形 电流 圈 所 产生 的 磁场 ( 见 图 1. 13). 


”两 者 的 又 加 : 
B= B;+tB,= Bs HRVYX er 
这 种 磁场 的 磁力 线 会 沿 环 面 绕 行 ， 
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图 1. 12 环形 磁场 强度 图 1. 13 ”环形 电流 圈 所 产生 的 磁场 
设 电流 沿 着 环 向 ey, 由 于 有 39/9$= 二 0, 故 可 以 引入 角 问 磁 通 y 
来 表示 此 磁场 


一 一 一 一 一 . 1. 39) 
B, = RVY Xe 一 VXVs ( 
对 于 大 柱 坐 标 系 (CR,$,Z) ,有 分 量 
1 %Y _ 1 2 
Br=— zrRa2’ bz™ oxR oR (1. 40) 
而 如 取 小 柱 坐 标 系 (r,0,$) ,有 分 量 
1 1% _ 1 
B, =— oxR 7 890 b= i Or (1. 41) 


(v) 最 后 讨论 tokamak 等 离子 体 中 的 磁 面 ( 殉 图 1. 14). 
tokamak 中 存在 一 个 外 加 的 环 
向 磁场 ,其 等 离子 体 中 又 有 环 向 电 
流产 生 的 角 向 磁场 ,因此 总 磁场 是 


反复 穿 过 同一 小 截面 ,最 后 形成 磁 
面 ( 见 图 1. 15). 设 磁 力 线 绕 大 环 z 
圈 时 绕 小 环 m 圈 , 则 当 n/m 二 有 理 


图 1. 14 tokamak 等 离子 体 
中 的 磁 面 
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数 时 ,磁力 线 最 后 闭合 ,所 形成 的 磁 面 称 为 有 理 磁 面 ;而 当 
n/m 二 无 理 数 时 ， 让 力 线 永 不 采信 ,形成 了 一 个 致密 的 磁 面 , 即 无 
理 磁 面 . 这 一 个 个 闭合 的 环形 磁 面 在 tokamak 中 是 相互 杠 套 的 ， 
形成 一 个 致密 的 磁 网 ( 见 图 1. 16). 


图 1.16 骸 套 的 环形 磁 面 


对 穿 过 (和 某 一 磁 面 对 应 的 ) 截 
面 Sb 的 磁场 积分 (图 1. 17) ,就 


得 到 和 此 磁 面 相对 应 的 角 向 磁 
通 
B . dS ,一 ,BudS, 
一 | ag| BRdR 
= | .3p/aRdR 
图 1.17 角 向 磁 通 和 环 向 磁 通 ? 
一 y. 


上 式 中 的 截面 取 的 是 磁 面 外 、 从 对 称 轴 CR==0) 处 到 磁 面 内 侧 间 的 
部 分 S,, 这 样 得 出 的 角 向 磁 通 是 y; 截 面 也 可 以 取 磁 面 内 部 、 从 磁 
轴 到 磁 面 外 侧 间 的 部 分 5, ,这 样 得 出 的 是 y .但 由 于 y 十 y = 常数 
(只 和 总 电流 有 关 ) ,知道 了 其 中 一 个 就 等 于 知道 了 另 一 个 . 通常 在 
用 (R,Z) 坐 标 系 时 ,采用 y 比较 方便 ;而 在 用 (x,0) 坐 标 系 时 , 则 用 
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比较 方便 . 

不 同 的 磁 面 ， 其 内 侧 到 对 称 轴 的 距离 RR 不同, 角 问 磁 通 yy 也 
不 同 .因此 可 以 用 少 代替 (CR,Z) 作 为 空间 的 一 个 坐标 ,凡是 用 少 作 
为 坐标 系 一 个 分 量 的 坐标 系 均 称 为 磁 面 坐标 系 . 

除了 角 向 磁 通 外 还 可 以 引入 纵 ( 环 ) 向 磁 通 


— | ,Bds. — | BidS. ~ Byrr’, 
以 及 角 问 电流 通 量 

75(g) = | J .dS, 一 |7as,, 
和 纵 ( 环 ) 回 电流 通 量 

Fr = | 7 ds = |ras。 
它们 在 各 种 磁 面 坐标 中 都 会 有 不 同 程度 的 应 用 . 


1.5 磁 冻 结 和 磁 扩 向 


现在 来 讨论 磁场 随时 间 变 化 的 规律 ,由 
=—VYXE, E+(wuxXxB)=7], VXB=, 


可 得 


t 


BB _ yx[-uxB+wy] 


~Vx(mxB—VxX [ 卫 Yx 


2 up 了 
= VX (wxB)+2 vB V2)x xD 
如 果 设 7/p 王 常数 , 则 有 
2 =VX (xB)+VB. (1.42) 
此 式 还 可 以 写 训 无 量 纲 的 形式 


34 第 一 章 ” 磁 流体 力学 方程 组 及 其 基本 性 质 


RY x XB) + 9B, 
其 中 t=tVa/L,VY = 二 LVCV4 是 阿尔 文 波 速 ,LL 是 所 讨论 系统 的 特 
征 尺 度 ) ,wu 二 wu/Va. 而 Rm 二 LVa/7 是 一 个 无 量 纲 的 参量 ,被 称 为 
时 ,系统 呈现 所 谓 的 磁 冻 结 现象 . 


1.5.1 磁 扩 散 
当 w==0( 即 Rm 一 0) 时 ， 
9B 了 
Ot VB 


这 是 一 个 扩散 型 的 方程 ,表示 磁场 将 从 强 场 区 向 弱 场 区 移动 ,而 
7/w 一 Du 是 磁 扩 散 系 数 .为 了 定性 上 描述 磁场 的 扩散 行为 ,引入 磁 
场 扩 散 的 特征 时 间 * 和 (磁场 梯度 的 ) 特 征 长 度 工 , 则 扩散 方程 可 
以 近似 表示 成 


B _78B 
tr pL 
从 中 可 以 得 出 
rt~ = polL’, 
或 反 过 来 , 趋 肤 深度 为 
L? = 一 . 
pa 


当 取 工 为 实际 等 离子 体 的 长 度 时 ,可 从 前 式 估计 出 其 中 磁场 的 扩 
散 ( 逃 逸 ) 时 间 . 如 果 所 讨论 问题 的 特征 时 间 尺 度 远 小 于 rz 时, 则 扩 
散 的 影响 可 以 忽略 不 计 . 否则 磁 扩 散 的 影响 不 可 忽略 . 例如 对 于 地 
核 ( 按 铁 的 电阻 来 计算 ) , 取 工 二 R.== 地 球 半 径 , 则 r 一 104a(a 为 年 
的 符号 ); 而 对 于 实验 室 中 常用 的 铜 壳 ,如 果 取 艺 =1my,r 一 10s, 如 
果 工 王 10cmy,r~0.1s, 了 =1cmyr 一 1Lms. 如 果 已 知 磁场 变化 的 特 
征 时 间 , 则 也 可 以 用 类 似 的 方法 估算 出 这 变化 磁场 的 趋 肤 ( 穿 透 ) 
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深度 . 
1.5.2. 磁 冻 结 
当 电 阻 7 一 0( 即 Rm 一 co) 时 , 磁 运 动 方 程 变 成 


Ei (u X B). (1. 43) 


其 物理 意义 通常 解释 为 磁力 线 的 冻结 ,有 着 几 种 不 同 的 解释 ,但 是 
下 面 将 给 出 的 是 比较 严格 的 一 种 . 

可 以 证 明 , 表 示 磁 场 的 标量 场 a 和 8 是 随 流体 元 一 起 流动 的 . 
由 (1. 43) 式 可 得 


SVa x VP)= VX Lu Xx (Va x VB)J, 
VE x VA+ Vax VEE= VX [Valu VD) — VAGu Vo) 


Vx 


vB 一 SF ya =VX [Va(u . YB) — YB(u . Va))], 
其 中 用 到 了 矢量 公式 VAXa 二 VX (ha) 一 A VXa. 将 上 式 的 右面 


移 到 左面 后 可 得 
vx {| 全 + :vo lve [+ .ve va)=0, 
即 
Vx | 哇 ve- 竺 vc]=o 
也 可 以 写成 


2VP 一 全 Va 一 Vg， (1. 44) 
其 中 ?是 任意 的 标量 . 满足 这 方程 的 一 个 特 解 是 Vp=0, 及 


这 两 个 全 微 商 为 零 , 在 物理 上 就 是 表示 标量 场 a 和 8 是 随 流 体 元 
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一 起 运动 的 ,所 以 它们 的 交界 线 一 一 磁力 线 也 和 流体 元 一 同 运动 . 
这 时 ,初始 给 定 的 磁力 线 其 时 间 演 化 是 可 以 辨识 的 , 即 初始 骑 在 茶 
一 流体 元 上 的 磁力 线 以 后 也 永远 骑 在 此 流体 元 之 上 . 

但 上 面 的 解 并 不 是 唯一 的 . 因为 当 da/dt 天 0,dp/dt 天 0 时 ,只 
要 选择 合适 的 V9 瑚 0 ,也 能 满足 方程 (1. 44). 这 时 我 们 无 法 通过 跟 
踪 某 根 流 ( 体 元 组 成 的 ) 线 的 方法 来 确切 地 跟踪 一 根 磁力 线 ( 应 该 
注意 到 ,磁力 线 并 不 是 可 观测 的 实体 ), 所 以 只 能 说 磁场 的 拓扑 结 
构 和 流体 的 拓扑 结构 相同 . 如 若 把 任意 标量 场 p 用 a,B 表示 的 话 
9 二 9La,PB,t) ,就 有 


于 是 可 将 方程 (1.44) 改 写成 


da_9p9 df__ 2 
dt 36’ dt 9a’ 


方程 (1. 44) 就 能 满足 . 这 样 p 就 相当 于 以 a 为 广义 坐标 .8 为 广义 


动量 的 哈密 顿 量 ,而 标量 场 a,8 的 时 间 演 化 方程 也 就 成 了 力学 中 


的 哈密 顿 型 运动 方程 . 
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2.1 基本 方程 ,一 维 磁 流体 位 形 的 平衡 问题 


2.1.1 平衡 方程 及 位 力 定理 


1. 平衡 方程 
按照 运动 方程 


du 
p 尝 ==p 伯 十 pu Vu=— YP+JxB, 


当 体 系 处 于 静态 、 即 Bu/3t 二 0 时 ,可 得 平衡 方程 
z pau: Wu=—VP+JXB. (2. 1) 
在 实验 室 磁 约束 等 离子 体 中 ,一 般 取 w==0 的 近似 , 故 平衡 方程 组 


J Xx B= YP, (2. 2) 
Vx B= yyJ,， (2. 3) 
y. B= 0. (2. 4) 
由 此 方程 组 ,可 以 直接 得 到 两 个 不 依赖 于 具体 平衡 位 形 的 绪论 
B.SVP=0, (2.5) 
J.*VP=0. (2. 6) 


在 存在 磁 面 时 ,B 在 磁 面 上 ,因此 磁 面 也 就 是 磁 通 y= 常数 的 面 . 
由 (2. 5) 式 可 知 
Vif 
这 就 是 说 沿 着 磁力 线 压强 为 常数 ， .但 因为 磁力 线 可 以 达到 磁 面 上 
的 任 一 点 , 故 整个 磁 面 上 各 点 的 压强 都 一 样 , 即 YsP 二 0. 这 样 可 


2.1 基本 方程 ,一 维 磁 流 体位 形 的 平衡 问题 39 


P = P(Y), 
即 磁 面 也 是 平衡 位 形 的 等 压 面 . 

由 (2. 6) 式 可 知 J 也 完全 在 磁 面 上 . 因为 ,如 果 当 了 | 3 时 ,不 
用 说 y 一 定 在 磁 面 上 ;而 若 JLB 时 , 则 可 以 把 J 分 成 两 部 分 

J = J i.. 
其 中 J, 是 在 磁 面 上 而 和 磁场 垂直 的 电流 分 量 ,而 凡是 既 垂 直 于 
磁场 又 垂直 于 磁 面 的 分 量 . 按 (2. 6) 式 
J.VP=J.* VP+i+J,. VYP=0. 

其 中 VsP 为 零 ;而 在 其 后 一 项 中 ,一 般 总 有 VaP 关 0, 故 古寺 0. 这 
表示 电流 J 只 有 在 磁 面 上 的 分 量 , 所 以 它 也 是 磁 面 的 函数 , 即 


J = J(Y). 
申 Q. 41) 各 .12) 式 可 以 得 到 平衡 方程 的 另 一 种 形式 
- |[ 关 一 各 加 


其 中 已 利用 了 x 一 0. 因为 在 由 el _8/B 及 el1,el1: 构 成 的 直角 坐 


标 系 中 ,了 ==ejel 十 eie11 十 eize12; 故 (2.7) 式 可 以 进一步 表示 成 
VIiP 十 ViiP | 十 VizP|= 0， 
其 中 


Pl ,Pi 分别 是 平行 (磁力 线 ) 方 向 及 垂直 方向 的 总 压强 . 因为 
V1Pl= 二 V1(B*/2py)= 二 0, 故 最 后 可 得 平衡 方程 
VIP 十 ViP = 0. 

当 磁 流体 存在 对 称 性 9/30 二 0 时 ,有 更 简单 的 平衡 方程 

2p 一 0. 

BL 
上 两 式 的 物理 意义 是 ; 磁 流 体 处 在 平衡 态 时 ,其 中 的 热 压 力 和 磁 压 
力 相互 抵消 . 由 于 在 一 个 有 限 体 积 的 热 磁 流体 中 ,中 心 压强 总 是 高 
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于 边缘 压强 , 即 总 有 Y1P 二 0; 因 此 为 了 能 保持 磁 流 体 的 平衡 就 要 
求 有 VCB2:/2p) 盖 0. 这 种 形状 的 磁场 形态 就 称 为 “ 磁 阱 ”, 在 用 磁场 
来 约束 等 离子 体 的 各 种 装置 中 ,就 是 想方设法 地 去 设计 各 种 各 样 
形状 的 磁 阱 来 达到 约束 等 离子 体 的 目的 . 

应 该 指出 ,上 面 讨 论 的 只 是 静态 (w=0) 磁 流体 的 平衡 位 形 . 但 
实际 上 ,存在 着 wu 关 0 的 磁 流 体 . 例如 在 磁 约 束 装置 tokamak 中 ， 
等 离子 体 在 沿 大 环 和 小 环 方向 上 都 有 相当 大 的 流速 . 而 且 在 对 
tokamak 先进 运行 模式 的 研究 中 发 现 , 其 中 流动 速度 的 大 小 及 速 
度 剪 切 的 大 小 会 对 tokamak 等 离子 体 的 平衡 位 形 、 从 而 对 其 运行 
模式 ( 它 又 与 等 离子 体 的 约束 好 坏 密切 相关 ) 有 重要 的 影响 . 这 种 
u 关 0 磁 流 体 的 平衡 应 该 服从 方程 (2. 1), 同 时 广义 欧姆 定律 及 关 
于 电场 的 方程 也 要 耦合 进 平衡 方程 组 . 方程 (2. 1) 等 号 左面 的 流速 
非 线 性 项 代表 着 由 于 有 (大 、 小 ) 环 向 转动 而 出 现 的 惯性 离心 力 , 它 
一 般 是 使 tokamak 磁 流 体 在 大 、 小 半径 方向 上 同 外 扩张 ,因此 是 
破坏 磁 流 体 平 衡 的 .这 一 点 从 w 关 0 的 位 力 定理 (1. 28) 和 (1. 30) 式 
中 也 可 以 看 出 : 其 中 的 pu? 项 与 热 压 强项 一 样 , 总 是 正 的 ,所 以 也 


”需要 由 负 的 磁场 压力 来 平衡 . 这 一 项 加 入 所 引起 的 最 明显 后 果 是 ， 


tokamak 等 离子 体 的 平衡 磁 面 不 再 是 等 压 面 ,电流 也 不 完全 沿 磁 
面 流 动 . 但 包含 了 惯性 离心 力 的 平衡 方程 (2. 1) 很 难 作 进 一 步 的 解 
析 分 析 ,而 其 数值 研究 迄今 为 止 也 没有 得 出 令 人 信服 的 .具有 普 适 
意义 的 结论 .所 以 ,在 探索 tokamak 先进 运行 模式 的 研究 中 ,这 仍 
是 一 个 有 待 解决 的 前 沿 课题 . 

在 本 章 的 余下 部 分 ,我 们 将 只 讨论 gw 一 0 情况 下 的 磁 流 体 平衡 
问题 . 
2. 一 0 时 的 位 力 定 理 

从 一 般 的 位 力 定 理 (1. 30) 可 知 :一 个 孤立 的 磁 流 体 体 系 , 当 不 
存在 边界 的 约束 及 重力 势 时 ,是 不 可 能 满足 位 力 定 理 的 .下 面 将 推 
导 w= 二 0 的 平衡 所 需 满 足 的 位 力 定理 . 利用 等 式 ( 其 中 已 用 到 了 动 
量 守 恒 方 程 (1. 11)) 


| 
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i. 之 > 全 = B 
Ve rT)=r. (V:T)++tr(T) = tr(T) = 3P+ 27 
可 将 位 力 定理 作 以 下 变化 
Jr)ar)= |eGDadr， 


jv: Cr .到 )dr 一 ek 


上 式 等 号 的 左面 ， 利用 高 斯 定理 可 化 为 由 . ndS, 其 中 dS 一 
ndS 是 磁 流体 体系 表面 的 面积 元 矢量 ， 站 积分 中 的 入 积 轴 训 
可 进一步 变 成 


一 和 
一 和 


CT =|P+ 苑 Cr el)Cel ml) 
,p+ (r els)(e1,°* 1) 
pa (re1)(ey *n) 
=|P+ 况 [reej)lerr*n)t+ (rers)(lelse*n) 


十 (r。el)(el，m)] 一 有 Cr “eq)(lel *n) 


-|P+ 芯 Cr。 站 一 全 or el) (el * nn). 


将 上 式 代 入 面积 分 后 ， 得 贬 人 我们 和 要 的 位 力 人 
ap+ 和 如 r= [P+ (r. 一生， el) (er “nm) |ds. 
(2. 8) 


当 S 一 co 时, 若 无 外 导体 电流 产生 的 磁场 , 则 内 电流 所 产生 的 磁场 
在 界面 上 一 定 趋 于 零 ,同样 在 界面 上 也 有 P(S) 一 0, 因 而 方程 的 
右面 也 趋 于 零 ;但 是 左面 总 是 大 于 零 . 这 样 , 位 力 定理 不 可 能 满足 . 
只 有 存在 外 磁场 (因而 外 导体 ) 时 ,有 可 能 使 体系 边界 附近 磁场 大 
于 零 , 从 而 使 方程 等 号 右面 的 表面 积分 大 于 零 , 才 有 可 能 使 位 力 定 
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理 成 立 . 从 物理 上 来 看 这 意味 着 必须 要 有 外 磁场 (由 外 加 电流 产 
生 ) 形 成 的 “ 磁 阱 ”才能 抵消 等 离子 体 的 热 压 强 而 保持 平衡 位 形 . 


2.1.2 平衡 时 的 电流 一 一 Pfirsch-Schluter 电流 
由 平衡 方程 (2. 2) 可 知 ,对 平衡 起 作用 的 是 垂直 (于 磁场 的 ) 电 
流 一 一 也 即 所 谓 的 逆 磁 电流 


逆 磁 电流 的 作用 是 产生 一 个 和 原 有 磁场 方向 相反 的 反 向 磁场 ,使 
磁 流 体内 部 的 磁场 变 弱 ,从 而 使 磁 流 体 边界 处 磁场 的 磁 压 能 抵消 
内 部 的 磁 压 与 热 压 之 和 而 达到 保持 静态 平衡 的 目的 . 总 电流 
J 一 J 二 J 
中 的 平行 (磁场 方向 ) 电 流 Ji ,虽然 对 磁 流体 的 平衡 不 起 作用 ,但 
并 不 是 无 足 轻 重 的 . 由 电荷 守恒 定律 
0 +V.J = 0， 


考虑 到 磁 流 体 元 中 空间 电荷 为 零 即 w=0, 有 V.J= ViJi 十 Vi 
一 0. 于 是 


一 Bi{B “(VX VP) — [VP . (yx B))J) 
一 高 VB， (YP x B) 


— VP (VB x B). 


其 中 用 到 了 YxyP=0 及 VP，(VXB) 二 YP，J=0. 将 上 式 代 入 
上 式 前 一 式 后 得 


i tr RO EA re et ns Ai ee 


: 
; 
| 
| 


ein ip penetrates ee te voter ee ep the pn peat me 
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对 环形 体系 (如 tokamak 等 离子 体 ) 9 在 用 小 柱 坐 标 (r,0,4) 时 9 伐 
场 可 表示 成 


B= B+ Bo— Bol1— cosO 
0 


故 (VBXB), 二 (yoB)Bs 二 (B:/Ro)sin0( 其 中 近似 取 By 一 Bo). 再 
考虑 到 YP 二 (dp/dr)e;, 则 有 


d,;_2dPB. ,2 dP, 
/1 二 Bp 二 Rs ~ BR qr sing. 


es 十 Boee, 


:2 dP. 
J CC 十 |， BR qr sinod/ 9 


其 中 C 是 积分 常数 ,一 般 可 能 是 积分 初 值 i 依赖 的 .但 下 面 可 以 
证 明 , 它 可 写 做 &B ,而 不 与 路 径 无 关 . 这 是 因为 YP 二 0 时 ,平衡 方 
程 就 变 成 JXB=0, 这 种 平衡 称 为 无 力 平衡 .于 是 有 JB, 因 此 一 
般 可 以 用 B 来 表示 出 这 个 电流 J =&(D)B (CD) ,其 中 /是 沿 磁 力 线 
的 路 径 . 但 根据 电荷 守恒 ,有 

V*:J=V°* (RCI)B(CD)) = kU) VY: B++(B. We) = 0; 
因为 y。B=0, 所 以 最 后 得 出 


d 
J 二 0, 


下 面 我 们 将 完成 积分 ,以 求 出 tokamak 中 的 平行 电流 表达 
式 . 将 上 式 中 的 线 积 分 元 化 成 


dl 
dl = yd0, 


再 利用 柱 坐 标 下 的 磁力 线 方程 ; di /d0 寺 dz/d0 二 Rg(g 即 是 安全 
因子 ), 可 以 容易 地 完成 积分 
dP . 


0 
_ 2 af 
J = kB(00) 十 | 4 sinGd0 
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二 B(x/2) 十 扫 SEcosb, 


上 式 的 最 后 一 步 已 取 了 90, 二 x/2. 
上 式 表 明 平 行 电流 由 无 力 电 流 
(等 号 右面 第 一 项 ) 和 压力 驱动 的 
”电流 (第 二 项 ) 两 部 分 组 成 . 后 一 
项 又 称 为 Pfirsch-Schluter 电流 ， 
它 的 方向 在 tokamak 大 环 的 内 外 
侧 相 反 ( 取 决 于 其 中 cos6 的 符号 
变化 ). 这 个 电流 可 以 沿 磁力 线 迅 
速 传导 电荷 从 而 抵消 由 于 环 漂 移 
而 引起 的 正 负电 荷 在 环 上 下 方向 上 的 分 离 ( 见 图 2. 1). 
当 磁 流体 中 电阻 不 可 忽略 时 ,由 欧姆 定律 Ji =c| 五 | ,可 知 在 
环 上 、 下 的 正 、 负 电荷 ,不 会 被 这 个 平行 电流 完全 抵消 ,因而 仍 存在 
一 个 虽 钙 大 大 削弱 、 但 不 为 零 的 平行 (总 磁场 方向 的 ) 静 电场 已. 
这 个 电场 仍 能 造成 所 有 带电 粒子 的 静电 漂移 . 下 面 就 通过 计算 这 
个 剩余 电场 来 估算 带电 粒子 的 平均 径 向 扩散 粒子 流 . 因为 这 个 静 
电场 是 由 tokamak 中 环 漂 移 所 分 离 的 正 负电 荷 所 产生 的 ,因此 它 
应 该 躺 在 tokamak 的 小 截面 内 ,一 般 由 两 个 方向 的 分 电场 组 成 ， 


图 2.1 环形 磁场 引起 的 电荷 分 高 


下 一 一 VD(r,0) 一 一 Vr9De, 加 Veogee 一 E. 十 Eg, 
于 是 有 
Ek EB _ (E+E).: (Bt+B) EB 
| B B 一 刀 
故 反 过 来 可 得 角 向 电场 


J 2 
Ey = SF, Br 2 Ry Pg, 


~ Bo) ol 7 Bo Or 
它 会 和 环 同 磁场 一 起 引起 一 个 沿 小 半径 方向 的 、 等 离子 体 带 电 粒 
子 整 体 ( 电 子 和 离子 在 同一 方向 ) 电 漂移 ,这 相当 于 等 离子 体 粒 子 
的 径 向 双 极 扩散 流 
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E, 
n 万， 
将 前 式 的 Es 代入 ,并 取 卫 二 nT 了 (假定 了. 一 常数 ) 及 B71 一 (1 十 
rcos0/R)/B 后 ,得 


1 三 ?TY 一 一 


Rg’ 207。9x 二 | cosO 
ro Bs BTR 


将 上 式 对 9 角 求 平均 后 ,最 后 可 以 得 出 对 磁 面 作 了 平均 的 径 向 扩 
散 粒 子 流 


(TI,) = 去 | T d0 =—g 
r 一 ph 0 r 


1', 一 一 。 (2. 10) 


2727 。 
ol Bo 


an an 
Dr 二 一 D,... Dr， 


其 中 的 

D,.,. = gD. (2. 11) 
就 是 考虑 了 环 效 应 后 的 横向 扩散 系数 ,又 称 Pfirsch-Schluter 扩散 
系数 . 它 比 直 柱 位 形 下 的 经 典 横向 扩散 系数 D. 二 2nT.。/o1 Bo 要 大 
一 个 因子 9 


2.1.3 9 夭 缩 


图 2.2 是 09 钞 缩 (pinch) 的 示意 图 . 取 柱 坐标 系 (r,0,z)， 由 外 
源 加 在 铜 壳 上 的 9 向 电流 在 等 离 
子 体 表面 感应 出 的 电流 也 在 0 问 ; 
而 按 安培 定律 = 一 (1/pD)dB./dr， 
这 个 电流 所 产生 的 磁场 在 z 问 : 
B = (0,0,B,.(r)), 
J = (0,J0(7) ,0)， 
故 平衡 方程 可 写作 JoB: 二 (VP),. 
代入 安培 定律 后 得 
d 
dr 
其 中 C= 常数 . 


图 2. 2 0 籍 缩 示意 图 


B’ 
了 2 一 一 一 一 一 一 上 一 作 .1 2 
P+ 趟 Bj=0， > Pi=P 了 二 蕊 =C,， (2.12) 
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由 于 在 等 离子 体 之 外 P=0, 故 上 式 右面 的 常数 可 取 界 面 /二 
a 处 的 值 , 即 
ZB!Ca) =C= 7B, 
其 中 B。 是 界 面 上 的 外 磁场 信 ， 它 所 产生 的 磁 压 和 磁 流 体内 部 的 内 
磁 压 与 热 压强 之 和 相 平 衡 . 
9 夭 缩 的 运行 过 程 如 下 :一 开始 在 外 壳 上 快速 地 加 上 一 强 申 
流 1s, 于 是 在 经 由 气体 放电 产生 的 初始 等 离子 体 表面 产生 感应 电 
流 J 及 磁场 B.-; 此 电流 和 磁场 产生 的 洛 伦 效 力 是 一 径 向 籍 缩 力 ， 
. 它 使 等 离子 体 柱 向 中 心 压 缩 ,一 直到 内 部 热 压 力 增 大 到 它 和 内 磁 
压 之 和 可 以 抵消 外 磁 压 为 止 . 这 时 9 籍 缩 就 达到 了 平衡 状态 . 平衡 
时 等 离子 体 中 的 电流 密度 .7 、 磁场 B, 及 热 压强 P 的 径 疝 剖面 (分 
布 ) 如 图 2. 3. 这 样 只 要 外 这 中 的 放电 
电流 维持 , 外 磁场 也 会 维持 ,0 籍 缩 位 
形 的 径 向 平衡 原则 上 是 可 以 一 直 保 持 
的 . 但 实际 上 由 于 柱 形 等 离子 体 的 两 
器 是 开口 的 ,所 以 在 径 向 被 压缩 的 等 
离子 体 很 快 就 从 轴 (z) 向 逃逸 了 ,所 以 
0 ” “0 入 缩 中 较 高 密度 (可 达 n。 之 
图 2.3 0 德 缩 平衡 时 的 各 参数 10 cm 一) 的 等 离子 体 只 能 保持 很 短 
径 门 剖面 图 的 一 段 时 间 ( 约 为 us 量 级 ). 

在 讨论 磁 约束 等 离子 体 的 平衡 时 我 们 关心 的 另 一 个 重要 问题 
征 约束 的 效率 ,也 即 约束 一 定 热 压强 的 等 离子 体 需 要 多 强 的 磁场 
(也 即 多 大 的 外 加 电流 ) 才 行 . 为 此 定义 约束 效率 为 

P(r) 
PB) = poy + Bi (7) /2 
其 中 8 一 般 是 半径 - 的 函数 . 对 0 夭 缩 , 当 +>0 时 ,P(0) 最 大 ,而 
B(0) 宇 0, 故 8(0) 达 1; 当 rr 一 a 时 ,P (a) 一 0,B (a) 之 Bo, 故 
pl(a) 之 0; 所 以 


(2. 13) 


2.1 基本 方程 ,一 维 磁 流 体位 形 的 平衡 问题 47 
”一 一 
0 过 BBC) 二 1. 
通常 认为 8 值 愈 大 ,约束 就 愈 好 . 对 0 夭 缩 ,ps*1, 是 所 有 了 磁 约 永 


装置 中 效率 最 高 的 . 
2.1.4 Z 籍 缩 


这 时 等 离子 体 是 由 两 个 电极 的 极 间 放 电 形 成 的 , 设 放电 电流 
在 柱 坐 标的 Z 向 , 则 所 产生 的 磁场 在 角 向 0. 平衡 方程 化 为 


-一 J .Bi 一 (VP).,, 
将 安培 定律 
ll1id 
/J: = pr dr "Be) 
代入 平衡 方程 后 ,有 
dr 24 A 
到 d 
dP __ 工 工 Qv2zp2) (2. 15) 
gy 一 2 72 77 Bs) 


这 个 平衡 方程 的 解 并 不 唯一 , 它 和 等 离子 体 的 电流 (因而 磁场 ) 剂 
面 J.(7) 或 压强 剖面 P(r) 有 关 ， 但 当 其 中 一 个 确定 后 ,可 以 从 平衡 
方程 中 求 出 另 一 个 . 例如 已 知 电流 分 布局 ， 通过 安培 定律 并 积分 
(2. 15) 式 可 得 出 压强 分 布 : 


d 
P(r) = PC0) 一 元 | 吉 号 Cr2B9)dr， 
利用 边界 上 P(e) 王 0, 从 上 式 可 得 
P(0) = 元 1 4d 一 (72By)d7， 


0 72 dr 


然后 将 它 代 回 原 式 就 得 


P(r) = 1 


部 | 二 全 Cr2B3)dr， (2. 16) 
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当 已 经 知道 的 是 压强 分 布 P(r) 时 ,可 以 按 下 式 来 求 出 磁场 
Bolr) ,进而 电流 (7) (从 安培 定律 ) 9 


Bo(r) = 24 去 | 2ar' P(r')dr’' 一 P(r) | (2. 17) 


下 面 给 出 三 种 情况 的 电流 分 布 及 其 相应 玫 的 于 和解 (参见 下 面 


的 图 2. 4 一 图 2. 6)， 
(Qi) 均匀 分 布 电流 (图 2. 4). 
Jr) 一 (2 ra; 
0， 7 之 aa， 
其 中 (Jo 一 7o/ra2)， 由 安培 定 理 ,相应 的 角 向 磁场 为 
Llo 
27， 

Bo(7) = 人 rdr 一 ena 4 
po 7 之 4a， 
27C7 

这 样 从 (2. 16) 式 求 出 的 压强 分 布 是 
HA7。 2 
P07) = 472a2 1— 了 


(i) 趋 肤 电流 分 布 ( 图 2. 5). 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
a 


图 2.4 均匀 电流 分 布下 的 图 2.5 趋 肤 电 流 分 布下 的 
Z 逢 缩 参数 剖面 图 Z 逢 缩 参 数 剖 面 图 


J:(r) = Jr 一 a). 
此 电流 ( 面 ) 密 度 和 总 ( 面 ) 电 流 强 度 的 关系 是 
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1, = | reac — a)2nxrdr = 2rJ0a. 
0 


这 时 从 安培 定律 可 得 
| 7 之 Q&3 
Bel(r) = ZN 
0， 7 < a. 
而 
P(r) = P(0). 


(iii) Bennett 平衡 解 (图 2. 6). 
1934 年 ，Bennett 得 出 了 一 组 自治 


的 平衡 角 


2 
r 


_pmo a 

P(r) 87e (7? 十 a2)2° 

其 推导 过 程 比较 长 ,这 里 从 略 . 它们 的 正 。” 图 ?6 2 第 条 站 Bennett 
确 性 可 以 通过 直接 代入 平衡 方程 和 安培 下 村 剖面 四 


定律 的 方法 来 证 实 , 也 可 以 参考 文献 [1]. 
2.1.5 螺旋 夭 缩 Cscrew pinch) 


如 图 2.7, 这 种 位 形 实 际 上 是 上 述 两 种 籍 缩 的 组 合 : 
B = (0,Bo(r),B.(r)), 
J = (0,Jolr) ,J (7)). 
其 平衡 方程 仍然 是 一 维 的 ( 径 疝 ) 


oP 
BD = 4B — J.Bo. 


由 安培 定律 
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可 将 平衡 方程 写成 
[P+ 起 (B+ BD]+2-0. 
(2. 18) 
2 它 也 相当 于 0 逢 缩 和 2Z 夭 缩 的 全 加 . 令 
图 2. 7 螺旋 系 缩 的 。” B: 二 Bi 十 Bs, 并 注意 到 空间 曲线 上 某 点 处 
磁力 线 图 曲率 的 定义 (在 目前 磁场 位 形 下 ) 


Bo 
rB: “ 


r==b.Vb=— (2. 19) 


故 平衡 方程 又 可 以 写成 
+ 到 = 中 + 到 -各 


这 表示 等 离子 体 的 总 ( 热 十 磁 ) 压 强 被 弯曲 磁力 线 的 张力 (来 自 
Vy。BB) 所 平衡 .和 2 短 缩 不 同 之 处 只 在 于 这 里 总 磁 压 强 是 由 两 项 
而 不 是 一 项 组 成 . 这 时 半径 = 常数 的 柱 面 是 磁 面 , 它 由 螺旋 形 的 
磁力 线 盘 旋 绕 成 ， 可 以 定义 丽 个 和 野 更 胡 当 的 旦 来 朱 公 其 失 名 的 
程度 . 一 个 是 回旋 变换 角 
RBolrY) | 0， 0 夭 缩 
rB,(r) co， Z 籍 缩 . 
另 一 个 就 是 上 式 的 倒数 一 一 安全 因子 g(r). 对 于 螺旋 夭 缩 , B。 和 
Bo 均 不 为 零 , 故 9 值 在 (0,co). 

由 于 Bo(r) ,Br) 及 PP(Or) 可 以 有 多 种 选取 可 能 ， 帮 螺 旋 籍 缩 
可 能 有 的 平衡 位 形 是 很 多 的 . 不 过 实验 等 离子 体 中 P(r) 一般 总 是 
中 心 高 .边缘 低 , 因 此 可 以 比较 自由 变 的 是 Bolr) 和 B.(r). 目 前 实 
验 室 中 发 现 最 稳定 的 三 种 环形 磁 约 束 等 离子 体位 形 ( 它 们 在 瘦 环 
近似 下 都 可 以 用 螺旋 夭 缩 来 很 好 地 描述 ) 分 别 是 : 

普通 tokamak (图 2. 8): B. 泡 Bs，B: 近似 为 常数 ，g~0(1); 


~ 7C 一 KC., 


(2. 20) 


上 (7 ) = 


ee 
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高 6 tokamak (图 2.9) : B. 六 B，B.(0)<B.(Ca)，g 一 OC1); 
反 场 籍 缩 (图 2.10): |B.| 守 |Bo|, gq<<1. 


图 2.8 普通 tokamak 图 2.9 高 ptokamak 图 2.10 反 场 籍 缩 
平衡 参数 剖面 示意 图 平衡 参数 剖面 示意 图 平衡 参数 剖面 示意 图 


普通 tokamak 和 2 籍 缩 很 类 似 , 它 的 角 向 磁场 可 以 在 中 心 形 
成 一 个 磁 阱 以 约束 高 压强 的 中 心 等 离子 体 , 但 它 有 很 强 的 (在 径 
阿 ) 近 似 为 常数 的 环 向 磁场 B., 这 磁场 虽然 对 平衡 不 起 多 大 作用 ， 
但 能 显著 地 改善 平衡 位 形 的 磁 流 体力 学 稳定 性 .高 8 tokamak 中 
的 环 向 磁场 B.(r) 不 是 常数 ， 而 是 中 心 (r=0) 弱 . 边 上 (一 c) 高 
的 ,这 样 除 了 起 稳定 作用 外 还 会 贡献 一 个 额外 的 磁 阱 , 它 和 和 角 向 
磁场 的 磁 阱 一 起 能 约束 住 比 普 通 tokamak 中 压强 更 高 的 热 等 离 
子 体 , 也 即 高 8 的 等 离子 体 . 以 上 两 种 tokamak 均 有 B./Bo 污 1 及 
91. 在 反 场 夭 缩 中 B./Bo=1, 而 且 go 入 1. 这 时 环 向 磁场 和 角 向 
磁场 形成 的 磁 阱 位 于 等 离子 体 中 心 和 边界 之 间 的 某 一 半径 处 , 因 
此 被 约束 等 离子 体 热 压强 的 峰值 也 就 在 此 处 . 反 场 籍 缩 的 角 向 磁 
场 相对 较 强 (类 似 9 籍 缩 ) ,因此 有 较 好 的 稳定 性 和 约束 指标 (8 
值 ). 下面 用 平衡 方程 对 于 三 种 位 形 分 别 作 一 些 定性 及 半 定 量 的 描 
述 . 

(1) 反 场 夭 缩 

在 P(r) 的 峰值 附近 ,有 VP(r) 守 0， 所 以 于 衡 廊 程 司 近似 写成 
JXB=0, 即 了 B, 按 前 面 对 平 行 电流 的 讨论 有 
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J(r) = kB(r), (2. 21) 
即 无 力 平衡 .将 上 式 和 安培 定律 相 结 合 ,得 
dB,.(r) 
dr 


了] .三 工人 orB) = BC 


7 dr 


合并 上 述 两 式 , 可 得 到 一 个 零 阶 贝 塞 尔 方程 


vv 三 一 kBolr), 


它 在 +=0 处 有 界 的 解 是 
1 dB, 


B.= BoJolkhr)， 过 > Bo 一 一 二 字 


由 零 阶 和 一 阶 贝 塞 尔 函 数 的 径 向 行为 可 以 看 出 ,这 样 给 出 的 环 回 
和 角 向 磁场 剖面 与 前 面 给 出 的 剖面 定性 上 完全 相同 ,而 且 由 于 由 
塞 尔 函 数 零 阶 和 一 阶 的 最 大 幅度 相近 , 故 这 里 的 环 向 磁场 幅度 也 
和 和 角 向 磁场 的 相近 Bz 一 Bo .由 此 还 可 以 求 出 安全 因子 


_ x Jo(kr) _2 
9(7) 一 R, J (CEr)， -> q (0) 一 kR, < 志 ]. 


当 > 比较 小 时 ,B.(r) 和 Bo(r) 梯 度 方 向 相反 ;而 当 > 比较 大 时 ,两 
磁场 的 梯度 方向 相同 ;这 时 一 定 存在 一 个 rrmin, 在 此 处 Bi 十 Bo 
构成 磁 阱 的 底部 . 以 上 的 结果 都 和 反 场 籍 缩 的 特征 (图 2. 10) 定 性 
相符 . 

(2) 普通 tokamak 

这 时 在 整个 径 向 (除了 在 r+=0, 即 P(x) 的 峰值 附近 ) YP(r) 
并 不 小 ,因此 要 用 完整 的 平衡 方程 

几 == 一 部 VP XB 
将 其 代入 总 电流 表达 式 后 得 
J=kB 一 序 VP XB 


一 Bo (kr ). 
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将 上 式 和 平衡 方程 结合 起 来 , 即 有 
几 =4B, 十 吕 到 =- 一定:， (2.22) . 
] .三 4B. 一 党 二 = 二 SrB). (2. 23) 


对 普通 tokamak , 环 问 磁 场 近似 为 常数 dB./dr=0, 且 Bo/B. 志 1. 
这 样 从 (2. 22) 式 可 导出 


B.dP 、_ 
B? dr ~ kBs. 


将 此 式 代 入 (2. 23) 式 ,并 略 去 Bo/B 的 小 量 后 得 


O 
二 于 (Bo)， (2. 25) 


然后 把 上 式 代 回 (2. 24) 式 后 有 


(2. 24) 


kk 和 ~ 


1 
2 。 
这 表示 在 普通 tokamak 中 9 中 心 的 热 压 强 最 大 ,并 且 它 是 由 角 问 
磁场 的 磁 压 ( 阱 ) 来 平衡 的 . 从 上 式 还 可 以 得 到 tokamak 的 角 同 PB: 


Bs = 


P(r)= P(0) — = Bi(7). 


| 
Bi/2 


(3) 高 Bp tokamak 

在 这 种 位 形 下 P 及 YP 更 大 ,上 面 的 角 向 平衡 表达 式 (2. 22) 
中 恒 等 号 右面 的 第 一 项 (Bo) 与 第 二 项 (CB./B?)dP/dr) 相 比 可 和 忽 
略 , 故 (2. 22) 式 可 近似 写成 


B’? dr dr ” dr 2 dr 


这 表示 B.(r) 和 P(r) 的 梯度 方向 相反 、 环 向 磁 阱 在 约束 热 等 离子 


体 中 起 着 重大 的 作用 . 这 是 和 前 面 关 于 两 种 tokamak 区 别 的 讨论 
相 一 致 的 . 
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2.1.6 一 维 平衡 方程 的 积分 形式 ,一 维 
Grad-Shafranov 方程 


1. 积分 形式 的 平衡 方程 
由 于 螺旋 逢 缩 位 形 是 一 维 磁 阱 位 形 的 最 普遍 的 形式 , 故 在 下 
面 的 讨论 中 取 
J =(0,J0r) ,T(r7)), B= B+ B,, 
Bo=Boe:, Bs = (0,Bselr), BCr))， 
其 中 B。 是 外 加 常数 磁场 ,而 B, 是 等 离子 体 电流 所 产生 的 (自生 ) 
磁场 .平衡 方程 为 


dP(r) 
dr 


其 中 的 磁场 可 以 由 安培 定律 通过 积分 得 到 


= Jo(Bs 十 Bo) — J.By, (2. 26) 


1 DB 7 
Jo = A 6 ， 之 也 .一 /| Jadr, 
1 9 _£f 


如 果 令 

4 一 |rar (2. 27) 
则 可 以 把 角 回 自生 磁场 改写 成 

Bs = pC4A(a) — A(), = hr). 
代入 平衡 方程 (2. 26) 后 有 
FE HLBs + pCACa) — 4GD))] 一 £], of 5.J Cs)ds， 
(2. 28) 

对 上 式 积分 ,并 注意 到 | dr—P(a)— P(r)== 一 P(r), 就 可 以 得 
到 平衡 方程 的 积分 表达 全 


P(r) =— Bo(Ala) — A(r)) 一 F(Ala) 一 4 


er si ee ie bet 
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a vJ t 
十 | 9 | scG)dsdz (2. 29) 


下 面 将 此 式 用 于 反 场 夭 缩 . 在 令 已.(7) 二 BoJo (kr) 和 和 Bolkr)= 
BoJi(kr)( 见 前 面 关于 反 场 复 缩 的 讨论 ) 后 ,由 安培 定律 可 知 ,相应 
由 电流 分 晤 可 写成 (下 面 在 不 会 引起 误解 时 将 下 标 “s” 去 挤 ) 

J: = jojo(kr), Je = jofi(kr). 
于 是 上 面 的 积分 量 可 写成 

40) = jfJi Cn)dr =— PT), Mr) = jlhr), 

而 


| sds 一 jo| sJoChs)ds 一 Lr]JiChr), 
0 0 


所 以 平衡 方程 的 微分 形式 可 化 成 

dP . 

7 = jolier) (Bo + 各 [rm — Jocha)]) — Li], 7) a], (hr) 
=jo(Bo 十 pAla)) Ji (kr). 


对 上 式 积分 | …dr 得 


— PO0)= jo(B, + pACa)) | 本 (Crydr， 


P(r)= 中 (一 pAla) 一 Bo) Jolkr) — Joka)). 
在 0 过 ra 区 域内 ,有 Jo(C&r) 二 Jo(C&a) ,再 考虑 到 忆 (r) 盖 0, 故 在 这 
里 一 定 有 
Bo <— pA(o) = Ko], (pa) — = B,,(0)Jo(ka). 
如 果 取 a 二 ro” (re? 是 J 的 第 一 个 零点 ) 时 ,从 上 式 即 有 
Bo < BOJolka) SO0, Bw =— |Bole, 十 B Co)JCEr)e 


这 样 在 r= 二 a 过 ro 处 ， 总 磁场 BCa)s 一 1B。 |e-, 即 它 是 反 平 行 
于 目 磁 场 的 ,简称 反 场 (请 参见 前 面 关 于 反 场 籍 缩 中 平衡 量 的 径 向 


分 布 图 2. 10). 这 种 反 向 环 向 总 磁场 一 直 在 7, 二 + 过 a 的 区 域 中 都 
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存在 ,直到 +=r, 处 (这 里 B.C0)J。(hr,) 二 |Bo|), 环 向 总 磁场 才 为 
零 然后 在 > 二 rx 的 中 间 区 , 才 有 正 向 的 总 环 向 磁场 B. 之 0. 而 正 
是 在 这 个 区 域 中 ,有 


SE jl eoka) — Bo Tkr) > 0. : 


这 表明 压强 的 峰值 在 一” 附近 ,从 这 里 向 内 压强 在 逐步 下 降 , 在 
柱 的 中 心 轴 上 压强 反而 比较 小 . 因此 以 上 的 讨论 补充 了 前 面 通过 
平衡 方程 微分 形式 所 得 出 的 有 关 反 场 夭 缩 的 结果 . 
2. 一 维 Grad-Shafranov 方程 

Grad-Shafranov 方程 是 利用 角 癌 磁 通 y 来 表示 的 平衡 方程 . 
最 初 Grad-Shafranov 方程 是 二 维 的 ,用 于 描述 环形 磁 阱 位 形 的 平 
衡 . 但 一 维 的 螺旋 磁 阱 位 形 的 平衡 也 可 以 通过 一 维 的 Grad- 
Shafranorv 方程 来 描述 . 为 此 ,引入 磁 通 


gr) = |B. dA = 2x| LB, + pCAla) — AGs)) sds, 
和 总 电流 
Tor) = 2x| Jasds, 
0 


则 有 
y = 2rxr[L Bo pAla) — AC(r))J, 
yg” = 2rL Bo pAla) 一 4Gr))] — 2rryd' (7). 
由 此 导致 
oo- 到 | 吉 - 几 -- 志 [多 
I'= 2rrJ.(r). 
将 它们 代入 一 维 平衡 方程 (2. 28) ,得 | 
El] 全 工 
r 2nry dr 27r7- 7 27 27 | 
从 中 可 反 推 出 | 
—y 2| 和 = (2rz DPI Cr) 十 I OT (0). 
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”进一步 利用 P'G)=P CVDY CD,T (7)=T (YY (rx), 将 它 代 入 上 


式 , 并 消去 yy 人 Grad-Shafranov 方程 


一 dr FY 0) 一 (2r) P' (p+ HT WT Cy), (2. 30) 


其 中 
d 
”dr 
是 柱 坐 标 下 的 一 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 


2.2 环形 位 形 的 平衡 (二 维 问题 ): 


二 维 环 面 的 几何 位 形 如 图 2. 11 所 
示 ,这 时 环 体 除了 在 小 截面 > 方向 上 要 
平衡 外 ,在 环 体 的 大 半径 尺 方 问 及 对 称 
轴 的 Z 方向 上 的 平衡 也 必须 考虑 ,为 了 
统一 分 析 这 几 种 方向 上 的 平衡 ,通常 采 
用 两 套 柱 坐 标 系统 : 大 柱 坐 标 系 (R,$， 
Z ) 和 小 柱 坐 标 系 (xr,0,$)， 它们 之 间 的 


”变换 关系 为 


RO— R,=rcos0, Z = rsind, 图 2.11 二 维 环形 磁场 的 


示意 
(2. 31) 未 意图 


一 人 /(R 一 RD)2 十 2Z2， tang 一 元 全， (2. 32 ) 
0 


对 tokamak 等 许多 环形 磁 约 束 等 离子 体 来 说 都 有 轴 对 称 性 
(或 近似 的 轴 对 称 性 )3/3$ 二 0, 故 它们 的 位 形 只 是 二 维 的 , 即 只 依 
赖 于 (CR,Z) 或 (r,0). 环 在 三 个 方向 上 的 平衡 中 ,在 小 截面 7 方 疝 
上 的 平衡 已 经 通过 一 维 平衡 的 讨论 解决 了 ,而 环 在 R 及 Z 方 同上 
的 平衡 是 本 节 将 要 讨论 的 .图 2. 12 中 显示 的 是 等 离子 体 大 环 的 一 
段 , 沿 环 向 有 环 向 磁场 By 及 电流 J 通过. 影响 此 环 段 平衡 的 力 有 
四 个 : 第 一 个 是 由 环 状 电流 了 产生 的 角 向 磁场 Bo 在 环 内 侧 强 (这 
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S| 上 e 


VP 


图 2.12 环 段 受 力 示意 图 图 2.13 磁场 曲率 引起 的 使 环 段 向 内 


收缩 力 示 意图 


里 磁力 线 被 挤 压 因而 变 密 ) 外 侧 弱 而 造成 的 磁 压 力 , 它 是 指向 正 R 
方向 ex 的 ( 即 是 使 环 段 向 外 扩张 的 ) ;第 二 个 是 由 于 环 向 磁场 在 环 
内 侧 强 于 环 外 侧 而 引起 的 磁 压 力 , 它 也 是 指向 正 R 方 向 的 (这 两 
个 磁 压 力 合成 一 个 力 Fu) ;第 三 个 是 环 段 两 个 端面 上 所 受 ( 邻 近 环 
段 所 施加 ) 的 热 压力 的 合力 ,这 也 是 使 环 段 向 正 R 方 向 膨胀 的 力 
Fz( 这 有 点 像 烟 圈 的 自我 膨胀 ); 最 后 一 个 力 是 此 环 段 内 弯曲 的 环 
癌 磁 场所 产生 的 磁 张 力 ,这 是 唯一 指向 负 尺 方向 的 使 环 收 缩 的 力 
Ft( 见 图 2. 13). 一 般 前 三 个 力 之 和 总 是 大 于 第 四 个 力 ,也 就 是 说 
使 环 膨 胀 的 力 要 超过 使 环 收缩 的 力 ,这样 如 果 没 有 外 力 制止 环 的 
扩张 ,等 离子 体 环 在 RR 方向 上 是 不 可 能 保持 平衡 的 . 同样 ,在 Z 方 
四 上 的 平衡 也 需要 外 加 力 来 保持 . 


2.2.1 环形 位 形 平 衡 的 唯 象 讨 论 


1. 出 发 方程 
从 一 般 的 平衡 方程 组 
— VP?r+JxB=0, 
| B = B; 十 B., 
J=Vx BB 
出 发 . 其 中 B 是 等 离子 体 电流 J 所 产生 的 磁场 ,而 B. 则 是 通过 外 
线圈 中 电流 所 产生 的 外 磁场 (也 称 平衡 场 环 向 场 ), 上 式 中 为 方便 


Rd 
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已 令 zx 一 1. 将 安培 定律 代入 后 ,得 到 


— VP+ (VXB)xXB+JXxB.=0. 
利用 (VXB) XB=Vy。 — BI+BB ,有 
— VP+B/2)+VY: (BB)+J XB.=0. (2.33) 
下 面 将 分 成 两 个 方向 来 讨论 上 述 平衡 方程 . 
2. R 方 向 的 平衡 
用 R 点 乘 (2.33) 式 并 对 全 空间 积分 ,得 


-|vP+BY/2) . Rdr+|v: (BB) 。 Rdr+ |JXB. . Rdr—=0. 
利用 Y。R=2, 上 式 第 一 项 中 被 积 函 数 可 化 成 VY，[(P 十 BiY/2)R] 
一 2(P 十 BB2/2), 故 这 项 可 写成 

一 中 十 B2/2)R .edS + |2@ 十 Bz/2)dr， 
下 面 来 看 第 二 项 ,利用 
V.(BB) :R=VY. BB.R)— |BB,. (VR)| 


及 8% aR—B2Z—= 


且 YR==erer 十 eyes 二 1 一 ezez, 于 是 有 
|BiB; . (VR)| = Bi? — Biz. 
这 样 第 二 项 可 写成 
PCBB “« R) 。e,dS 一 | 一 B’,)dr. 
最 后 ,总 的 尺 回 平衡 方程 为 
jz + Bi/2)dr 一 | 一 B2)dr 十 | x B.. Rdr 


”= PLCP + B:/2)R— BB:. R]:e,dS. 


一 般 等 离子 体 电流 只 在 有 限 区 域 中 存在 , 故 当 x 一 co 时 Bi(r) 一 
1/ 斑 -~0; 这 样 只 要 把 积分 区 域 取 得 足够 大 ,其 面积 分 就 可 以 忽略 
掉 . 于 是 上 面 的 平衡 方程 就 变 成 
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|2@ 十 B55/2)dr 十 | x B.. Rdr = 0. (2. 34) 


这 表示 环 在 R 向 的 平衡 是 由 外 磁场 及 和 等 离子 体 电流 J 所 产生 
的 洛 伦 兹 力 的 R 向 分 力 来 保持 的 . 为 了 看 出 是 哪个 方向 的 外 磁场 
在 起 作用 , 令 

B.= B+ Bs, J = ,+ J;, 
其 中 下 标 p 表示 角 向 ,而 $ 表示 环 向 . 可 证 |J,XBs * Rdr 一 0, 即 
Be 对 民 回 平衡 不 起 作用 : 因为 Bg 二 (BoRo/R)es, 故 


| xX Bw * Rdr 
一 BoRo | X es * erdr 
一 BoR | * (€@s X er)dr 
一 一 BoRu| 太 * ezdr 


一 一 BoRo | Jozdr 


一 0. 
上 式 的 最 后 一 步 之 所 以 为 零 ,是 因为 J 是 沿 磁 面 流 动 的 ( 见 图 
2. 14) , 它 在 全 空间 积分 时 正 反 方向 的 分 量 正好 抵消 . 
这 样 ,只 有 和 角 向 磁场 产生 的 洛 伦 效 
力 JsX Bw 才 对 R 方向 的 平衡 有 贡献 . 


| ° (Js 义 Be)dr 


一 |Rees X es) 。 有 .Jsdr 


一 |RBazrar， 
故 最 后 有 R 向 平衡 方程 


图 2.14 Z 向 电流 的 全 空间 
积分 示意 图 
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| cz 十 B2 + RBzJ)dr = 0. (C2. 35) 


因为 其 中 B5,2P 之 0, 故 上 式 要 成 立 , BezJs 必须 取 负 值 . 这 就 是 
说 , 当 Bwz 二 0(Bwz 方 向 和 ez 相反 ) 时 ,>0(1 在 ex 方向 ) (图 
2.15); 而 当 B.z>>0(CBsz 在 ez 方向) 时 ,Js 二 0(Js 在 一 ez 方向 )( 见 
图 2. 16). 


图 2.15 R 向 平衡 示意 图 之 一 图 2.16 R 向 平衡 示意 图 之 二 


3. Z 方向 的 平衡 
类 似 上 节 , 作 |Z . {(2. 33) 式 }dr, 得 


—|vP+B?/2) . zar+|v: (BB) 。 zdr+ |JxB. . Zdr=0. 
注意 到 Y。Z= 二 1, YZ 二 ezez, 可 得 
| 十 B?/2) 一 Bizjdr 十 | x B.. Zdr 
一 PLP 十 Bi:/2)2Z -一 (B.B. 。 2Z) | 。 e,d9. 
同样 在 表面 取得 足够 大 时 ,上 式 右面 的 面积 分 bdSs—0. 这 样 Z 
向 的 平衡 条 件 就 成 了 
|[e Bi/2— Bs) IXB..Zldr=0. (2.36) 


因为 P 和 | (BY/2 一 B)dr 一 | B2/2dr( 见 下 面 的 证 明 ) 均 大 于 零 , 故 
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夷 直方 向 的 平衡 要 靠 外 磁场 B。 和 J 的 洛 伦 兹 力 的 Z 向 分 量 来 维 
持 . 

下 面 是 | (B?2/2 一 B2)dr>0 的 证 明 . 由 了 二 J 十 J, 可 知 BB 一 
有 io 十 已 而 在 小 柱 坐 标 系 (r,0,z= — RY) 中 ,Biz = By COSU Cz7。 故 


lp p22_{|l1  ,， 
> bP 有 > = 7 cos20 


27X 
|ar = Jrar| do|dz, 
0 


则 前 式 中 的 第 一 项 在 积分 1 d9… 后 为 零 . 所 以 最 后 有 


By + »B 
考虑 到 


| ‘B12 一 B%)dr = |B%/2dr > 0. 

同样 可 以 证 明 环 向 外 磁场 不 能 维持 稳定 的 垂直 平衡 . 这 是 因 
为 

J, Xx Bs*Z = J,. (Bs XZ) 一 BosZJp * er = ZBoyJ pr, 
所 以 要 满足 (2. 36) 式 ,就 要 求 ZBwJpr 二 0. 通常 我 们 希望 等 离子 体 
环 柱 的 中 心 轴 正 好 在 赤道 面 上 ,如 果 一 开始 可 以 通过 适当 选择 的 
BwsJpr 来 使 平衡 方程 得 到 满足 ( 见 图 2. 17); 则 这 种 平衡 也 是 对 Z 
呵 的 小 扰动 不 稳定 的 . 这 是 因为 如 果 这 时 环 整体 有 一 个 向 上 的 平 


移 , 上 式 中 的 | ZB7undr 就 会 变 值 ,而 这 时 积分 中 的 其 他 项 并 不 会 


JprBeg < 0 


JhrBeg> 0 


图 2.17 2 向 平衡 示意 图 之 一 


图 2.18 Z 向 平衡 示意 图 之 二 
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改变 ,于 是 平衡 方程 就 不 再 满足 ( 见 图 2. 18). 这 说 明 环 回 磁 场所 
产生 的 平衡 力 并 不 能 使 Z 向 平衡 保持 稳定 ,所 以 仍然 要 靠 外 加 的 
角 向 磁场 来 维持 Z 癌 平衡 . 从 

J x Bs:Z= Bo (ez Xx) =— ZNBo er=— ZhBor, 
可 知 这 时 Z 向 平衡 条 件 是 7 
| 十 Bz/2 — Bs, — ZJ,Bor)dr = 0. 


. (2. 37) 

也 即 要 求 ZJyBor 这 0. 这 就 是 说 : 

(i) 当 J 过 0 时 , 则 有 2ZBowpr 二 0, 于 
是 Bowpr 二 0(2Z>0); Bor0(Z 二 0). 

(ii) 当 0 时 , 则 有 ZBopr0, 于 
是 Bor>0(2Z>0);Bwr<=0(2Z=<0). 

因此 当 我 们 把 上 述 两 种 平衡 外 磁 
场 加 起 来 后 ,总 的 平衡 磁场 (又 称 垂直 场 )B, 一 Bez 十 Ban 必须 有 春 
图 2. 19 所 示 的 那 种 略 向 外 凸 的 磁力 线形 态 . 


图 2.19 2 向 平衡 示意 图 之 三 


2.2.2 二 维 问题 的 平衡 方程 


1， 磁 场 、 电 流 及 安全 因子 的 表达 式 

对 tokamak 这 类 的 轴 对 称 系统 有 

2 -0 

其 中 环 向 磁场 为 B= Byeys, 而 Bs 是 不 依赖 于 8 的 常量 . 这 样 V 有 

二 y。 8 十 V .有一 V。 有 一 0, 即 角 向 磁场 的 尺 向 分 量 和 2 向 分 量 
要 满足 


es = RY, 及 一 有 十 已. 


1 3 9Bz _ 
RARE + az = 0 


故 可 引进 标量 函数 Jy(R,2Z), 并 令 
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__l1% _1% 
Br = FR 32’ Bz = arR aR’ (2. 38) 
或 令 
1 1% _1 29 
B, 一 一 NR B- amr (2. 39) 
这 样 角 向 磁场 可 表示 成 
B, 一 一 Brer 十 Bzez 一 一 一 x VY X yy$ 一 2R Vy XxX Cy， 
(2.40) 
以 及 
_ _ lvyl 
已, 三 1B, | oxR . (2. 41) 
而 Jy 有 和 角 癌 磁 通 的 物理 意义 


J(R,Z) = [Bad rR’) 一 | 2 . dS， 
其 中 9 是 平行 于 赤道 面 、 高 为 Z 而 半径 为 R 的 圆 面 . 所 以 最 后 总 
磁场 可 写成 
B = Bes + -Lt- eR VY Xx es. (2. 42) 


把 上 式 代 入 安培 定律 J 二 VX B/y, 可 得 电流 J = et 的 表达 式 
分 别 为 : 


1/9Ber -| _ _l x 
Js = E> 37 aR 三 2n Ri ev， (2. 43) 
其 中 A* 是 二 维 的 拉 普 拉 斯 算 符 
fl 2 9 9 9 19 
A 一 人 3 南 RaR) 1 37:— BR + B21 RaR" ‘2:44) 
而 角 向 电流 为 Jp 二 JrerR 十 Jzez, 其 中 : 
968: __ 1 oRB,) 
pf r= ooZ  R az ;) 


2.2 环形 位 形 的 平衡 (二 维 问 题 ) 65 


积分 后 一 方程 ,可 得 
RB,= |JzRdR ， 


2xRB,= |2rRJTzdR 


一 17:4S 


= yl(y). 
其 中 S 是 高 为 Z .半径 为 尺 的 圆 面 , 所 以 穿 过 此 面 的 电流 正 是 相 
应 磁 面 y(R,Z) 之 外 的 等 离子 体 电 流 , 它 也 是 磁 通 的 函数 . 由 此 可 


知 环 向 磁场 和 了 可 以 互相 表示 成 
A _ 27 
B= AR’ > T= RB (2. 45) 
而 角 癌 电流 及 它 的 两 个 分 量 也 可 用 它 来 表示 
. 1 27 _19 
= RVI Xe > “一 2rR 232Z Jz = 2xR3 ， 
(2. 46 ) 
结果 总 电流 可 写成 
J=J+ ho mR Ye t+ FRVI X er (2.47) 


. 最 后 来 给 出 安全 因子 a(y) 的 表达 式 . 用 (,0, 轨 坐标 ,假设 当 
0 从 0~>2r 时 ,磁力 线 在 大 环 方向 上 转 了 Ag, 按 定义 安全 因子 g= 
Ag/2r. 而 为 了 求 Ag, 用 力 线 方程 d$/d9 二 xrBs/RBo, 可 以 有 


‘Ag= [dg 


2 
三 72 
,RR Bo 


- g 


_ A 
(由 rd0/B, = di/B) = | 起 


1 dd 
= mp, TYI RR 
将 上 式 代入 安全 因子 的 定义 式 后 可 有 
Ll(Y) = A _ 1 _ dd ,48) 


0) 一 4 ,和 | vol R: 
2. 二 维 Grad-Shafranov 方程 
Grad-Shafranov 方程 是 平衡 时 角 向 磁 通 y 所 满足 的 微分 方 
程 ,由 (2. 43) 式 有 
A*Y =— 2ruRJs. 

现在 只 要 把 方程 右面 的 环 向 电流 J 设法 用 y 表示 出 来 ,就 可 以 得 
到 一 个 关于 y 的 二 阶 椭圆 方程 . 而 这 可 以 通过 平衡 方程 来 做 到 ， 由 
VP 一 JXB 得 


和 一 JsBz 一 JzBy. 
将 上 面 已 知 的 表达 式 
ul(y) dP _dPo%w 
B= orR’ dR dy aR’ 
1 9 __1 oY 
Bz = FRR 喜 ， /z= 5 oy aR 
代入 R 向 平衡 方程 后 ,可 以 求 出 有] 二 Js(y), 即 
oy ap 1%_ 1 7 pg) oY 


aR dy “*2xROR 2rR 2a0 2rR oR’ 
d72( 
Js= 2xR dP pe dD 


dy AR dy 
将 上 式 代 入 (2. 43) 式 的 右面 ,就 得 到 二 维 的 Grad- -Shafranov 方程 
dP _ ££ dL 0 (2. 49) 


A'y=— AR Ip 2 dy 》 


其 中 A* 的 定义 见 (2. 44) 式 . 这 时 如 果 给 定 了 PC(y) 和 7TC(y) 的 具体 
函数 形式 后 ;加 上 合适 的 边界 条 件 ,就 可 以 从 Grad-Shafranov 方 
程 解 出 y==y(R,2). 而 VCR， 2) 二 常数 的 空间 曲面 ， 就 是 相互 芋 套 


的 环形 磁 面 . 例如 ,往往 取 
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PH)=y, FY = n,m = 1,2,.. 
然后 用 数值 方法 解 出 y(r,Z) (详解 请 见 文献 [2]). 只 有 在 个 别 情 
况 下 ,如 Js 二 常数 ,或 = 二 ay 十 B 时 ， Grad-Shafranov 方程 才 有 严 
格 解 ( 见 文 献 [3]). 


2.2.3 Grad-Shafranov 方程 的 小 参量 展开 ,解析 解 


当 把 a/R==e<&1 作为 小 参量 ,对 Grad-Shafranov 方程 作 微 扰 
展开 时 ,其 最 低 阶 ( 即 ==1 阶 ) 的 方程 相当 于 无 环 效 应 时 、 直 柱 螺 
旋 夭 缩 的 平衡 方程 ;而 et 阶 方程 及 解 则 是 相应 的 环 修正 . 对 普通 
tokamak 及 反 场 夭 缩 来 说 ,它们 展开 的 下 一 阶 方程 是 完全 一 样 的 ， 
但 反 场 夭 缩 位 形 的 推导 过 程 比较 简单 ,所 以 下 面 从 这 种 位 形 来 导 
出 Grad-Shafranov 方程 (以 及 磁 通 y) 的 小 参量 展开 表达 式 . 对 反 
场 夭 缩 ,有 下 面 的 量 级 关系 : 


a B, 和 _rB;s 
R =<1, B, 1， Bb 1 8 


(对 tokamak 相应 的 量 级 关系 则 是 pe, BAe ,9 一 上) 


. 1. 少 的 展开 


先 看 小 参量 。 展开 的 零 阶 , 即 直 柱 ， 
形 螺旋 夭 缩 的 情况 . 假定 等 离子 体 直 
柱 外 面 被 一 导体 壳 包 围 , 则 >=a 的 等 
离子 体 表 面 是 最 外 面 的 一 个 磁 面 , 它 
是 半径 为 a, 中 心 在 真空 室 小 截面 几何 
中 心 的 圆柱 面 . 而 其 内 部 的 磁 面 是 一 
个 个 同心 的 圆柱 面 (图 2. 20) ,其 中 半 
径 为 > 一 mm 的 磁 面 , 其 磁 通 可 写作 图” 20 直 柱 形 螺旋 夭 缩 
图 (7o) 一 Wo (7o). 的 磁 面 

在 展开 的 下 一 阶 , 直 柱 已 弯 成 了 环 , 这 时 由 于 在 尺 方 向 的 扩 
张力 使 磁 面 都 朝 外 挤 压 . 最 外 的 磁 面 由 于 和 金属 党 相 重 而 无 法 移 
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图 2. 22 ”环形 螺旋 籍 缩 内 磁 面 的 
向 外 偏 移 
动 ,因此 只 有 内 磁 面 移 向 外 侧 , 而 且 半 径 愈 小 的 磁 面 移动 得 愈 多 . 
因为 s 和 1 , 故 移动 量 也 是 一 阶 小 量 , 所 以 这 时 环形 磁 面 仍 可 以 看 
成 是 原来 半径 为 ro 的 那个 磁 面 ,只 是 其 圆心 移 至 R= Ro 十 A(ro) 
处 , 变 成 了 一 个 偏心 圆 (图 2. 21) ,在 原来 的 极 坐标 中 其 轨迹 可 以 
表示 成 (图 2. 22) 
六 一 7 十 6G(r;0) 这 10 十 A(ro)cos0. 
环形 磁 面 中 心 的 这 个 位 移 量 ACo) 被 称 为 Shafranov 位 移 . 
这 时 相应 的 磁 通 就 变 成 
gC7) 一 加 人) + plr,0), 
其 中 如 (~) 是 直 柱 近似 下 的 零 阶 磁 通 , 仅 其 自 变量 改 成 ”一 十 
A(ro)cos0. 而 9(r,0) 则 是 磁 通 的 一 阶 修正 值 . 在 ro 处 对 > 作 展 开 ， 
准确 到 e 的 一 阶 , 上 式 变 成 
br) 一 内 (ro 十 Aro)cosg) 十 血 (ro 十 Aro)cosg) 


一 加 (ro) 十 _ Alro)cos0 十 (7,0). 


因为 g(r) 和 yo(ro) 是 同一 个 磁 面 的 磁 通 值 ,所 以 大 小 一 定 相 同 ， 
yr) 二 (ro) (但 g(r) 关 i(7)) .这 样 从 上 式 可 得 一 阶 磁 通 的 修 
正 值 


图 2. 21 ”环形 螺旋 籍 缩 的 磁 面 


dyo (7) 
dr 


f(r,0)=— Al(ro)cosOl 
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一 W (ro)cosO， 
pi ro) 一 一 or ,07 
利用 (2. 41) 式 ， 
1 dy 


Boo (70) 一 Bpo (70) 一 


可 进一步 把 前 式 写 成 
pi(ro) 一 一 2rR Bo (ro)A(Cro)， 


2TR，dr 
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或 


(7o ) 


把 上 面 对 特 指 ro 的 磁 面 讨论 变 成 对 任意 7 的 磁 面 讨论 ,就 可 得 出 
下 面 的 一 般 表达 式 z 
$7) = polr) 十 pilr)cosd, (2. 51) 
Vi1(7) 一 一 2xRoBa 7r)Alr). (2. 52) 
2，Grad-Shafranov 方程 的 展开 及 简化 
本 节 的 目的 是 通过 展开 得 出 一 个 关于 Shafranov 位 移 ACr) 


A(7ro) = 


的 微分 方程 ,因此 需要 将 Grad-Shafranov 方程 从 大 柱 坐 标 系 (R， 


2Z) 变 到 小 柱 坐 标 系 (r,9) 中 去 .利用 下 面 的 变换 式 
Z 


2 _ _ 2 2 
7? = (R— RO)’+2, Ey 


可 得 相应 的 微分 变换 式 


tan0 = 


而 其 中 


将 它们 代入 前 式 ,可 以 有 


9 _ 0 sin09 


QR Or 7 O90. 
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同样 可 得 


9 ,2 19 3 工 9 

Ri aZi Yr Br dr) 7 B08 
19 1 os0 sm S|. 
RAaR™ Rrcos0\l" Or + % 


最 后 可 得 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 A 在 (r,0) 坐 标 系 中 的 表达 式 


,34 占 避 |e6s0 全 一 sn 3 
j2 O00 Ro, + rcoso 


十 


”Dr Or r+ oO0) 
(2. 53) 

其 中 ,需要 作 小 参量 e 展开 的 是 1/R= 1/(Ro 十 rcos0) 法 

(1/Ro) (1 一 rcos0/Ro), 由 于 小 量 (r/R) 总 是 和 cos9 在 一 起 ,所 以 

算 子 A* 的 展开 也 可 以 近似 地 看 成 按 cos9 的 展开 

A*= 二 Ao 十 Al， 


其 中 展开 的 零 阶 和 cosl 无 关 : 
.19/,3|, 12 
Au -一 y Or ”Dr 十 7-2 Db2， (2., 54) 
而 展开 的 一 阶 在 准确 到 时 可 写成 
x 1 9 0 9 1 9 
A = -去 | 1 一 Ros cos0 3 2 号 | 一 忘 cos4 Dy 
(2. 55) 


所 以 Grad-Shafranov 方程 (2. 49) 的 左面 展开 到 一 阶 是 
A*y = A gt Mohlr,0) + Ar yo). z 
而 Grad-Shafranov 方程 的 右面 也 可 以 作 相 应 的 展开 . 首先 要 展开 


= (Ro 十 rcos0)2 人 Ri 十 27RocosO， 
其 次 是 , 
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yo “内 
d 0 
po\ dy 1 


dy dy y 


dP (yo > 
一 an 


BD Ap ,4 dE] 
P 


最 后 是 


d 。 
70D ST) cd 十 页 ， 


这 样 方程 式 右面 的 零 阶 量 是 


dP go) ye d72(yo) 
dyo 2 dyo ， 


S| IC) d7 (yo) | 


a dyo 


一 4r2HR。 
而 一 阶 量 是 
dP (yo) dL( 0 
— {ar LR: :| dg 二 pe a [70 I ] yr)eoso 
dP (y,) 
dyo 
令 J 二 T(Jo) 及 Po 二 Plyo), 则 零 阶 的 Grad-Shafranov 方程 可 写成 


、 dP d7 
人 一 _ 2 一 -0 一 一 0 
0 Wo 0 dyo 0 dy . 
而 一 阶 的 Grad-Shafranov 方程 为 
A filr,0) + Ar yo 


一 8 4Ror coso, 


47uR 十 A27 


(2. 56) 


dP。 
dy。 


一 页 00) 这 | 4nepR 


一 一 8 puRor cOSUO 


2 dP 27 d7。 
° dy 二 ylTo a (2. 57) 


可 证 零 阶 的 Grad-Shafranov 方程 和 一 维 螺旋 钞 缩 的 平衡 方 
程 等 价 : 考虑 到 这 时 的 磁 通 yo(r) 和 09 无关, 且 


dyo (7) 
j=:27RoBalr), To 一 2rRoBn/p, 
则 零 阶 方程 变 成 
2rA。 9 dP dBw1 d 
Au po = 六 B37‘?Bo) 一 一 | 4rpuRe 4 十 4x “RoBw 本 -一 妇 | 3 
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用 dyo/dr 同 乘 方程 两 边 , 稍 作 整 理 可 得 
Bo _ 


d P, 十 Bw + Be 一 
dr 24 Lr 
这 个 方程 就 是 一 维 几 何 中 螺旋 籍 缩 的 平衡 方程 . 


下 面 来 简化 一 阶 方程 (2. 57) ,方程 左面 的 第 一 项 可 写 为 


Ai hr,0) = Ag (和 Cr)cosb) 一 十 三 总 -5 osb — 080 
而 左面 的 第 二 项 可 写成 
Al Yolr) = — 0 pe 一 一 一 2XBocoso. 


利用 加 (r,cosbg) 一 内 Cr)cosb, 把 方程 (2. 57) 两 边 的 共同 因子 cos4 
去 掉 后 ,一 阶 方程 就 变 成 


1 9{,% 


] 
7 orl” 人 


_ griwR, dP , dPo dl | 


dp。 了 [ep dgo + 4 Papo 
利用 零 阶 A 56) ,上 式 的 右面 第 二 项 可 写成 
Yi 工 一 这 (A- Yo) 一 yi ala SrBn) | 


= [ee 多 (Bn) | 这 


儿 区 | Bw) |B-. 
其 中 最 后 一 步 , 用 到 了 (2. 41) 式 . 然后 将 上 式 代 入 前 面 的 一 阶 方 


程 , 有 
人 
dP， 
= 一 rp 十 罗 训 [六 各 Bw) 
Bw 9 -| — 1d Bo 
r Dr 和 $L r (Bn) |— r2 本 


~ 
人 


on 
A 人 
re 
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do 
加 -zr Bo 一 2pr dr 
再 代入 49)= 二 一 2xRoBoo(r)A(r), 则 有 
RoBo d drid RoByoA 
rr 全 | (ABw) | 十 RoBoA [二 r Bw) | 二 7 
dP 
一 局 0 -一 2pr 下， 
Bo dr dp、 drid BA 
rr $l SCABw) | 二 BoA 所 | r 全 Bu) |+ 7 
_ Bw 2 dP 
RR, Ro。 dr 


成 四 


2 A 
rr 1 SrBA). 
所 以 一 阶 的 Grad-Shafranov 方程 最 后 可 以 写成 
二 2 AN 2p dP, _ 了 P2 
(BA ) 一 Rs dr -Bo. (2. 58) 


对 tokamak 位 形 ,小 参量 展开 的 具体 过 程 不 同 , 但 所 得 的 最 高 阶 
(二 阶 ) 和 下 一 阶 (三 阶 ) 方 程 和 反 场 卵 缩 却 相似 .如 在 展开 的 首 阶 
有 方程 


d Br d(rBoa) 
天 | Pz 十 BoBn 十 i a =0， (2. 59) 
其 中 | 
I 
Bo (rr) = 六 sg, Bs(r) = Bo Bylr), Bal7) 一 ee ， 


其 中 Bu(r) 是 环 向 磁场 的 二 阶 小 量 ， 反映 了 环 向 磁场 沿 小 半径 的 
不 均匀 人 性. 故 平衡 方程 中 的 BoBs 代 表 径 向 不 均匀 的 磁 压 强 . 
在 t tokamak 展开 的 下 一 阶 所 得 平衡 方程 为 


CrBSA) = = 2 dP, 一 EB (2.60) 
: 0 和 
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这 些 都 和 反 场 夭 缩 的 相应 方程 一 样 , 只 是 在 tokamak 中 Bs 的 平 
衡量 是 一 阶 小 量 而 P 的 平衡 量 是 二 阶 小 量 , 故 平衡 方程 的 展开 要 
进行 到 更 高 阶 . 

也 可 以 得 到 展开 到 更 下 一 阶 ( 例 如 对 反 场 籍 缩 来 说 是 e? 阶 ) 
的 Grad-Shafranov 方程 及 其 解析 解 . 请 参 见 文献 [4]. 
3. 一 阶 Grad-Shafranov 方程 的 解 ( 完 全 导体 壁 边 条 件 ) 

这 时 ,因为 r=a 处 既是 导体 壳 也 是 最 外 边 的 一 个 磁 面 , 故 有 
ca) 一 %a0) 一 和 (ac) 一 常数 ,及 A(Ca) 一 0. 这 时 ,直接 积分 一 阶 的 
Grad-Shafranov 58) ,得 


/ i. 24y’ dPo 一 区 2 
A’' (7) 六 | 痪 dy -B p(y) dy， 
再 积分 一 次 就 有 
2py dPo zm 
A(r) = C+ | 二 | 咯 B2(y)|d 


”利用 边 条 件 ACa) 一 0， ,可 以 定 出 上 式 中 的 积分 党 数 


一 一 2py dPo ys 
“ | 六 GD | Ro dy Boly) | dy 


所 以 一 阶 方程 EM 
4A)——| -3 


| 
ZBL CD) | 络 dy —RB% Cy) dy. (2.61) 


或 利用 前 面 给 出 的 定义 (2.52) 式 ,yi (7)= 一 2xRoBw(r)A(y), 可 
以 最 后 把 扰动 磁 通 写成 
pi(r) = 2rxRo Bo Cr) | = 


| 办 一 是 BCy)|dy 


(2. 62) 

4. 垂直 场 大 小 的 估算 
如 果 不 用 导体 壳 , 也 可 以 用 一 个 垂直 声 B, 来 使 等 离子 体 环保 
持平 衡 . 为 了 估算 这 个 垂直 场 应 取 多 大 值 , 可 以 假定 它 的 加 入 仍 使 


平衡 磁 面 和 有 导 壳 时 的 一 样 , 即 仍 保持 上 面 的 边 条 件 及 一 阶 解 的 
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形式 不 变 . 这 时 垂直 场 B, 的 值 可 以 近似 地 用 边界 r==a 处 角 向 磁 


场 Bo(a) 的 垂直 (2Z 向 ) 分 量 来 给 出 
B, = Bez 一 | 。 有 (Ca) = 一 


从 上 式 可 以 看 到 ,为 了 完成 积分 ,多 要 得 出 有 导体 壳 时 的 Bo(a) 表 


Sf By(a)cosb) (2. 63) 


_1dy 
Belr) = 27R dr 
利用 R= 二 Ro 十 rcos0, gC) 二 Jo(《r) 十 《7,0) ,r= 二 ro 十 A(r)cos0, 有 
1 r dgolr) dylr7) 
Bel7) ~ 2xR, 1— RCos0 | dr 十 dr 
1 a 
= 二 | ] 一 Roy 
dyo (7) dz dy (7r) 四 
Xx | dr |» T dr |- * Alr)cosl 十 dr , 十 ， 
上 式 最 后 一 项 ,在 代入 (2. 52) 式 及 Bw 的 定义 后 ,有 
i = — SACr) gosb, 
/ 2 dgo| .dA 
| - 一 COSOA(C7) 十 可 d 一 COSL ne .og 
把 它 代入 前 一 个 式 子 中 后 ,可 消 掉 dipo/dr?| 的 项 ,得 
1 dyof, rr da 
Bul(7) = DR gy 1 Roost 二 ,Cos0 
三 Bw Cr)| 1 一 羡 cosb — A’(ro)cos0|. - (2. 64) 


上 式 中 恒 等 号 后 第 一 项 Bw《ro) 是 直 柱 ( 零 阶 ) 时 的 Bo 值 ;第 二 项 
表示 等 离子 体 弯 成 环 后 ,原点 ( 磁 轴 ) 不 动 而 环 外 侧 的 Bo 值 要 比 环 
内 侧 值 小 的 环 效应 ;第 三 项 表示 由 于 磁 面 中 心 外 移 而 产生 的 环 修 
正 . 这 后 两 项 都 含有 cosb, 因 而 隐 含 着 垂直 (z 向) 分量 . 把 上 式 代 
入 计算 垂直 场 B, 的 积分 ,由 于 周期 性 ,第 一 项 为 零 , 剩 下 的 是 
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B, = Bez=— | Ba)cosze| € 


人 十 A' (a) 2 


一 一 方 Bn(a)| 息 十 A’'(a)|. 


其 中 A' (4) 可 通过 一 阶 Grad-Shafranov 方程 的 解 得 到 


| dP， 
aB2 (a)A' (a) -| 2pr 本 一 Bolr) 
2 
一 < (rip, 和 zn, 十 Bo rdr 
0 : Zk 
2 吉 
= 一 黎 | 杯 + 至 ， (PuCa) 一 0) 
其 中 ,上 加 横 线 表示 如 下 运算 : 
二 = 了 i| 4CD)2mrdr， 
所 以 
MD- 4| Le 十 工 Bo 
Ro\ Bi (a) /2 > Ba (a) 
__4lAF,1, 
Ro\ Pt 2 


其 中 Bo 二 Po/(B% (Ca)/(21)) 为 (小 截面 ) 平 均 的 角 向 8, 而 4 二 
人 /2 人 7 风 为 等 了 体内 感 , 将 二 式 代入 (2 64) Bo(a) 的 表达 式 
后 ,又 可 得 


Bela)= Bo a) 1 一 Reos0 — A Ca)cosg | 


Bo 十 pl 一 :] 


一 Bu(a)| 1 十 


cosg | 


一 = BnCa)|1 1 十 是 4eose]， 


其 中 ， A= pst+h/2—1. 将 一 两 式 代入 ,最终 就 得 到 了 要 直 场 的 信 
算 什 
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B, = = 2R-Bn(o)A. (2. 65) z 
这 和 从 更 精确 的 解 得 出 的 垂直 场 值 ( 见 | 
B, = 3K- Bono) Bs 十 ln > 一 。 2 一 之 > 十 | (2. 66) 


相差 不 多 . 二 二 中 的 对 数 项 和 等 离子 体 环 的 自 感 有 类, 例如 一个 半 
径 为 及 .截面 为 的 导体 环 其 环 自 感 就 为 


3£ 一 工 | (2. 67) 


另外 等 离子 体 环 的 内 感 和 角 向 太 场 的 前 面 Bo(r) 有 关 , 而 BoCr) 
又 和 等 离子 体 电流 的 径 向 剖面 J,(r) 有 关 ( 安 培 定律 ), 所 以 4 是 由 
电流 分 布 决定 的 . 一 般 , 电 流 密度 分 布 (剖面 ) 的 中 心 愈 尖 ,内 感 就 
愈 大 . 例如 当 电流 密度 为 趋 肤 分 布 时 ,6 一 0 为 均匀 分 布 时 ,6 一 
0. 5; 为 抛物 线 分 布 时 ,4 一 0. 92 ;为 零 阶 贝 塞 尔 函 数 分 布 时 ，/4 王 
1. 0. 


L = pxR 
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一 个 已 经 处 在 平衡 态 的 磁 流体 体系 ,在 受到 小 扰动 时 ,往往 会 
在 平衡 态 附近 作 本 征 运 动 . 当 体系 处 在 热力 学 平衡 或 近 热 力学 平 
衡 状态 下 时 ,这 种 本 征 的 集体 运动 振幅 往往 只 《有 热 噪 声 的 水 平 , 并 
维持 在 这 个 水 平 上 ， 它们 被 统称 为 (稳定 的 ) 磁 流体 力学 波 ， 本 章 将 
分 别 讨论 均匀 和 非 均 匀 磁 流体 中 的 典型 磁 流 体 波 . 


3.1 均匀 磁 流体 中 的 磁 流 体力 学 波 


3.1.1 简 述 


1. 离子 声波 

这 和 普通 流体 中 的 声波 类 似 ,是 由 磁 流 体 密 度 的 朴 密 扰动 引 
起 并 由 热 压力 驱动 而 形成 的 纵波 , 即 其 传播 方向 大 和 流体 元 扰动 
ui 的 方向 一 致 . 由 于 运动 方程 中 只 须 考虑 热 压力 , 故 描写 这 种 扰 
多 的 是 封闭 的 流体 力学 方程 组 


av 0 


把 所 有 的 量 分 成 平衡 量 和 扰动 量 两 部 分 
P=pPo pi & = Wt = uu = 0), P= P+tP, 
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取 无 宏观 流动 的 空间 均匀 平衡 量 9p0/3t= 二 0, V po 二 0,9Po/9t， 
VP,=0, 并 假定 扰动 量 ( 比 起 平衡 量 来 ) 是 一 阶 小 量 即 

Ai/Ao = el1, 
然后 将 它们 一 同 代入 方程 ,消去 平衡 量 , 略 去 二 阶 及 二 阶 以 上 小 


量 ,最 后 就 得 出 关于 扰动 量 的 一 阶 线性 方程 组 


Or 
0 a =— VP, 


Pi A1 
~1_7y 人 =0, 

Po Po 
pVem=0. 


其 中 用 到 了 : 常数 二 Pop。 及 
(Po 十 P1) (po 十 01) 


— P pp) | 01 
=Popr’(1+ P|[1+ 人 | 一 Poco 十 瑟 pe 


为 了 解 上 述 方 程 , 令 ( 相 当 于 对 上 外 方程 作 全 里 叶 展 开 ) 
(Pi 0O1 ) 万 1) CC (ui» 04» Pt)exp[Li(K 。 太一 wt) ] ， 
利用 wi, 可 得 代数 方程 组 
WPOour 一 kP, 
Pi/Po = YPpi/po, 
Wor 一 Pokui. 
经 过 化 简 , 可 得 
_ P, 2 
woous 一 CR 一 一 YP 4 
此 方程 有 非 平凡 解 的 条 件 是 wi 的 系数 为 零 , 即 
2y Lo 
w = k’7 bo: 
于 是 最 后 得 离子 声波 的 色散 关系 


7P, = 一 |/ (3. 1) 
w= 二 士 p= s po * 
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其 中 C。 是 相 速 度 , 一 般 称 为 离子 声速 . 下 面 更 普遍 的 推导 表明 ,在 
无 磁场 时 离子 声波 的 传播 方向 是 任意 的 ,而 在 有 磁场 时 它 是 沿 磁 
， 力 线 传播 的 . 
2. 阿尔 文 波 
在 第 一 章 中 曾 指出 , 当 磁 力 线 在 垂直 它 的 方向 上 受到 扰动 时 ， 
会 产生 一 个 恢复 力 一 一 磁 张 力 , 从 而 使 磁力 线 像 弹性 弦 一 样 振动 ， 
并 产生 一 个 沿 磁力 线 传播 的 横 波 ( 即 磁场 的 扰动 方向 和 传播 方向 
相互 垂直 的 波 ). 而 在 理想 磁 流 体 中 ,由 于 流体 元 和 磁场 冻结 在 一 
起 ,所 以 同时 也 带动 流体 一 起 作 横 波 运 动 . 这 种 ( 电 ) 磁 场 与 流体 元 
同 为 横 波 的 电磁 流体 波 就 称 为 剪 切 阿尔 文 波 . 这 时 在 运动 方程 中 
必须 计 入 磁场 和 电流 的 洛 伦 兹 力 ,由 于 涉及 B 和 J 这 两 个 量 , 完 
整 的 方程 组 由 以 下 方程 组 成 


du 
“Oo p=JX8, 
大 dz 
一 二 VXB 
2P1, ul A ? 
Bl, ul VvV.B= 0， 
A VXE=-— 2, 
上 
x E, 


图 3.1 .坐标 系 示意 图 一 PtuxXB=0. 
取 图 3. 1 所 示 的 坐标 系 , 并 设 平衡 解 为 
w=0, Jo=0, E,=0, B,= Boe,., 
其 中 B。 是 与 时 、 空 无 关 的 常数 . 运动 方程 右面 可 化 为 
ps 2 = VX B) x B= .|BB— zB , 
| 利用 上 述 的 极 化 关系 Ul | Bl ;及 :一 Bie,, 上 式 右面 两 项 在 展开 到 一 
阶 时 为 
B'=(Boest Biey)* (Boes+ Bie TB:, > V.。(CB27) 一 0， 
aB, 


V* (BB)=(V. B)B+(B. VB=(B,* VB) 一 有 Be er 
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所 以 线性 化 的 方程 组 最 后 可 写成 
po a 学 (ey 方向 )， 
er 方向 )， 
Ei 二 +uBo=0 (ez 方 问 )， 
其 中 用 到 了 线性 化 的 法 拉 第 定律 及 广义 欧姆 定律 
VX EE, -于 ， u X 万 ,十 五 ,一 0. 


从 而 可 知 E1= 二 Ee; 必 在 e: 方 向 .对 线性 方程 组 作 傅 里 叶 变 换 后 得 
一 代数 方程 组 


BB 
一 WPouzr ~ 了 Bt， 
kE., = wpB',， 
EF; = -一 7 


由 此 可 得 色散 关系 


Bo 2) 
w 二 十 kV A, Va 一 Ho， (3. 


其 中 的 相 速 度 Va 称 为 ( 剪 切 ) 阿 尔 文 波 速 . 


2. 压缩 阿尔 文 波 
这 是 由 磁 压 力 和 热 压 力 共同 驱动 的 一 种 电磁 横 波 .流体 纵波 . 
描述 它 的 磁 流 体 方程 组 为 
0 诗 =— VP+Jx8, 


9p 
ar Vv (pu) = 0， 
Pp™ = Pooy ， 

1 
了 一 一 xB, 
J nV 
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VY°*B=0, VxE= 一 党 

取 图 3. 2 的 坐标 系 , 设 平衡 解 为 Uo =0,Jo 
二 0, 于 是 可 知 9p0o/93t==0, Eo 二 0,V Po 二 0， 
9Bo/dt=0. 进一步 假定 Vpo 二 0, 并 取 Bo= 


(0,0,Bo), 由 一 阶 线性 运动 方程 


x kj (el) =— VP,— 


图 3.2 坐标 系 示 意图 二 
再 利用 


Pi/Po = 7Yp1/po, V°* (BB) ~ Bo VB, 
V* (BL) = VC(B) ~ V(2Bo * BI) = 2Bo V Bi,, 
以 及 一 阶 的 法 拉 第 定律 


oB, 、 
a ~— YX E 一 VX (Ul X B,) 一 (Bo 。 Vui 一 BoV: Ul, 
最 后 可 得 一 阶 联 立 方程 组 
Ou YP 1 
po EE 一 一 VCOl 十 Bo * VB — 了 VBi:., (3.3) 
oB 
3 = (Bo Wu — BoV*u, (3. 4) 
90 
FOV = (3. 5) 
在 健 里 叶 变 换 后 ,从 (3. 5) 式 可 得 
ps = mk 。 Wi; (3. 6) 
从 (3.4) 式 可 得 
B; = Sk 。 1 )e。 一 op (3.7) 


由 (3. 3) 式 的 傅 氏 变换 及 ps 的 表达 式 (3.6) 可 得 
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WU, 一 Ck . Ui ) -一 Va Bp, 十 Vap 大 (3. 8) 

所 以 最 后 的 色散 方程 是 由 Bb 和 Uk 组 成 
的 封闭 方程 组 (3.7) 和 (3. 8). 
下 面 先 来 讨论 一 种 比较 简单 的 压缩 
阿尔 文 波 (也 称 磁 声 波 ), 这 时 取 大 一 Aiel 


(ki = 0), Wu: = urel 《2 1 一 0)， 天 | Ur 


(图 3. 3)， 假定 Bi 在 e。 方向 ,有 Ce k,ui(el) 
B 
B, = kl UrEz， 图 3.3 坐标 系 示 意图 三 
将 上 式 代 入 (3. 8) 式 后 ,得 | 
OA Vi 
Wu, 一 kl Ur 十 kk Uk, 
故 有 色散 关系 
w= A (C 十 VA)， (3. 9) 


相应 的 相 速 度 为 Vos 二 Cs 十 Va, 很 明显 它 是 由 热 压强 和 磁 压 强 
共同 驱动 的 ,因此 其 相 速 度 ( 在 三 种 磁 流体 波 中 ) 也 是 最 大 的 . 从 上 
面 的 讨论 已 经 可 以 看 出 ,从 它 的 电磁 极 化 来 看 是 一 种 横 波 (Bi, E， 
彼此 垂直 同时 又 都 垂直 于 传播 方向 上 ) ,而 从 流体 的 极 化 来 看 却 又 
是 纵波 (| ). 

最 后 ,通过 列表 把 已 经 讨论 过 的 三 种 磁 流体 波 作 一 小 结 , 见 表 
3.1. 

表 3.1 三 种 磁 流体 波 


磁 流体 波 流体 极 化 电磁 极 化 驱动 源 
离子 声波 纵波 无 热 压力 
剪 切 阿尔 文 波 。 横 波 模 波 磁 张 力 
磁 声 波 纵波 模 波 磁 压 力 十 热 压力 


84 第 三 章 磁 流 体力 学 波 


3.1.2 磁 流 体 波 的 严格 推导 


这 时 的 出 发 方程 仍 是 由 扰动 的 B: 和 ux 组 成 的 联 立 方程 组 
(3.7) 与 (3. 8) 


B 
B; = jk: * Uj)es 一 Bs, 


wu; 一 Gp. 。 Ui) 一 人 zB; 十 Bk 
平衡 磁场 也 仍 在 e: 方向 ,但 波 的 传播 方向 比 
上 市 更 一 般 ( 如 图 3. 4): 

Bo = (Co Boy, Bos) = (0,0,B,o); 
k= = (k,.,k,,k.) 一 (ksing, 0,kcos0), 

图 3.4 波 在 任意 方向 

4， 让 在 任意 方向 其 中 9 是 和 Bo(e.) 间 的 夹 角 . 由 此 可 写 出 

(3.7) 及 (3.8) 式 的 6 个 分 量 方程 
Bo 


Bi = 人 — Rugr 9 


已 ,一 一 bBo, 
ty w zUky, 


Bi = op, 
C2 V4 
WUkz 一 kt z(kiuiz 十 kure) 一 Bt zBiz 十 Bi rz 
TV 
WUky— B.* :Bi,, 
C2 


Wurz — kz (kurz 十 kure). 


它们 的 e, 分 量 相互 耦合 ,但 和 其 他 两 个 方向 解 耦合 ,所 以 可 以 把 
ey 分量 单独 求解 . 将 其 中 的 一 个 代入 另 一 个 后 可 得 一 文 波 的 色散 
关系 

w 一 kiVi. (3. 10) 


i a 
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这 波 显然 就 是 剪 切 阿尔 文 波 , 它 只 在 平行 磁场 方 回 传播 . 将 另 两 个 
方向 上 的 扰动 磁场 代入 扰动 流速 的 方程 后 有 
Wu = CRs 十 有 Realte) + CR: 十 RV 
Wiupe—= CR Ra 十 kz ). 
由 上 式 得 
kk。 
mw2 一 ksC: 
再 代入 前 一 个 方程 后 可 得 色散 方程 
wz(ow2 一 RE2C2) — (RC? 十 kV) (wz 一 R2C2) 一 hk2Ct 0， 
wt 一 ks(Cs 十 VA)w2 十 R4CSVAcos20 一 0. 
这 个 关于 的 4 次 代数 方程 存在 两 个 解 


2 
WU kz 一 Cupz 9 


4C2Vicos’0 C3.11) 
(C? 十 了 2)2|” 

其 中 的 高 相 速 解 ( 取 “十 ?号 的 解 ) 一 般 称 为 快 磁 声 波 ,而 低 相 速 解 
( 取 “ 一 ”号 解 ) 则 称 为 慢 磁 声波 . 

特别 当 CVacos9/ (Cs 十 VA)&1 时 : 快 磁 声 波 ( 取 正 号 解 ) 变 


wf = FC! + VA) 1 土 ./1— 


成 
. (3. 12) 
这 就 是 上 节 说 的 压缩 阿尔 文 波 : 
而 慢 磁 声波 ( 取 负 号 解 ) 变 成 
“~ CVa 
ww 一 Ek. 一 一 一 一 一 9 (3. 13) 
VC 十 了 


如 果 进 一 步 假 定 Va 污 C,, 则 它 退 化 成 上 面 所 说 的 离子 声波 Cw 
&.C。)， 

图 3. 5 给 出 了 上 述 3 支 波 在 以 磁场 方向 为 对 称 轴 时 ,不 同 传 
播 方向 大 下 的 相 速 度 取 值 (曲线 ). 从 中 可 见 前 切 阿 尔 文 波 和 离子 
声波 都 是 沿 磁力 线 传播 的 ,它们 在 垂直 于 磁力 线 的 方向 上 均 不 能 
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传播 . 而 快 磁 声 波 ( 压 缩 阿 尔 文 波 ) 则 可 以 在 所 有 的 方向 上 传播 (这 


是 和 它 的 驱动 机 制 有 关 的 ). 而 且 磁 声波 的 波 速 是 3 支 波 中 最 快 
的 ,然后 (在 YA 之 C, 时 ) 依 次 是 剪 切 阿尔 文 波 、 离 子 声波 . 但 如 果 
回 到 未 作 近 似 的 磁 声 波 解 ,在 C, 沁 Vs 时 ,所 得 到 的 离子 声波 的 波 
速 将 大 于 剪 切 阿尔 文 波 速 . 


图 3.5 各 磁 流 体 波 相 速 随 传播 方向 的 变化 


3.1.3 各 种 非 理想 效应 的 影响 


1. 有 限 电 导 对 剪 切 阿尔 文 波 的 影响 
Bh 当 等 离子 体 的 温度 比较 低 时 ,电阻 
小 ， 不 可 忽略 ,这 时 在 广义 欧姆 定律 中 必须 
2 ”加 入 电阻 项 . 如 果 取 如 图 3. 6 所 示 的 坐 
标 系 , 令 Bi1 ,ui 在 Cy 方 同 ,而 Bo,k 在 E> 
方向 (下 面 可 证 Ei,Ji 在 e; 方 向 ), 其 中 


/ 


El, 
. 下 标 为 “1” 的 量 表示 扰动 的 一 阶 小 量 ， 
图 3.6 坐标 系 示 意图 四 下文 流 将 自 下 而 的 线 住 电 
”上 阻 磁 流体 方程 组 描述 本 
Su pe (3. 14) 
aE_ _ 38 \ 
=- 入， (3.15) 
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EuBo=7, (3.16) 
1 9%, 
/i 一 一 p Bz 《3. 17) 
令 上 面 的 所 有 扰动 量 都 正比 于 


A = Arexp[i(kz 一 wt)] 
(这 相当 于 作 傅 氏 变 换 ) , 则 由 (3.15) 式 有 &E 一 oB,; 然 后 将 它 和 
(3. 17) 式 代入 (3. 16) 式 后 得 


E; 十 uiBo = 7 =— kB = 一 EF, 


所 以 有 


Wu 一 一 Lo， 一 一 bo kp 
HPo HPo 凡 
将 前 一 个 天 于 Ei 的 表达 式 代 入 后 ,得 出 色散 方程 
wl 1 十 ie 一 kV. (3. 18) 
HW 


. 可 以 看 出 ,由 于 电阻 不 为 零 ,上 面 方程 是 一 个 复数 方程 , 故 色散 关 


系 将 含有 虚 部 ,也 即 有 耗 散 项 . 如 果 想 知道 波 随时 间 的 衰减 解 , 则 
一 般 令 波 数 为 实数 ,而 频率 为 复数 w= 二 wi 十 iwi. 下 面 只 讨论 
ww 的 弱 阻 尼 情 况 . 将 复 频 代入 上 式 ,得 


of + igo 十 到 好 (or + en) 一 keV 
由 上 式 的 虚 部 为 零 ,可 得 
m= 一 元 所 <0. (3. 19) 
F . 
这 表明 ,这 支 波 是 随时 间 指 数 衰减 的 . 将 它 代入 前 式 的 实 部 并 上 略 去 


的 色散 关系 i 
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2 一 bp2 
w. 二 上 


2 
V2 一 ak ~ k2V?. (3. 20) 


这 样 ,电阻 的 计 入 只 是 使 前 切 阿 尔 文 波 随时 间 指 数 衰减 ,其 衰减 的 
特征 时 间 为 
2 
TAR 
其 中 o=y' 是 电导 ,而 从 一 & :是 波 的 特征 波长 . 这 个 衰减 时 间 和 
电阻 所 引起 的 磁场 扩散 的 特征 时 间 r= puZ 相近 (只 要 认为 体系 
的 特征 尺度 工 一 1 人 /RE 一 人) 

有 时 在 实验 上 测量 波 随 空间 距离 的 衰减 更 为 方便 ,这 时 可 以 
取 频 率 w 为 实数 ,而 波 数 为 复数 有 =&. 十 i. 将 它们 代入 色散 方程 
后 ,有 


Tq 一 入” 2Hco]2 ， 


ww 一 pV 十 j ke = 0. 


这 时 色散 关系 用 下 面 的 方式 表示 比较 方便 


~ Va ATVA 二 yh 


其 实 部 就 是 剪 切 阿尔 文 波 = 二 土 o/V 4, 而 虚 部 为 


1 。 ww7 
1 2HpVA 


(3. 21) 


这 表示 ,电阻 使 阿尔 文 波 在 沿 空间 传播 时 衰减 ,其 衰减 的 特征 长 度 


la -一 k2 。 


由 此 可 以 引进 一 个 无 量 纲 参数 (用 它 表征 电阻 效应 在 磁 流体 行为 
中 是 否 重要 ) 


L= = ~ MB OO (3. 22) 
这 参数 也 称 Lundquist 数 , 当 工 污 1 时 可 以 忽略 电阻 对 磁 流 体 的 影 


响 ,用 理想 磁 流 体 方程 就 能 很 好 地 描述 等 离子 体 的 行为 .反之 , 则 
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应 该 在 磁 流 体 方程 中 计 入 电阻 项 . 


如 果 进 一 步 考虑 黏 性 效应 , 则 只 需 在 运动 方程 中 加 入 黏 性 刀 
项 (其 他 方程 和 上 面 的 电阻 磁 流 体 方程 组 相同 ) 


———VP-+JXxXB+Y Vu, (3. 23) 


其 中 7y 是 剪 切 黏 性 系数 . 实行 傅 氏 变换 后 ,经 过 简单 的 计算 可 得 如 
下 色散 方程 

1 十 i 2 一 k2V4. (3. 24) 
把 它 和 只 考虑 电导 的 结果 相 比 ,只 需 把 那里 的 1/ (jo) 作 替换 
1/Cuo) 一 (1/Cp0) 十 Y/po) 即 可 . 当 取 上 ,wr 为 实数 时 

工交 
po 下 Po 


2 


LOwW 


| z (3. 25) 


而 当 取 w,k: 为 实数 时 


_1 
太一 了 


2 


1 7 | ow 
po | pol VX 
2. 柱 形 几 何 下 的 扭转 (torsional) 阿 尔 文 波 

实验 室 中 的 等 离子 体 多 为 柱 形 或 可 由 柱 形 近似 代表 的 环形 ， 
所 以 柱 形 几 何 是 磁 流体 分 析 中 常常 碰 到 的 . 平板 模型 (直角 坐标 
系 ) 则 多 用 在 空间 等 离子 体 物理 的 讨论 或 用 在 一 些 定性 说 明 中 . 一 
艇 实验 室 柱 形 磁 流体 在 径 向 总 是 显著 不 均匀 的 ,所 以 对 这 个 方向 
上 的 拢 动量 无 法 作 傅 里 时 变换 ;它们 所 满足 的 方程 也 就 不 能 从 微 
分 形式 转变 成 代数 形式 . 为 了 要 得 到 色散 关系 ,通常 先 得 出 微分 方 
程 的 通 解 ,然后 用 有 界 磁 流体 所 应 满足 的 边界 条 件 来 定 解 ,而 从 定 
解 条 件 就 可 以 得 出 色散 关系 . 在 这 一 子 节 中 ,为 了 描述 起 来 简单 ， 
我 们 取 这 样 的 近似 ; 假定 磁 流 体 的 各 平衡 量 都 是 均匀 的 (不 依赖 
于 径 向 坐标 ) ,但 扰动 量 在 径 向 是 非 均匀 的 ,不 能 作 传 氏 变换 . 而 更 
符合 实际 情形 的 非 均 匀 磁 流体 处 理 , 则 放 在 下 面 讨论 . 

从 描述 剪 切 阿尔 文 波 的 磁 流 体 方程 出 发 ， 


(3. 26) 
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CC 


du 

rg:™—= XB, 
VxB= 1y), 

7 一 下 十 &X 了， 


35 
VX E=— 3. 


取 平 衡量 为 B= Boe,,wo 二 0,p 二 po 二 常数 ,而 扰动 量 为 

Ul 一 (UryUes Us) = (0,u,0), Bi = (B,,Bo,B,) = (0,B,0). 
假定 不 可 压缩 条 件 成 立 ,有 V， w=0, 并 且 扰 动 是 轴 对 称 的 ,有 
9(u,B1)/90 二 0. 于 是 线性 扰动 方程 为 


Om 
pa = XB,, (3.27) 
Vx B= 1], (3. 28) 
i 一 地 十 Ul X Bo),， (3. 29) 
oB 
VxE i . (3. 30) 
由 (3. 28) 式 可 得 (下 面 为 简单 略 去 了 下 标 “1”) 
1 oB O 
:一 去 | 一 家 十 六 这 (7B)e:| 一 (J,,0,J2)， 


、 取 时 间 上 和 坐标 > 的 健 氏 变换 后 ,扰动 电流 的 分 量 为 (同样 为 简 


单 , 在 不 会 引起 误会 的 情况 下 略 去 了 下 标 “h”) 


_ _1l19 
J,. 三 jrO (7rB) 
由 (3. 27) 式 的 es 分量, 可 得 
__Bk, | 


下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 . 
0) 电阻 7=0 的 理想 磁 流体 情况 . 将 (3. 29) 代 入 (3. 30) 后 可 
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， 


得 其 ev 分 量 
oB Ou 
Ot Bo Oz ” 
k k? Bo 
B=— wbou 一 3 ot? 


上 式 最 后 一 步 代 入 了 (3. 31) 式 . 由 此 可 立即 得 剪 切 阿尔 文 波 的 色 
散 关 系 


2 72 ;Bo 
= VA VA (3. 32) 
这 个 结果 和 平板 模型 的 结果 相同 .同时 有 
J 
w= lipB, J,=—i 8B. 


V Co 
(ii) 电阻 90 的 非 理想 磁 流 体 情况 . 对 (3. 28) 式 两 边 同 求 旋 
度 , 并 依次 代入 (3. 29) 和 (3. 30) 式 ,结果 有 


Vx (Vx B)= VX [E, + wu X Bo] 


_£[_ 22， . 

一 7 | 一 Dy 十 (B,。 Wu |. 

在 柱 坐 标 系 的 es 方向 上 展开 上 式 并 对 扰动 量 作 传 氏 变换 ,得 
2B 1 BB , .L000B ju) 一 0. 
Ei 了 kB+i ob kBou) = 0 


然后 代入 关于 x 的 表达 式 (3. 31) ,得 


今 
如 一 一 上 十 i 把 [1 一 所 一 一 阁 [w 一 中 二 名 
(3. 33) 
则 上 述 方程 化 成 一 阶 的 贝 塞 尔 方程 
2 二 工 丢 十 | 必 一 点 B=0. (3. 34) 
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OC 
其 解 是 J(kr) 或 Y1Cker), 但 后 者 在 r=0 处 发 散 , 故 在 +=0 处 有 
界 的 解 是 

Bislr) = BuJi (ker)exp[i(kz 一 wz)] = Bexp[iChs — -wt) ]， 


B = Bie]! (kr) 9 (3. 35) 

其 中 Bw 是 一 个 常数 .而 其 他 量 分 别 为 

Bok kk 
2 一 一 B, FE,=~—~|IV:—i 7 Jkr) 

HPow WwW A | 2 |B， 一 pk Ti(k. 7)B? 

上 __ k. Jo(ker) 
J, 一 uP 一 
Tp Tk): 


其 中 用 到 了 贝 罕 尔 西数 的 北 推 公式 
对 于 这 种 类 型 的 色散 方程 解 ,为 了 得 出 色散 关系 ,需要 用 到 
7 二 a( 柱 表面 处 ) 的 边界 条 件 ( 在 更 一 般 的 情况 下 ,要 用 到 边界 条 件 
及 分 区 间 的 连接 条 件 ). 按 完 全 导体 党 的 边 条 件 ( 详 见 附录 A) ,在 
圆柱 表面 r=a 处 ,应 有 nXE=0. 用 到 本 问题 中 ,就 有 
nxXE=e,XE=— Ee=0, > Ek, = 0. 
利用 上 面 得 出 的 表达 式 , 这 也 就 是 
Jo(k.a) =0, => ka = 2,, (3. 36) 
其 中 z, 是 J 的 第 个 零点 (实数 )， 
21 一 2.405， zs 一 5.520， zs 一 8.654， 
2 一 11.79， zi = 14.93. 
将 (3. 33) 式 代入 (3. 36) 式 ,就 可 得 色散 方程 


— wk Ces 


iwn 
CO -一 kV 二 0, 


V2 十 史 
ip 


rile 


a 


结果 有 色散 关系 


(3. 37 ) 


变换 为 
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这 表明 存在 电阻 时 , 剪 切 阿尔 文 波 是 阻尼 的 .阻尼 率 不 但 和 电阻 什 
n 有 关 , 而 且 依赖 于 零 阶 贝 塞 尔 函数 的 各 零点 值 z,; 零 点 值 愈 大 ， 
阻尼 就 愈 大 . 另外 , 当 一 0 时 ,上 式 给 出 的 剪 切 阿尔 文 波 频率 并 不 
为 零 , 也 即 存在 着 截止 频率 . 由 于 存在 无 穷 多 个 零点 , 故 也 存在 无 ， 
数 多 截止 频率 ,以 及 对 应 的 无 数 支 剪 切 阿尔 文 波 一 一 它们 组 成 一 
个 分 立 谱 , 其 中 频率 愈 高 的 分 支 (z。 值 愈 大 ) ,阻尼 增长 得 愈 快 . 阻 
尼 和 分 立 谱 正 是 柱 几 何 中 电阻 剪 切 阿尔 文 波 有 别 于 理想 磁 流 体 傅 
况 的 两 个 显著 特征 . 这 种 波 又 称 为 扭转 的 阿尔 文 波 . 
3. 柱 形 几何 下 的 压缩 阿尔 文 波 

假定 平衡 量 满足 以 下 条 件 ， 

VP。 二 0，UW 二 0， po 二 常数， Bo 一 Boe:. 
同时 为 了 简单 ,不 考虑 磁 流体 的 密度 扰动 p1( 一 般 说 来 ,压缩 阿尔 
文 波 中 存在 密度 扰动 ， 考虑 了 密度 扰动 的 情况 在 本 子 节 的 最 后 计 
论 ) ,并 在 柱 坐 标 下 把 扰动 量 写 为 

Ul 一 (zz6ytz)， Bl 一 (B,, Be, B.). 
然后 只 考虑 轴 对 称 情况 9/390 二 0, 这 样 扰 动量 就 只 是 (r,z) 的 也 
数 . 其 中 磁 流 在 e。 方向 上 可 以 当成 是 无 限 延伸 的 ， 故 可 以 取 传 氏 


Ai(r,z;t) = Ai(r)exp[liCkz — wt)]. 
从 理想 磁 流 体 的 线性 运动 方程 和 磁场 演化 方程 出 发 


po 1 (Bo WB 一 Bo VB,, (3. 38) 
2 一 B。 3 — Boe: V* ui. (3. 39) 
并 利用 
VB. = Se. Vu= 二 S (ru,) + iku, 
友 重 氏 变 换 可 得 (下 面 为 了 简单， 在 不 会 引起 误会 时 略 去 下 标 “k”) 
一 iwpou = iB, 一 | 9| OF: (3.40) 
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— iwB, = lkBou, 一 Bo| 填 过 ~ (ru,) 十 iku. 上 z» (3.41) 


”其 中 的 es 分 量 和 其 他 两 个 分 量 是 解 灶 合 的 ， 


B 
一 lwpozs 一 lk Bo 一 iwBy = ikBouo, 


于 是 可 单独 得 出 前 切 阿尔 文 流 的 色散 关系 1 
另 两 个 方向 上 拢 动 是 相互 耦合 的 ,由 这 两 个 方向 的 磁场 方程 
可 得 


— iwB, = ikBou,, 一 1WB, = 一 “B, 一 上 Sr, )， 
将 其 代入 e, 方向 上 的 运动 方程 (3. 40) 
. Bo Bo, OP 
_ , ik 一 "万 一 0 二 一 = 
lwOoz; 一 i nb 六 5， 
可 得 
frl a 
到 [ 床 oo 二 | 和 作 - 吉 “= 
令 
kz? _ 2 
:yi (3. 42) 
”最 后 得 出 一 阶 的 贝 塞 尔 方程 
Ou 1 1 
和 二季 十 | -起 =。 (3. 43) 
它 在 r+ 二 0 处 有 界 的 解 是 
WU, 一 2oJ 1 (kr). (3. 44) 


”利用 边界 条 件 . 
7 一 a( 柱 表面 ) 处 有 导体 壳 ， 即 w,(a) = 0， 
可 得 色散 关系 


1 


k.a = 之 1 9 (3. 45) 
这 里 > 是 Ji 的 第 ”个 零点 ， 


zi 一 0， z] 一 3. 83， z; 一 7. 02， 
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一 10.17， zl 一 13.32， z; 一 16.47. 
在 色散 关系 中 代入 名 的 表达 式 后 ,可 以 得 到 第 支 压 缩 阿尔 文 波 


的 色散 关系 


w= o2 十 R2VA， won 一 ya (3. 46) 


其 中 ww 是 这 支 波 的 截止 频率 . 由 于 第 1 个 零点 值 为 零 , 故 第 1 文 
压缩 阿尔 文 波 无 截止 频率 ( 即 = 0 时 ,一 oo 一 0)， 而 第 2,3，… 
支 波 的 截止 频率 分 别 为 
wo 一 3.83Va/a,， wos 一 7. 02VA/a， 

因此 无 论 是 否 考虑 电阻 的 存在 ， 柱 几 何 位 形 对 压缩 阿尔 文 波 的 影 
响 都 是 使 它们 变 成 有 截止 频率 的 分 立 谱 . 上 面 给 出 的 w 可 以 从 零 
随 丰 而 不 断 增 大 , 仅 是 磁 流 体 描述 的 结论 . 实际 上 , 由 于 波 和 粒子 
的 相互 作用 ,此 波 在 频率 达到 离子 回旋 波 频 率 处 时 ,会 由 于 共振 而 
被 吸收 ,从 而 不 能 继续 增 大 . 而 其 他 几 支 高 截止 频率 的 波 , 由 于 其 
起 点 就 高 于 离子 回旋 频率 , 故 不 存在 共振 吸收 的 问题 . 

上 面 的 推导 没有 计 入 密度 的 扰动 ,如 果 想 要 同时 计 入 其 影响 ， 
只 要 在 方程 组 中 再 加 入 密度 扰动 的 连续 性 方程 


9 
+poV: ul 一 0. 


这 个 方程 将 oi 的 傅 氏 变换 和 到 ,Bi 的 傅 氏 变换 联系 起 来 . 经 过 同 
上 面 类 似 的 推导 过 程 , 最 后 仍然 会 得 到 一 个 关于 xx 一 zxr 的 一 阶 贝 
塞 尔 方程 ,其 解 为 

WU, 一 uoJ1 Ck. ). 
和 (3. 42) 式 不 同 之 处 仅 在 于 
(w? 一 R2V2)(ow2 一 R2C2 ) 
wz(VA 十 CD) 一 CA 
其 中 C2z 一 7YPu/ou 是 离子 声速 , 当 C. 一 0 时 ( 即 不 计 入 密度 扰动 
时 ),k 一 k.. 由 边界 条 件 wu, (a) = 二 0, 同 样 可 以 得 出 色散 关系 
ka 二 z!, 也 即 


k' = (3.47) | 
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(z27)2 


ww? | 1 十 p22 (Vi 十 C2) 
4C2V2 
义 |1 士 /1 一 C21y2 (3. 48) 
E 十 Ez (7A 十 CC) 


这 是 两 支 看 合 的 ( 快 \ 慢 ) 磁 声波 ,同样 在 极端 条 件 下 可 以 分 成 磁 声 
波 (但 是 带 有 阻尼 的 分 离谱 ) 和 离子 声波 (参见 前 面 3. 1. 2 节 的 讨 
论 ). 
4. 霍 尔 效应 及 电阻 效应 对 磁 流 体力 学 波 的 影响 (参见 文献 []]) 
如 果 在 包含 了 电阻 项 的 广义 欧姆 定律 中 进一步 计 入 霍 尔 电流 
的 影响 , 则 磁 流 体 波 中 的 剪 切 阿尔 文 波 除 了 会 产生 阻尼 外 还 会 分 
黎 成 两 支 所 谓 的 哨 声 (whistler) 波 或 螺旋 Chelicon) 波 ,下 面 就 给 出 
具体 的 讨论 . 
(1) 出 发 方程 组 


口 
学 十 Y， (ou) = 
du 


Po- = Po ， 
一 二 YX B， 
加 aB 
图 3.7 坐标 系 示意 图 五 VXE=— 3 V .及 一 0， 
以 及 广义 欧姆 定律 
EtuxXB=W+ XB 


正 是 最 后 的 这 个 方程 ,同时 计 入 了 电阻 和 和 霍 尔 效应 的 影响 . 
取 直 和 角 坐 标 系 (图 3. 7)， Wi 
Jo=0, w=0, B,= Boe,. 
对 上 面 方程 组 线性 化 后 后 ,可 以 得 出 一 阶 扰动 方程 组 . 首先 是 扰动 磁 


iii ii ei se re 


A ee 
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场 的 线性 方程 
P= VXB-Vx (u Xx Bo) 
_ lvx[l 了 
ng ~ (VX B) x.B, | x VX (VX B) 
一 (Bo 。 Vu— Boy: Ul 
1 


B,. VVX Bi) 十 了 V2B.. 
unig; 


其 中 用 到 
VX (Ca xX Bo) = (Bo* Vu 一 已 VD， 
Vx [L(VxX B) x Bo]= (Bo*: VCVX Bi), 
Vx (VX 8B) =— V’B.. 
其 次 是 扰动 密度 和 速度 的 线性 方程 


9 
Eb Ul 一 0， 


2 一 一 一 "yoi 十 二 (B .由 B， 
(2) 傅 氏 变换 及 色散 方程 
一 个 线性 方程 得 出 密度 扰动 的 傅 氏 变换 
Co 


1 
uP VE 


pr 一 vw: * Ur, 
将 它 分 别 代入 线性 运动 方程 和 线性 磁场 演化 方程 后 ,得 
2 
(w? _ C? A 


e.* ko— ke. *)B, = 0, (3.49) 


(Bok 。 -一 Bo, ® Kk)ui -一 era -一 14B, ®. kk x |B， -一 0， 
(3. 50) 


其 中 4=1/ (pagi) =—mi/ (4009i). 
如 果 按 上 面 给 出 的 坐标 图 ,代入 k= (8,,0,k.), 则 由 (3. 49) 式 


$ 
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的 三 个 分 量 方 程 可 得 
一 wBolksBis 一 ksBi)= poow uss 一 ppoksC? (hautz 十 Realic)， 


， (3.51) 
V? 
Upy— 也 六 ， (3. 52) 
kk 
Uzz 一 BF pCiCs te (3. 53) 


再 从 (3. 50) 式 也 可 得 三 个 分 量 方 程 
BR zs 十 | 十 i 了 | Bis + iABok?Bi, 一 0， (3.54) 


局 oR2zLiy 十 


wi 了 B — iABok (heBis — hiBi) 一 0， 
(3. 55) 
Bu — B,Cku + ku) + | 十 i | B, — iABk,k,B, = 0. 


(3. 56) 
将 (3.51) 式 中 的 (kB 一 kBi),(3.52) 式 中 的 By 以 及 (3.53) 式 
中 的 xe 代 入 (3.55) 式 ,经 整理 后 得 
[Cw?—RiCs) Cw — kiCs) — kiksCs ]zekz 


一 一 对 四 王公 es 
"oe 


其 中 的 4Bok; 有 1/t 的 量 纲 . 

再 由 名 。(3.54) 一 &:。(3.56), 并 将 (3. 51) 式 中 的 Ch Biz— 
kzBa) 及 (3.52) 式 中 的 Be 可 得 
iABoR?kV? ur, 


(3. 58) 
合并 (3.57) 和 (3. 58) 式 ， 最 后 得 到 一 个 关于 wi 的 色散 方程 


wi 2 加 ww 十 i 了 人 一 pV |— XA.B2k2k2w Vs,. 
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ww — Rk2C?) | | wii 了 人 [a wi 了 好 一 7] 一 RB hse 


= (Rc) [ol ti D6) Va — pVA]. C3.59) 


(3) 垂直 于 磁场 传播 的 波 (k. 二 0,k 一 kzez) . 
这 时 代表 截 尔 效 应 的 因子 4 不 出 现 , 故 色散 方程 (3. 59) 简 化 


成 
(Co 一 有 EC9|w 十 i 卫 好 | 一 加 lw 十 了 好] Va. C3..60) 
A A 
这 个 方程 有 以 下 几 支 解 : 
Gi) 纯 阻 尼 模 . 
由 方程 两 边 的 共同 因子 (w 十 i(7/p)&) 二 0, 可 得 


ww 一 — i (3. 61) 


因此 ,这 是 一 支 纯 阻尼 模 (w= 而 其 他 的 解 都 是 这 个 因子 取 
非 零 值 时 的 方程 解 . 
(i) 无 电阻 (7=0) 时 的 压缩 阿尔 文 波 ， 
(ow2 — kiC) = kVa, SS w=RC Vi). (3.62) 
Giii) 有 电阻 时 , (3. 60) 式 可 约 化 成 
Cw? 一 pC?)| w 十 i 了 好 = wp2V2. 
A 


这 方程 对 w 是 一 个 三 次 方程 ,不 易 求 解 . 但 对 于 上 来 说 是 一 个 关于 
好 的 二 次 方程 


4 2 2、 .了 2 
| 1 2C? | ht oC: 十 Vs) 1 op |p 十 ws3 -一 0， 


有 角 


2 一 i | CC: + Vi wi 人 


+ [C+V)o -iZ | +i Zc | 
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一 般 磁 流 体 中 的 电阻 是 小 量 ， 族 可 在 根 号 中 临 去 合 7? 的 项 ,只 保 
留 7 的 一 次 项 : 


及 2 一 1 和 | CC: 十 TVA)w 一 1 太 wr 
， VM ,ys 0 
士 w(C’ HVOTiIN Cr Ty | (3. 63) 
当 在 上 式 中 取 十 号 时 ， 
V VA 
2 _-.£. A A ,2 
如 ,一 1 双 | C ot Cacrs Vi’” 
令 w= 二 实数 ,ky 二 十 ihi, 则 及 ,? 十 i2kski, 所 以 有 
2 Va 2 ”一 :C1+ 全 (3. 64) 
‘C2? tv ， Va 
k= 志 2|1+ 十 A| w 0. (3. 65) 


按 exp[ikszj] 二 exp[ik,x 一 可 知 这 是 一 支 阻 尼 的 离子 声波 . 
当 在 (3. 63) 式 中 取 一 号 时 ， 


及 2 


2 


= 玖 十 议 (3. 66) 


即 w=k?_ (Ce 上 2)， 因此 这 是 一 支 不 阻尼 的 压缩 阿尔 文 波 . 

总 而 言 之 , 霍 尔 效应 对 垂直 于 磁场 传播 的 波 并 无 影响 (但 对 拢 
动 电场 Ei 的 极 化 有 影响 ) ;而 这 时 电阻 效应 虽 会 使 离子 声 波 阻尼 ， 
对 压缩 阿尔 文 波 却 无 影响 . 

(4) 平行 于 磁场 传播 的 波 (k,= 二 0,k 二 kec〉 、 

这 时 “ 霍 尔 因子 ”4 出 现 , 故 霍 尔 效应 将 起 作用 . 色散 方程 化 
ww 一 有 R2C2) | | ww 十 1 了 四 w 十 i 了 站 一 kV | A Bikto | 

= (or — BC) [ol oti | ER 一 ptV4 | (3. 67) 

方程 (3. 67) 有 以 下 几 类 解 . 
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(i) 离子 声波 (无 阻尼 ): 
四 mw2 = R2C2， (3. 68 ) 

(ii) 当 7 一 0, 这 时 只 显现 纯 霍 尔 效应 ,而 无 电阻 影响 .色散 方 
程 化 成 

w ww 一 _ V4) — XBiktw] 一 we 一 R-VA， 
上 式 中 的 含 4 因子 可 化 为 
ABog? miBo — kaVa 
HPoqdi Wei 

其 中 “是 敲 于 回旋 频率 . 因此 色散 方程 可 以 写成 
VA 


ws 


wz 十 keV4 一 0. 


2k2V2 + 


本 


kV 
十 


Woi 


k2V2 
2w5 
上 式 的 最 后 一 步 考 虑 到 &VA< 和 ou 而 取 了 近似 . 在 分 别 取 十 号 及 
一 号 时 ， 解 变 成 


> epi 1 十 


， (3. 69) 


All— 于 |. (3. 70) 


这 表明 霍 尔 效应 将 剪 切 阿尔 文 波 分 裂 成 频率 略 高 和 略 低 于 阿尔 文 
频率 的 两 支 无 阻尼 的 低频 离子 波 ,它们 和 平行 磁场 传播 的 低频 电 
子 哨 声波 很 相似 ,只 是 频率 更 低 . 所 以 可 以 将 它们 称 为 离子 哨 声 
波 . 从 物理 上 来 看 ,这 是 因为 剪 切 阿尔 文 波 的 电场 矢量 在 霍 尔 效应 、 
影响 下 在 垂直 于 磁场 的 方向 上 ( 左 或 右 向 ) 旋 转 起 来 ,其 极 化 从 线 
偏振 变 成 了 左旋 或 右 旋 的 圆 偏 振 , 同 时 频率 也 发 生 了 多 普 勒 位 
移 . 
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(iii) 当 7 关 0,4 关 0, 这 时 电阻 和 霍 尔 效应 将 同时 起 作用 . 
色散 方程 (3. 67) 两 边 在 消去 非 零 因子 (w? 一 &Cs) 后 可 展 成 对 
w 完整 的 四 次 (或 者 对 妈 二 次 ) 的 代数 方程 


2 
w 十 12 Lk ”一 下 十 2&eVAj|ow 


—i2 了 十 AtVA| 1 一 


wiVa—i 了 on &2 十 w= 0. 


一 


这 样 看 来 ,从 后 一 个 方程 求解 比较 容易 . 在 略 去 了 邓 的 小 量 后 ,有 
解 

(V2 CO— 1/0 ww + WVA/ we 

(1 一 w/w)V — 12(7/p) Va 


—1 
=[ 上 1 一 所 |] [1 一气 
.7 w)|? 
十 i Lo VA 1 士 所 | | (3.71) 


在 导出 后 一 式 时 ,进行 了 分 母 有 理化 、 并 略 去 了 小 量 人 从 上 式 的 
实 部 可 得 色散 关系 


有 2 = 


1 土生 | 
wii 


hi = 
” (上 干 w/owa)YA 
这 就 是 上 面 得 出 的 两 支 离 子 哨 声波 : 一 4 <“VA(L 干 w/wa) ) ;但 现在 


它们 都 具有 虚 部 - 


一 工 卫 包 -上 
ks 2ks pV TE 7 一 (3. 73) 


这 表示 ,这 两 支 哨 声波 都 是 阻尼 的 ,阻尼 率 正 比 于 电阻 率 . 
这 样 堆 尔 效应 和 电阻 效应 对 沿 磁 力 线 传播 的 离子 声波 坚 无 影 
响 , 但 霍 尔 效应 会 使 同样 沿 磁力 线 传播 的 剪 切 阿尔 文 波 分 裂 成 频 


(3.72) 
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率 略 高 于 或 略 低 于 阿尔 文 频率 的 两 支 波 ( 可 以 称 为 离子 哨 声 波 )， 


' ”而 电阻 的 加 入 则 进一步 使 这 两 支 波 受阻 尼 . 


(5) 科 里 奥 利 力 的 影响 

当 磁 流体 以 磁场 方向 为 对 称 轴 作 刚性 的 转动 时 ,原则 上 是 一 
个 非 惯性 系 . 这 时 若 仍 想 用 惯性 系 的 力学 规律 (如 本 书 给 出 的 磁 流 
体 方程 组 ) 来 描述 它 , 则 各 磁 流体 元 都 应 该 加 上 一 个 惯性 力 一 一 科 
里 奥 利 力 的 作用 (但 这 只 对 非 相 对 论 的 转速 才 正 确 ). 设 磁 流 体 以 
匀 角 速度 8=Qb(Q= 常 数 ) 转 动 (b 是 磁场 方向 的 单位 矢量 ), 则 运 
动 方程 要 修改 成 为 (参见 文献 [2]) 


0 下 一 一 VP 十 JX 下 十 2ou X2， (3. 74) 


加 上 前 面 描述 剪 切 阿尔 文 波 的 其 他 磁 流 体 方程 ,通过 类 似 的 推算 
可 得 色散 关系 . 


0 
1 一 4 仿 j 一 2kVaw’ 十 kV = 0. 
有 解 
2 72Tr2 _ 0) 2 
w= kV 一 1 2 kV', (3.75) 
2 2Tr2 Ql! 2Tr2 
ww” 一 kV 一 1 二 2 kVa. (3.76) 


这 样 原来 的 剪 切 阿尔 文 波 在 科 里 奥 利 力 的 影响 下 也 分 裂 成 相 速 度 
(频率 ) 高 于 及 低 于 原来 相 速 度 ( 频 率 ) 的 两 支 波 . 在 文献 中 常 把 它 
们 分 别称 为 快 模 (或 惯性 模 ) 和 慢 模 (或 磁性 模 ) ,同时 原来 是 平面 
极 化 的 剪 切 阿尔 文 波 现在 变 成 了 两 支 圆 偏振 的 横 波 . 这 些 都 和 坎 
尔 效应 对 平行 于 磁场 传播 的 剪 切 阿尔 文 波 的 影响 类 似 . 

应 当 指 出 ,上 面 的 讨论 只 对 非 相 对 论 的 转速 才 适 用 . 因为 这 时 
一 个 非 惯 性 系 才 能 用 在 惯性 系 的 运动 方程 中 加 入 惯性 力 的 方式 来 
处 理 , 否 则 原则 上 要 使 用 满足 广义 相对 性 原理 的 运动 方程 来 处 
理 . 


104 | . 第 三 章 ” 磁 流体 力学 波 


3. 2 非 均 匀 磁 流体 中 的 剪 切 阿尔 文 波 


3.2.1 连续 谱 阿 尔 文 波 ( 非 均 匀 磁 场 .理想 磁 流 休 )" 


取 平 板 几 何 模型 , 令 平 衡 磁 场 为 
B(x) =: Bo,(zx)e, 十 Bo.(X)e:., 
并 假定 有 平衡 条 件 
Uo 一 0， Oo 一 常数 ， Po 十 1Bo1?/2p = 常数 . 
由 于 我 们 只 讨论 剪 切 阿尔 文 波 , 故 有 不 可 压缩 条 件 
V*u=0. 
相应 的 线性 微分 方程 组 是 
Oo 2 一 去 (B ° VB 
B,* B 


a 二 (B, * V)B,,， (3. 77 ) 


一 VD 十 


可 = (B,* Vui. . (3. 78) 
在 推导 上 式 时 已 用 到 了 不 可 压缩 条 件 , 同 时 可 证 前 一 式 的 最 后 一 


项 在 本 节 所 取 的 磁场 位 形 下 为 零 . 对 (3. 77) 式 两 边 同 取 时 间 导 数 
后 再 代入 (3. 78) 式 ,可 得 


Ou 1 2 1 2| B,。» B 
ar? 一 on Bo ” V) Vi 一 po Va P, 十 4 
此 式 还 可 写成 
1 | 
ZU 一 一 一 V 二 |; 79 
Ul oo Ort (3 ) 
4 32 ， 
DBD= p03 (Bo VW, (3. 80) 
P= P + (3. 81) 


ri eps 
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其 中 多 是 一 个 微分 算 子 ,只 是 x 的 函数 而 与 .y,z 无 关 . 为 了 求 出 
本 征 方程 ,用 下 面 的 方法 比较 简单 : 首先 ,利用 VXV4 一 0, 对 
(3. 79) 式 两 边 同 取 旋 度 后 有 

VX (Zui) = 0. (3. 82) 
上 式 左边 的 x 分 量 为 


[LV x (Dui) jz= Dum), 一 (PD), | 


Bu, ax 


和 a Oy | Bz 
-一 DZ(VX Ul ) 7. 
故 可 以 得 出 以 下 方程 
Dl(VX “三 29 总 一 笋 一 0， (3. 83) 


这 给 出 了 wz 之 间 的 关系 . 对 x 的 微分 方程 可 从 旋 度 VX (pu ) 


[YX (Zu)],= us 


Oz 


9 
B37 (Zu) ”~ 0， 


Qu, 
[Vx (Bu) l= Du) DHE =0. 


Oy 
由 此 可 得 
Ous 


Du.) = (3. 84) 
XT 


(Du,) = (3. 85) 


然后 ,同时 对 (3.79) 式 两 边 取 散 度 
1 _| 9 
i . Vv: (Zn) =— 土 i P|， 
加 上 不 可 压缩 条 件 
Ou Ou, 


一 Ns | Wy _ 
Vm 二 dT ay Dz 一 0， 
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ZE 一 六 Lv SP]. (3. 86) 


(3. 84) 十 (3.85) 十 (3. 86) ,可 得 


9 
Ox (Dus) = 


9 Fy) 1 v9 
B37 (Zu) -一 D(VUuz) TT po v:| 2 | Cr, 


或 改 成 / 
DV) = Bi Du) + 六 vi| 2Pje. (3. 87) 
再 对 上 式 两 边 取 散 度 
V*: [ZB(Vu)]= 7 二 《Yui) 十 一 | es 十 2 | 
ta alv 
-wo -区 + 
一 0， 


其 中 用 到 了 V .二 0 及 (3. 86) 式 ,最 后 可 得 关于 xz 的 本 征 方 程 

V: {[ 京 一 pd “VW’|vu) = 0. (3. 88) 
这 个 方程 乍 一 看 是 时 间 二 阶 、 空 间 四 阶 的 微分 方程 ,要 直接 求解 几 
乎 是 不 可 能 的 .但 如 果 对 它 作 下 列 形式 的 健 氏 变换 


u(r,t) = | A Cw Ui Cx)exp[iCkyy + kez — wt) Jdk,dkdw 
后 ,就 可 以 得 到 一 个 关于 Ui 的 二 阶 微分 方程 
是 {[w 一 WA(z)] 2 


一 kU ou -一 wi (x) ] -一 0， 


(3. 89) 
其 中 


k= 十， wx(z) 一 rp Cr). * kl] 一 kVi (zr)cos’0 


CoH 
YA(Z) 一 Bo/ poo， 
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而 0=0(zx) 是 磁场 B。 和 波 和 撩 上 方向 之 间 的 夹 角 . 上 式 还 可 以 简写 
成 
gf (xr)Uw(z) = 0,， (3. 90) 


| fo) 后 | 一 


f(r) = — ww, g=hk (一 coe< 工 二 co). 

由 于 B(z) 总 是 有 界 的 , 即 存在 极 大 值 Bwx ,和 极 小 值 Bwin, 故 有 
[oa | oa(Cz) SC | oa lox. (3. 91) 
这 样 在 坐标 xz 变化 时 ,f(z) 也 在 变 . 如 果 在 某 处 f(zo) 二 0, 则 这 个 
二 阶 方 程 在 这 点 就 是 奇异 的 : 这 时 为 使 方程 不 会 降 阶 ,函数 Ui (zx) 
必须 是 发 散 的 一 一 也 即 是 奇异 的 .下面 将 可 以 证 明 , 只 有 当 藤 切 阿 

尔 文 波 的 频率 w 满足 

[wa lz < ow S | oa |rox (3. 92) 
时 ,方程 才 存在 非 零 解 . 为 此 ,将 (3. 90) 式 两 边 同 时 左 乘 后 求 


积 |…dz. 再 利用 分 部 积分 及 边 条 件 Uia(oo)>0, 可 得 


oo 2 
| fC)| 9 + plUil’|dz = 0. 
令 w= (wi) iC ); , 及 f(r) 二 .十 ifi,; 则 上 述 方程 可 以 写成 两 个 
实 方程 | 
oo 2 
fe Pe ev = 0 


” 当 f. 关 0 及 fi 关 0 时 ,为 了 使 方程 成 立 ,只 能 有 平凡 解 ( 即 零 解 ) 


Ui 二 0. 所 以 只 有 在 f.=0 及 i=0 同时 成 立时 ;方程 才 有 非 零 解 . 
由 | 
f=0,， SS [wrx) 一 oo 一 0， (w);= 0， 

即 w? 必定 为 实数 (w?).. 而 由 
f=0, = oaA(z) 一 (w): 一 0， 
可 得 ?二 (w?), 二 w(xz), 由 (3.91) 式 可 证 (3. 92) 式 成 立 . 
这 样 ,在 这 种 不 均匀 磁 流 体 中 ,阿尔 文 波 频 率 w(z) 随 坐标 .x 
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的 变化 而 构成 一 个 连续 谱 , 故 称 这 样 的 阿尔 文 波 为 连续 谱 阿尔 文 


波 , 其 色散 关系 为 

ow 一 wz) = kVi (zr)cos’0, Vi(r) 一 和 

一 般 情 况 下 ,不仅 磁 场 ,而 且 密度 也 可 以 是 空间 不 均匀 的 ,这 时 只 

要 将 定义 Va(z) 中 的 Bo。 和 po 都 写成 是 空间 的 函数 就 行 了 . 
现在 来 看 (3. 90) 式 的 解 .前面 曾 证 明 , 当 给 定 一 个 在 连续 谱 中 

的 w 值 时 ,一 定 存在 一 点 zo, 使 f(xo)==0, 于 是 可 以 将 解析 函数 

.了 f(z) 在 这 点 展开 . 


f(x) 一 Sf _ Xo0)”, f% 1 1 f(r) 


nl Ox” 


. (3. 93) 


然后 来 讨论 解 Ui。(z) 在 zo 附近 的 展开 形式 . 上面 曾 指出 当 f(x) 
. 三 0 时 ,是 奇异 (发 散 ) 的 ,现在 需要 确定 它 在 ze 附近 的 发 散 程度 . 
(3. 90) 式 可 以 改写 成 z 

万 


Urs, 十 FU gU jo 一 


当 z 一 Zo 时 ， UU 及 太 六 均 发 歼 得 此 Vi 快 , 故 在 z~zo 附近 方程 
可 以 近似 写成 


,ff Uw 大 
U -天 一 rr 了 
zw 十 FU 90, 一 Ur f° 
所 以 有 解 
Tv 1 ' 图 1 1 ! 
(dnU’,) = [In 二 | ， ”一 Um fF ~ Fo 


之 7 (z) 一 fn(z— zo) 十 4. 
这 样 一 般 可 以 把 函数 写成 
Uiw = Alw,k)[wlz) + dr)n|z — zol + hr) x — zo)]) 
(3. 94) 
其 中 w,qd,h 都 是 zx。 附近 的 解析 函数 ， 且 w(xro)=h(ro)=1. w(x) 
和 外 源 条 件 有 关 ( 见 再 下 一 节 ), 而 (x 一 zo)h(z) 是 为 了 在 方程 中 


人 i 
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消去 gU% 而 加 入 的 .上 面 给 出 的 表达 式 说 明 在 zo 处 Uw 有 对 数 发 
散 型 的 奇异 性 ,这 个 结论 是 在 平板 几何 中 才 成 立 的 .对 环 型 几何 ， 
Ui 一般 具有 (zx 一 zo) 环 (过 1) 型 的 发 散 性 (这 比 对 数 发 散 要 强 一 
点 ,但 比 (zx 一 zo)-! 要 弱 一 些 ) ,此 外 还 可 能 有 分 文 解 . 

在 数学 上 , 齐 次 线性 微分 方程 组 在 正则 和 非 正 则 奇 点 处 的 局 
部 行为 ,可 由 Frobenius 理论 描述 . 详细 的 讨论 ,请 参考 文献 [4j. 


3.2.2 表面 阿尔 文 波 
( 非 均匀 密度 、 磁 场 的 理想 磁 流 体 )” 


在 图 3. 8 中 ,z 一 0 处 是 分 界面 ;Bs， 
在 xz 二 0 处 ; B,== Boes,n(X) 二 no0， 
在 z>0 处 : B= Boesyn(7z) 二 no1. 
由 于 在 每 一 个 区 内 Bo,o0z 及 


CS 


no1,os 都 是 常数 , 故 前 面 导 出 的 线性 拢 
2 (BV __ 1l19vup 磁 流 体 界面 
Br pow J po ot VE ~ 
(3. 95 ) 
V。IIi 一 0， 71 二],2. (3. 96 ) 
其 中 
P 二 Pi 十 Bo B,,， 


o = Nolo, Pi = Mino. 
这 样 依照 上 节 相 同 的 推导 过 程 ,对 应 (3. 88) 式 有 
y: ([ 况 -去 2 vu) =0, 2 一 1,2. (3. 97) 


B 
0 Ox 
由 于 Poi» Bo 全 要 故 上 式 可 简化 成 


Qi 
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令 Va 二 Bo/ppw, 这 时 V4 是 常数 , 故 一 般 w? 关 如 V .在 这 种 情况 
下 ,上 面 方程 可 进一步 简化 . 取 傅 氏 分 量 

uz(r) = f(zx)exp[— iw 十 ik| yy 十 这 |z]， 
代入 (3. 98) 式 后 ,得 

(w — RIVA) Vz[FCz)exp(G y+ kz)] =0, i=1,2. 


由 于 上 式 左面 第 一 个 因子 Cw? 一 V2) 一 般 不 为 零 ， 故 上 式 的 解 等 


价 于 下 面 方 程 的 解 
ViLf(zx)exp(lik, y 十 ik1z)] 一 = Ea a _ 好] f(x) — 二 0，11 二 1,2. 
/(0,u 0 其 解 为 

, fz) _ 人 |k|z)， > 0， 

Bexp( 二 |k|x),， zr 三 0. 
在 图 .3.9 中 ,上 面 的 解 在 分 界面 z==0 
处 有 峰 状 结构 ,然后 分 别 向 两 边 成 指数 
| ”地 衰减 . 这 就 是 把 它 称 为 表面 (界面 ) 阿 

图 3.9 表面 阿尔 文 波 的 尔 文 波 的 缘故 . 

空间 结构 色散 关系 这 时 应 由 区 域 1 和 2 在 


Zz 二 0 处 (分 界面 ) 的 连接 条 件 来 求 出 . 
连接 条 件 之 1 ， uz， 了 (ZX) 在 界面 处 连续 , f(0-”)=f(0+); 于 是 
有 A4A=B. 
连接 条 件 之 2: P 在 界面 处 连续 . 这 可 由 (3. 95) 式 的 zx 分量 来 
实现 ， 


代入 解 /(z) 后 ,对 z 积分 可 得 
Pp, = 所 | 可 | A| exp(— Itlzdz， z>0, 
IO 有 1 HPo: _z 
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pu 多 vi Aexp(— |k|x), xz>0, 
iw ll \ ki Aexp(+ |k|z), Zz<0. 
其 中 最 后 一 步 已 已 经 用 到 了 第 一 个 连接 条 作 4 一 B. 按 P 在 z= 0 处 , 
连续 的 要 求 P= 二 P,, 有 
， 2 
pa| 竺 一 V& + pa 各 一 Va| = 。 (3. 99 ) 
| 
当 上 式 有 实 根 时 , 解 可 以 写作 z 
2 Col Po2 2 | rr [1+” 
”一 | 十 页 十 大 证 = kiVa 二 |， 
(3. 100) 


其 中 7 一 Cox/poo ,7 一 Bo/Bo 当 7 一 7 一 ] 时 , 即 磁 流 体 变 成 均匀 的 
时 候 ,这 个 色散 关系 就 退化 到 普通 剪 切 阿尔 文 波 的 色散 关系 . 

一 种 特别 情况 是 : 当 上 述 的 两 个 区 域 分 别 是 等 离子 体 和 真空 
时 ,oo 一 0; 则 色散 关系 退化 成 


2 2 \ 1/2 . 
was 一 下 | Bu 十 Bu = ki Vas. (3. 101) 
HAOol 
如 果 进 一 步 假 定 Bo 一 Bo, 则 | 
z was = ~/ 2 kyVa. “ 


玉 休 中国 区 切 阿 尔 文法 速 大 一 个 因子 /1 二 天明 下 区 刁 界面 
上 的 表面 波 和 均匀 介质 中 的 剪 切 阿尔 文 波 并 不 一 样 . 


3.2.3 连续 阿尔 文 波 的 “共振 ?吸收 (用 阿尔 文 
波 加 热 磁 流体 的 机 制 简介 )“ 


按 前 一 节 中 的 讨论 ,在 使 f(z。o)==0 的 zo 点 附近 ,扰动 速度 wz 
的 傅 氏 分 量 ViCz) 有 奇异 性 . 在 平板 几何 内 ,奇异 性 呈 对 数 发 散 ， 
U,, = ACw,R)Tw(lz) 十 GCCz)inlz 一 zol 十 AZz)Cz — zo)]. 

假定 ,==0, 由 不 可 压缩 条 件 V* ww 二 0, 有 


112 第 三 章 威 流体 力学 法 


Tar 十 ,U(x) 一 0. 


= Aa, 3 (x) + d'lIn(z — x,) 


d 
+ 二 + 一 zx) 十 人 


当 zzo 时 ,上 式 中 最 大 的 项 是 第 三 项 ((z 一 zo)-:! 发 散 项 ) , 故 可 
以 近似 取 


D(x,k.) 


Usualz) ~ ~ Alw,k) 二 一， (3. 102) 

其 中 DOsk pid CA 然后 从 频率 在 奇异 点 附近 的 展开 式 

wz) = wzo) + (zx — zo) 人 
可 得 

x— xo 一 wr) 一 w(xo) 
将 上 式 代 入 (3. 102) 式 ,得 
~ (dw,/d 
U(r) = EEDA, Dk). 


其 中 AC(w,&.) 由 外 源 条 件 , 即 外 加 的 阿尔 文 波 来 决定 . 当 外 来 阿尔 
文 波 具 有 共振 频率 w= 二 w(xzo) 时 ,其 扰动 速度 可 写成 
Uzo CC sin (wot) ， 


它 的 时 间 拉 氏 变换 是 


4(w,&) cc 
Co2 Wo 


. 故 有 
(dwo /dx) Wo 


WwW 一 wo CO2 一 wi? 


U ow (x) CC 
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(®t wo) dw/dr) wo 


2 ,2 2 ,2 


下 dz 
它 的 拉 氏 逆 变 换 是 
U(X,t) 一 jcoDerdo 

cc tsin (wot) 十 sin’ (wot). 
这 样 当 外 源 sn (Cowot) 一 直 存 在 时 , 随 着 上 ~co ,zx:cct 一 co. 它 表 示 沿 磁 
力 线 方向 上 流体 元 的 扰动 幅度 将 随时 间 而 不 断 增 大 ,也 即 通过 吸收 
阿尔 文 波 的 能 量 增 大 了 磁 流 体 元 的 动能 ,然后 又 通过 其 他 的 各 种 效 
应 (包括 碰撞 、 朗 道 阻尼 、 相 混 以 及 模 转 换 后 阻尼 、 满 流 黏 性 等 线性 
和 非 线性 机 制 ) 而 转变 成 热能 ,从 而 达到 了 通过 外 加 阿尔 文 波 来 加 
热 ( 而 且 是 对 所 加 热 的 磁 面 位 置 有 选择 地 加 热 ) 磁 流体 的 目的 . 
“ ”本章 的 部 分 内 容 取 自 中 国 科 学 技术 大 学 陈 激 教 授 在 美国 期 
间 , 从 Hasegawa 教授 处 获 赠 的 Akira Hasegawa，THAe Alfvén 
Woave, Chanchal Uberoi, Indian Institute of Science，1982 ,以 及 
朱士 尧 教 授 从 美国 University of Wisconsin-Madison 带 回国 的 该 
校 博 士 论 文 Cynthia Elizabeth Kieras, Shear Alfvén Waves in 
Tokamak, 1982. 
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4.1 概 论 


4.1.1 现象 .分 类 、 基 本 描述 方法 


1. 现象 

一 个 磁 流 体 体系 在 达到 平衡 态 后 仍 可 以 有 偏离 平衡 值 的 扰动 
存在 . 对 处 在 热平衡 态 附 近 的 磁 流 体 体 系 来 说 这 种 扰动 一 般 是 局 
部 的 、 无 规 的 、 随 生 随 灭 的 ,其 扰动 幅度 在 热 涨 落 的 水 平 如 上 一 章 
所 讨论 的 磁 流体 波 . 但 当 磁 流体 处 在 非 热力 学 平衡 态 ,其 内 部 存在 
着 可 以 转换 成 扰动 能 量 的 自由 能 时 ,在 合适 的 条 件 下 有 些 扰动 就 
可 能 发 展 成 为 在 大 范围 .长 时 间 、 能 量 超过 热 噪 声 水 平 的 大 幅度 集 
体 运动 . 这 种 集体 运动 就 称 为 不 稳定 的 模式 ,相应 现象 就 称 为 磁 流 
体 的 不 稳定 性 . 下 面 是 几 种 典型 的 磁 流 体 不 稳定 模式 . 

例 1.， 瑞 利 -泰勒 (Rayleigh-Taylor) 不 稳定 性 (图 4. 1); 

例 ' 2. 开尔文 - 交 姆 霍 效 (Kelvin-Helmholtz) 不 稳定 性 (图 
4. 2); 

例 3. 腊肠 型 不 稳定 性 (图 4. 3); 

例 4. 弯曲 型 不 稳定 性 (图 4. 4); 

例 5. 磁 岛 (图 4.5); 

例 6. 磁 重 联 ( 图 4. 6). 
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图 4.1 瑞 利 -泰勒 不 稳定 性 


(a) 


图 4.3 ”腊肠 型 不 稳定 性 - 图 4.4 弯曲 型 不 稳定 性 


一 


| 二 | 
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图 4.6 磁 重 联 


2. 等 离子 体 不 稳定 性 的 分 类 、 驱 动 自由 能 及 一 般 演化 过 程 

按照 扰动 的 空间 与 时 间 的 特征 尺度 ,一般 将 不 稳定 性 分 成 两 
大 类 : 宏观 (3 维 坐标 空间 (r)) 不 稳定 性 和 微观 (6 维 相 空间 (r， 
v )) 不 稳定 性 . 而 宏观 不 稳定 又 分 为 : (理想 的 和 非 理想 的 ) 磁 流 
体 不 稳定 性 和 双流 体 不 稳定 性 . 

. 驱动 磁 流 体 不 稳定 性 的 主要 自由 能 源 有 : 压强 梯度 (也 即 垂 
直 于 磁场 的 电流 ) ,平行 电流 ,平衡 的 流 场 ( 包 括 剪 切 的 流 场 ) 等 . 对 
电阻 磁 流 体 ,电阻 能 使 流体 元 和 磁场 相互 扩散 从 而 改变 磁场 的 拓 
扑 结构 ;如 果 这 种 改变 使 体系 的 磁 能 降低 , 则 释放 出 来 的 磁 能 就 成 
为 一 种 自由 能 ,可 以 最 终 驱 动 出 一 系列 的 电阻 不 稳定 性 . 
。 ， 驱动 双流 体 不 稳定 性 的 主要 自由 能 源 是 垂直 于 磁场 方向 的 
等 离子 体 密度 .温度 以 及 磁场 的 梯度 和 曲率 ,它们 将 引起 带电 流体 
元 的 漂移 运动 ,向 不 稳定 的 扰动 不 断 供应 能 量 . 

在 微观 不 稳定 性 中 被 激发 的 都 是 一 些 等 离子 体 的 集体 运动 ， 
也 即 等 离子 体 波 . 它们 是 由 处 在 非 平 衡 态 的 粒子 系 通过 波 -粒子 共 
振 相 互 作用 把 粒子 系 中 的 自由 能 传 给 波 而 驱动 的 . 另外 ,如 果 磁 流 
体 中 已 经 存在 具有 一 定 幅度 的 某 支 波 ( 可 以 是 经 线性 不 稳定 发 展 
起 来 的 ,也 可 以 是 从 外 源 输 入 的 ) , 它 也 可 以 通过 波 - 波 直接 耦合 而 
把 能 量 传 给 其 他 模式 的 等 离子 体 波 ,从 而 驱动 它们 不 稳定 地 发 展 . 
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每 种 不 稳定 的 扰动 在 其 演化 过 程 中 都 会 依次 经 历 下 面 三 个 价 
段 :线性 阶段 . 非 线性 阶段 及 饱和 阶段 . 在 线性 阶段 ,扰动 的 幅度 较 
小 ,不 同类 型 的 扰动 彼此 之 间 并 不 相互 作用 ,扰动 对 它 所 处 的 平衡 
态 也 无 影响 ,这 时 扰动 的 幅度 是 随时 间 指 数 增长 的 . 在 非 线性 阶 
段 ,扰动 幅度 增 大 到 会 反 过 来 使 原 有 的 平衡 量 作 一 定 调整 (因此 改 
变 了 自己 得 以 不 稳定 增长 的 初始 条 件 , 使 僻 入 的 自由 能 量 减少 )， 
并 达到 开始 和 其 他 扰动 模式 相互 作用 (从 而 彼此 间 交 换 能 量 ) 的 程 
度 , 从 而 使 增长 率 不 断 下 降 . 这 时 扰动 幅度 是 依次 随时 间 的 不 同和 
次 (一 般 是 从 高 短 到 低 短 次 ) 而 增长 的 . 当时 间 的 短 次 最 后 降低 到 
零 时 ,就 达到 了 演化 的 终点 一 一 扰动 的 幅度 不 再 随时 间 增 加 ,而 一 
直 保 持 极 大 值 ,这 就 是 饱和 . 本 章 只 讨论 磁 流 体 的 线性 不 稳定 性 . 
3. 线性 不 稳定 性 的 基本 描述 方法 

(1) 简 正 模 法 

先 将 扩 述 所 研究 对 象 的 状态 量 写成 平生 量 ( 零 级 量 ) 和 扰动 
(一 级 小 量 ) 之 和 ,然后 把 它们 代入 所 用 的 磁 流 体 方程 组 ,从 中 减 去 
平衡 方程 并 略 去 二 级 小 量 就 得 到 了 线性 化 的 方程 组 . 对 这 些 方程 
作 (时 间 ) 拉 氏 变换 和 (空间 ) 傅 氏 变换 A(r,t) 一 Awexp (这 ， 
iwt) 后 可 能 出 现下 列 几 种 情况 

G) 全 部 空间 坐标 都 能 进行 伟 氏 变换 . 这 样 线性 微分 方程 组 z 
就 变 成 了 线性 的 齐 次 代数 方程 组 , 它 的 有 非 平 凡 解 的 条 件 ( 系 数 行 
列 式 为 零 ) 就 给 出 了 关于 w= 二 w(&) 的 色散 关系 . 例如 上 一 章 中 平板 
几何 位 形 下 的 阿尔 文 波 的 色散 关系 正 是 由 这 种 方式 得 到 的 . 

Gi) 只 有 部 分 空间 坐标 能 进行 依 氏 变换 ,剩余 的 坐标 构成 了 
约 化 的 微分 方程 组 . 这 时 要 设法 先 得 到 它 的 通 解 ,然后 利用 边 条 件 
或 连接 条 件 也 可 以 得 到 wo(&) 的 色散 关系 . 例如 上 一 章 中 , 柱 人 
标 下 阿尔 文 波 的 色散 关系 就 是 这 样 求 得 的 : 

Giii) 所 得 出 的 约 化 微分 方程 如 果 是 奇异 的 ,如 上 一 章 中 连续 
谱 阿 尔 文 波 所 满足 的 方程 _ | 
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dz S| fz) 和 | 一 g(x)y = 0， 


它 有 非 平凡 解 的 条 件 是 f(zo) 二 0, 由 此 可 得 出 连续 谱 阿 尔 文 波 的 
色散 关系 . 

在 得 到 了 色散 关系 后 ,如 果 复 数 频率 的 虚 部 Imw>>0, 相 应 的 
波 ( 集 体 运动 模式 ) 就 是 随时 间 指 数 增长 的 ,也 即 成 为 不 稳定 的 波 ， 
如 果 Imw= 二 0, 则 相应 的 波 是 幅度 不 随时 间 变 化 的 普通 稳定 波 ; 而 
当 Imw<0 时 ,这 波 就 是 所 谓 的 阻尼 波 . 这 种 简 正 模 的 方法 通过 求 
出 复 频 率 的 值 ,不 但 能 判断 是 否 存在 不 稳定 性 ,而 且 还 能 给 出 不 稳 
定 的 线性 增长 率 ( 例 如 瑞 利 -泰勒 不 稳定 性 及 开尔文 - 交 姆 霍 效 不 
稳定 性 的 描述 ,但 本 章 将 不 讨论 这 两 种 不 稳定 性 ,请 参考 文献 [1] 
和 [2 ). 

简 正 模 方法 的 主要 缺点 是 ， 对 于 许多 比较 复杂 的 磁场 位 形 和 
非 均 匀 的 磁 流 体 ( 如 电流 、 磁 场 、 压 强 的 各 种 空间 分 布 剖 面 ) 情 况 ， 
线性 方程 不 可 能 一 一 严格 求解 ,因而 色散 关系 也 无 法 得 出 . 这 时 连 
不 稳定 模 是 否 存 在 都 无 法 由 简 正 模 方法 得 到 ,于 是 它 的 可 用 范围 
受到 很 大 的 限制 . 下 面 介绍 的 能 量 原理 对 于 比较 实际 的 磁 流 体 就 
有 较 好 的 适应 性 . 但 如 果 连 能 量 原理 也 无 能 为 力 时 , 则 往往 还 需要 
回 到 简 正 模 方法 来 设法 进行 讨论 (如 对 于 非 理想 赔 流 体 的 一 些 不 
稳定 模式 的 讨论 ). . 

(2》 .能量 原 理 ( 仅 对 理想 磁 流 体 适 用 ) 

利用 理想 磁 流体 体系 的 保守 系 性 质 , 其 总 能 量 ( 动 能 加 势能 ) 
守恒 ， 五 二 K 十 W= 二 常数 ,因此 其 扰动 能 满足 : 

. 6H ="6K + HW = 0. 

当 扰 动 使 动能 增加 SK 二 0 时 , 则 扰动 使 势能 减少 8W 二 0; 这 时 体 
系 趋同 不 稳定 (整个 体系 从 高 势能 态 向 低 势能 态 演化 ,而 扰动 动能 
不 断 增 大 ). 而 当 5K 二 0 时 ,3 了 >>0; 这 时 体系 是 稳定 的 (在 扰动 下 
体系 势能 从 低能 态 向 高 能 态 变化 ,同时 扰动 动能 不 断 减 少 ). 因此 
完全 可 以 通过 扰动 势能 5W 的 符号 来 判断 磁 流 体 体 系 在 受到 偏离 


Ce 


tee £1 sr ee 
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平衡 的 扰动 时 是 否 能 保持 稳定 . 这 种 方法 就 称 为 能 量 原理 , 它 的 优 


点 是 ， 

Gi) 在 判断 体系 对 某 种 扰动 的 稳定 性 时 只 要 估计 5W 的 符号 ， 
使 计算 大 为 简化 . 尤其 对 难于 求 得 色散 关系 的 、 比 较 复杂 的 磁场 位 
形 和 非 均 匀 磁 流体 情况 ,往往 用 能 量 原理 可 以 得 出 解析 结果 或 容 
易 作 数值 估算 的 半 解 析 结 果 . z 

(ii) 通过 改写 势能 8W 的 表达 式 , 比 较 容易 形象 地 分 辨 出 产 
生 不 稳 的 或 致 稳 的 各 种 物理 因素 , 帮助 我 们 建成 相应 的 物理 图 
像 . | 

能 量 原理 的 缺点 是 : 扰动 势能 8W 的 求 值 依赖 于 所 选 的 试探 
函数 形式 ,并 且 无 法 直接 得 到 不 稳定 的 增长 率 ( 或 稳定 扰动 的 让 
频 ). . 

(3) 作为 初 值 (时 间 演 化 ) 问 题 求 数值 解 

给 定 初始 扰动 的 形式 ,然后 数值 求解 这 些 扰动 所 满足 的 磁 流 
体力 学 演化 方程 组 ,从 而 得 出 任何 类 型 (包括 未 知 类 型 ) 不 稳定 性 
的 线性 及 非 线性 演化 过 程 . 这 是 以 上 方法 都 无 法 比拟 的 . 它 的 缺点 
在 于 为 了 判定 磁 流体 的 稳定 性 而 包括 了 过 多 的 信息 量 , 从 而 涉及 
大 型 数值 计算 ,并 且 所 得 的 每 个 结果 只 对 应 了 参数 空间 的 一 点 ,其 
普遍 性 不 如 上 面 两 种 方法 ,其 物理 图 像 也 不 如 上 述 方法 明晰 ， 


4.1.2 理想 磁 流 体 的 线性 扰动 基本 方程 组 及 已 算 子 


1. 线性 方程 组 


从 理想 磁 流 体 方程 组 出 发 : 
2 十 V， (pu) 一 0， 


du _ [oo , | 


“二 时 、 空 常数 ， 
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Byx (ux B), 
VXxB= A. 
取 平 衡 ( 零 阶 ) 解 为 二 
Uo 一 0， Vio 一 yoXBo， Pop。 一 时 、 空 常数 . 
然后 令 z 


, P=p 二 +o, P= Po+P,, 
B= B+B, J= 十 如， WU 二 i. 
代入 上 面 的 方程 组 后 ,可 得 一 阶 线性 方程 组 。 


3 、 
十 V. (pui) = 0， (4.1) 

po VP LX BHDXB, (4. 2) 

7YP， 
Pi = -一 0， (4. 3) 
. Po - . 
38 四 
3 = VX (um Xx Bo), (4. 4) 


消 掉 其 中 的 P, 禾 后 ， 上 述 方程 可 约 化 成 一 个 七 元 (由 7 个 独立 
标量 cm ,Bi 组 成 ) 的 一 阶 线性 微分 方程 组 ,而 且 如 果 不 作 进 一 
步 的 近似 , 它 也 不 能 再 约 化 了 . 对 这 个 方程 组 的 进一步 讨论 本 书 不 
再 介绍 (请 参考 文献 [3]). 下 面 要 介绍 的 是 将 上 述 方程 组 化 成 一 个 
三 元 二 阶 方程 组 的 推导 过 程 . 

令 扰 动 所 造成 的 位 置 移动 矢量 £= r—rolro 是 流体 元 的 平衡 
位 置 ) 为 一 阶 小 量 , 则 有 


其 中 已 经 略 去 了 二 阶 小 量 . 这 样 上 面 的 (4.1)、(4.4) 两 方程 可 以 直 
接 积 分 . 首先 从 (4. 3) 式 将 pi 二 poP1/YP。 代入 (4.1) 式 后 得 


oP 2 | 全 | 
or 一 VV. Po a 9 


aa et ea oo, 
和 | gi 
诺 i 
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Pi=— WA (po) 


7P 
.二 一 YPoV*6C— po 


利用 
| VPoo， 一 0， 之 Vo = p- VP 
代入 上 式 后 ,最 后 得 到 
Pi=— 7YPoV: 5 一 和.VP. (4. 6) 
再 由 (4 4) 式 的 直接 积分 可 直接 得 出 
有 ;一 VX (5X Bo). (4.7) 


然后 将 式 (4. 6) 及 (4.7) 代 入 (4. 2) ,得 


pVPi+ [LVX Bo) x Bit (VX B) X Bo 


一 V(E 。 VP, 十 7XPoV 6) + [VX B,) 
x (Vx (€xB))++VX (VX x B)))X Bo 
通常 把 上 面 的 线性 化 二 阶 方程 组 简写 成 


po = F(€), (4.8) 


其 中 的 (9 二 98。，§ 是 一 个 关于 5 的 矢量 算 子 ,而 多 则 是 一 个 
线性 二 阶 微分 的 二 阶 张 量 算 子 .除了 上 面 的 复杂 表达 式 外 ， 它 还 可 
以 有 多 种 简化 表达 方式 ,如 

F(H—— VP + [VXB) XB + VXB) XB] (4.9) 


一 一 VB 十 (8 .WB 十 8, . WB,, (4. 10) 
而 其 中 的 Pi,B, 分 别 通 过 (4. 6)、(4. 7) 式 和 二 相连 系 . 上 式 中 的 
已 ; 一 已 ; + ‘EB (4. 11) 


£ 
则 表示 总 的 扰动 ( 热 十 磁 ) 压 强 . 
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如 果 给 出 了 流体 元 位 置 的 初始 偏 移 ECr,0) ,初始 扰动 速度 


wilr,0) 二 36(r,t)/93t|,-o 及 合适 的 边界 条 件 后 ,就 可 以 求 出 以 后 任 
何 时 刻 的 解 f(r,z) 力 至 所 有 的 磁 流 体 扰动 量 p1,wi,Bi. 这 就 是 线 
性 稳定 性 的 初 值 问 题 . 

而 如 果 只 给 出 边界 (或 连接 ) 条 件 , 则 可 以 用 简 正 模 ( 本 征 值 ) 
或 能 量 原理 的 处 理 方法 来 求解 上 述 方程 组 . 在 简 正 (本 征 ) 模 问题 
中 ,一 般 令 所 有 扰动 量 A1(z) 取 下 面 的 时 间 行 为 

Ai(r,t) = A,(r)e—™. 
这 时 ,上 面 的 运动 方程 变 成 
— wpoé, lr) = FH » €,(7); 
由 于 是 线性 算 子 , 故 上 式 还 可 以 写成 齐 次 二 阶 微分 方程 
[Fwipo él(r) = 0. 

在 给 定 边 条 件 后 ,此 方程 有 非 平 凡 解 的 必要 条 件 就 是 色散 关系 
w 一 w(&). 以 上 两 种 方法 本 书 都 不 再 介绍 ,下 面 要 重点 介绍 的 是 能 
量 原理 . 
2. FF 算 子 的 自 伴 性 

所 谓 算 子 的 自 伴 性 是 指 ,对 任意 的 矢量 场 E 和 n, 自 伴 算 子 F 
必须 满足 等 式 


| F (Odr= |s: Fmdr. (4. 12) 


下 面 是 人 恩 斯 坦 (Bernstein)(1958 年 ) 给 出 的 一 种 比较 简单 的 证 
明 , 但 它 只 对 无 穷 大 的 磁 流 体 体系 才 适 用 . 

(1) 无 穷 大 磁 流 体 体系 

这 时 在 边界 处 的 平衡 量 及 扰动 量 都 可 以 视 作 零 , 因 此 理想 磁 


流体 体系 的 哈密 顿 量 (也 即 第 一 章 中 的 总 能 量 ) 完 全 由 下 面 的 体积 


分 给 出 


pou 十 区 十 7 二 KK 十 W， 


H= jarl 3 7 一 ] 


__ 了 ,2 
K jdr ew, 
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2 + yi| 


W = [Ey 
其 中 是 总 动能 ,而 W 则 是 总 势能 . 取 平 衡量 wo 二 0, 并 令 
p=pPpo 二 pop, P= Po+tP, u=w, B= BB. 

假定 其 中 各 扰动 量 为 一 阶 小 量 , 按 上 节 的 规定 分 别 表示 为 

P=— VY* (0o5)， 

Pl=—€.VPo— YPoV*$, 

=VYX (x Bo). 

把 它们 代入 哈密 顿 量 后 ,可 按 小 量 把 总 能 量 分 阶 . 由 于 wo 一 0, 动 
能 的 最 低 阶 ( 即 扰动 动能 为 二 阶 


一 |ar 

故 势能 及 总 能 也 要 展开 到 二 阶 
W= Wo 十 SW 十 SW ,， 

H= H+ Hi H,, 


] 
十 pou 


Ho,= W,, 
H,= SW,, 
H,= K; + SW,. 
显然 
W, = |dr| 如 十] 一 常数 ， 
故 WW 二 0, 于 是 
= |arl = Tp .B+ >). 
其 中 z 


B.B=—B.(VXE)=B.YxX (ux 8) 
= (Bot+B)*: [VX (uxX Bo)+VX (Cu x BI)] 
=B。o.: VX (XB)+tB*:Vx (uu x Bo) 
+Bo.: VX XB). | 
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这 个 表达 式 中 的 一 阶 量 是 
(B. B)i ==B,.VX (ui x Bo) 


=B :VX [Sx B)= 20B, .BD), 


ort 
而 二 阶 量 为 
。 9 
(Bb Be vx (xB) + BV [Ex 
=B.B+B,.B,, 
其 中 已 令 : 
。 9 
B=VX | 全 xx 已 |. 4.13) 


应 当 注 意 :这 是 ,的 定义 而 不 是 B, 的 定义 . 同样 由 P 二 Poo-?p 
可 得 


再 将 连续 性 方程 3o/at 王 一 Y。(pou) 一 一 [Vpo w 十 pV* wj] 代入 ， 
并 利用 


VCPp = 一 0，>~> Vpo= 沪 YyP， 


有 
bb» 7 7 一 1 
PP 一 一 [向 vPa+ov.a] 
一 一 &，V 忆 一 7YPYVL 
将 它 按 小 参量 展开 
P= (一 由: VP —7YPV wu) + (—u .VP YP Vn,) 
了 。 。 。 
= Ff1+ P= Pt P.. 
其 中 定义 


。 了 O 
P= 一 六.VP, YPiV. %, (4. 14) 


其 中 一 阶 小 量 为 
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所 以 
a a 1 a ~ SW, + SW. 


| 
~ kk 十 7 一 1 


5W, = |ar 


故 可 以 得 到 
B,. B, 
zx Tyo1): 


SW = |ar 
而 二 阶 量 为 
.~ [rr,/B,.B, 
SW, = | 1 十 到 
所 以 形式 上 可 以 写 出 (但 要 注意 : 其 中 的 B; 和 P 并 无 明显 定义 


(4.15) 


Bo B, Pb 
Ty—o1)? 


” 式 ) 


B,. B, P, | 


2 
Ws = |tr| 呈 二 
2 


从 5W, 被 积 函数 的 第 一 项 
有 VXCGCEXB) YX(CGXxBo)， 

可 以 把 它 对 应 的 积分 ,在 形式 上 写成 

8W,! = SW (€,€). 
而 对 应 于 被 积 函 数 第 二 项 

Bo. B=B, .VX (ExXB)=B, :VX [ExXVx (x Bo)] 
的 积分 则 可 写成 z 
8W! = WEé ,6). 
被 积 函 数 的 第 三 项 为 
P = 一 上 VP 一 7PIV.6， 
考虑 到 Picc€, 故 其 相应 的 积分 形式 上 可 写成 
HWY™ 一 WE, + SW" (€,6). 


1 


由 于 所 有 的 SW"(e 一 TI，I 
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,RN ) 中 只 含有 一 个 5 及 一 个 6, 因 
此 可 以 合理 地 将 总 的 二 阶 扰动 势能 写作 
dW, = SW,(€,8). (4. 16) 
这 样 在 对 它 求 微 商 时 , 才 会 有 一 半 的 导数 作用 在 (6, 台 的 第 一 个 € 
上 ( 即 产生 形 如 5W",6W" 的 项 ), 而 另 一 半 的 导数 则 作用 在 后 一 个 
5 上 (产生 形 如 5W ' ,5W" 的 项 ). 
下 一 步 是 证 明 一 阶 哈密 顿 量 是 守恒 量 (显然 五,= 太 ,=0)， 
即 
Hi = Wi = 0. 
首先 将 5W 中 的 被 积 函数 作 以 下 的 变化 
s+ 


] 
一] 


一 1 。 [ulyV: Bo) 一 Bo(V*u) (Bo, Vu — (ul 。 VB,o | 


=B,*:[Vx ( x B.)]— ui* VPo— py- Ul 


P 
2 7 一 十 Bo(Bo * Wui 


[| 至 + 源 


二 (BoBo) «Vu. 


B: 
m |— 区 + Pay. 


故 
万 ? 
=~ |v: 中 十 7 


wm |dr 一 [ 3 上 Pijv， uidr 


十 | (BBo) * Vudr 
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了 | Bo 已。 
-下 + 二 
B? | 
十 [ME 十 P 
一 区 . [V.(B.B,)]dr. 


由 于 本 问题 处 理 的 是 无 限 大 体系 , 故 在 边界 表面 S 及 端面 S.(a= 
1,2,3) 上 的 扰动 量 均 为 零 ( 对 有 界 的 磁 流 体 ,这 些 项 构成 了 表面 扰 
动 势 能 ) ,结果 

BoB, | Jar 


Hi = tv: [| 至 + Pu 


2 
mds — [+ pj 


. uidr 十 BB, 。 Ca 


So 


-| 。 {(V. 亏 )}dr = 0， 


其 中 已 用 到 了 平衡 时 的 动量 守恒 定律 V. 了 ,=0. 

这 样 ,由 于 理想 磁 流 体 体系 是 一 个 保守 系 ,总 哈密 顿 量 ( 能 量 ) 
守恒 ,其 中 零 阶 和 一 阶 哈密 顿 量 又 分 别 守恒 ,所 以 (在 准确 到 微 扰 
展开 的 二 阶 ) 二 阶 的 哈密 顿 量 也 应 是 守恒 量 

H, = 0 = K, + HW,. 


其 中 
K, = | oo 2 . SSdr — = a . F (Odr. 
由 于 
dW, = SW,(§,8 = 8W2(é ,8 + Wa(§,6), 
故 有 
|# F(Odr =— SW,(é,8 — 317 (056)， 
交换 5 和 后 : 


z | E. F(é)dr=— SW,(€,€) — SW, (€,8) 
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一 |# F(é)dr, 
由 此 可 知 是 一 个 自 伴 算 子 .而 且 当 把 上 式 中 的 改 成 6 时 ,上 式 
| FCOdr =— WC,6) — 8W(€,8), 
这 样 还 能 得 到 二 阶 扰动 势能 的 表达 式 
3W(55 = 377;(5,5 =— 到 | . F(C9dr， (4.17) 


(2) 柱 形 磁 流体 体系 
定义 执 动 磁 流 体 体 系 的 一 个 状态 函数 


H(i) = | [¥en 一 Er,t) FECr,t)) dr 
其 时 间 演 化 为 
Hw | | pi 了 PC 一 二 5 .PC dr 
利用 运动 方程 p= (5 ,可 得 
H= 3 [LE FO — §* Fé) dr. 


车 能 证 明 五 =0, 则 显然 可 以 得 出 以 下 结论 ; 
一 一 五 是 一 个 守恒 量 , 有 拢 动 总 能 量 的 物理 意义 . 


一 及 = | 这 oo ?dr 是 扰动 的 动能 . 
一 -8W= 一 去 |5* PC9dr 则 是 扰动 造成 的 势能 改变 量 
而 五 =0 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 的 函数 和 及 9,F 算 子 必须 满 
足 . 
|é: FCOdr = 上. Féydr, 


即 F 是 一 个 (Banach 空间 ) 的 自 伴 算 子 . 
本 节 的 目的 是 给 出 自 伴 性 的 部 分 证 明 , 并 给 出 扰动 势能 的 
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一 些 实用 的 表达 式 . 


Qi) 将 扰动 势能 5W 分 成 体积 积分 项 Ws 和 表面 积分 项 
SW,. 


从 5W 的 定义 式 (4.17) 出 发 
;6W= 一 - 填 ;| EeF (Odr 


=— 3|5: [~ VP + TVX B) x Bo 7x Bar, 


要 作 的 区 上 直人 各 分 项 和 和 人 的 体 各 分 项 
式 被 各 本数 第 一 项 可 化 为 | 


| 本 VPdr 二 一 中 PE s+ [Py:® Edr 


$e: VP + YPV: DF. ds 


一 -| [GE VPC， 5 +7YPCV， rdr. 
而 被 积 函数 第 二 项 可 化 成 
| [LVX B) x Bojdr : 
一 |vx BI) . (Bo, X Odr 
= [VCB, x CB, x HJdr + [B81 VX CB x fdr 
一 PLCB, * 2)B。 一 《8 . Bo)5]dS -js .Bidr. 
而 最 后 -项 四 
| 2 ! 6é*Jo Xx Bdr 一 一 -| gn 《5 x Bi)dr: 
所 以 3W 的 体积 分 项 为 - 四 
Wr = Sa + J (EX B) 


: + Psy 0 4 (€. vP ev。 5]， 本 .18) 
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表面 积分 项 为 
SW, = 一 六 OPV ETE5VYPo5 


十 六 (B “Bo— (及 BE “dS. (4. 19) 


Ws 的 自 伴 性 证 明 比 较 复杂 ,请 参照 文献 [4 这 里 只 给 出 
5W, 的 自 伴 性 证 明 . 

当 磁 流体 表面 被 完全 导电 党 包围 时 ， 由 壁 的 刚性 可 知 5 .mn 一 
0(dS 一 dSn), 也 即 5 .ds 一 0, 故 显然 有 8 .=0( 若 磁 流 体 为 无 穷 
大 时 ,也 有 同样 结果 ,如 上 节 讨 论 的 情况 ).: 下 面 讨论 的 是 87. 不 
为 零 时 的 情况 . (一 般 情 况 下 的 磁 流 体 边界 .连接 条 件 请 参考 附录 
A) 

(ii) 真空 区 方程 ,真空 区 在 导电 壳 处 的 边 条 件 . 

一 般 实 验 室 柱 形 等 离子 体 的 边界 之 外 都 有 一 层 真空 区 ,然后 
被 一 个 导体 壳 包 围 . 在 真空 层 中 没有 等 离子 体 , 故 热 压强 P,==0. 
但 在 真空 区 中 仍然 存在 扰动 磁场 B,, 它 满足 方程 

V.B,=0, VXB,=0. 
引进 矢 势 4, 令 B, 二 VX 4, 则 有 二 阶 微分 方程 
Vx (Vx A)=0, 
其 外 边界 条 件 是 真空 导电 这 条 件 | 
BB,=0, | (4. 20) 
其 中 mw 是 壳 面 的 办 法 线 方向 矢量 
(iii) 真空 区 - 磁 流体 界面 的 连接 条 件 . 
设 真空 区 和 磁 流体 的 界面 在 柱 半径 7 处 ,这 时 由 平衡 条 件 可 


以 给 出 下 面 两 个 连接 条 件 . i 
条 件 1: 界面 两 边 的 总 ( 热 十 磁 ) 压 强 相等 > : 
P(rs,t) 十 ZB Cr, ,t) 一 ziB? Cr ,tL). (4. 21) 


条 件 2: 界面 也 是 看 政界 面 的 法 向 方 n( 从 磁 流 体 的 位 
置 来 看 ) 满 足 


rhe oD Ce 


， 
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RnR* Blr,t) = nn Br,t) = 0. (4. 22) 
应 该 指出 ,~ 是 扰动 后 的 磁 流 体 界面 位 置 ,因此 上 面 连接 条 件 中 的 
8,B,,P 都 是 在 扰动 了 的 界面 处 的 磁 流 体 参 量 . 但 另 一 方面 ,在 
5W。 中 出 现 的 量 都 是 在 未 扰动 平衡 位 置 x。 处 的 量 ,所 以 下 面 要 把 
连接 条 件 中 的 量 都 用 x。 处 的 值 给 出 . 令 

rs = ro 十 《Cr ). 
首先 改写 边 条 件 1, 在 展开 到 小 参量 一 阶 时 ,其 中 
Blrs,t)=Bolrs,t) + Br ,tABoro) + (E. VW Bolro)tBi(ro,t), 
PlrssDEPo(ro)t (€*» WPolro)tPilro,t)=Po—7P (VY. O. 
上 式 的 推导 中 已 代入 了 Pi 的 《表达 式 . 于 是 有 
B?(r,,t) =:Bo 十 28 (€ + VB 十 + 28, .也 

理 利 用 平衡 方程 

Po(ro) 十 -二 Bao = 一 ZB ro), 


则 可 以 把 条 件 1 即 (4. 3) 式 写成 在 平衡 位 置 处 的 形式 
—J7Po(V* +Bo: [B+(€. 9 B,» [B+(€* VB,)], 
—7YPo(VY。. 9 二 B ， B= 一 二 Bo (E。 VBo 


. TAB ° 《3 ® WBwt Bn ® Bl, , 
即 
一 7YPCV .6 十 了 。 及; 


= 一 坟 [ "DB! B) 一 Bo Ba |. (4.23) 
其 次 来 改写 条 件 2C(4. 22) 式 ), 令 令 7 一 一 no 十 ni, 可 证 在 展开 到 一 阶 
小 量 时 

nh] 一 — (VO. * Ho 十 mm (VO ，。 。120 |. (4. 24) 


此 式 的 详细 推导 请 参考 附录 B, 或 者 文献 [5]. 故 条 件 2 可 写成 
(no 十 11)。， (Bo《ro) 十 《5 。 WBolro) 二 + Bi(ro,t)) = .0. 
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以 下 略 去 所 有 xo 的 下 标 “0”， 因为 下 面 所 有 的 旱 帮 到 ro 处 的 值 . 利 
用 no。*， Bolro) = 二 0, 上 式 可 写成 
no * Bl = Ro°* (EVBoT no (Bo VE 和 


一 pzo .LVX (6 x Bo)j, (4. 25) 
其 中 已 用 到 了 no°* Bo=0 及 VY* 了 一 0. 同 理 有 
no* Bu = no* [VX (€ Xx Bw)]. (4. 26) 


式 (4. 25) 在 磁 流 体 中 和 边界 上 成 立 是 显然 的 (因为 Bl 二 VX (8X 
Bo)) ,但 (4. 26) 式 却 不 是 显然 的 ,因为 在 真空 中 6=0, 不 存在 关系 
Bu 二 VX (EX Bw) ,这 个 式 子 只 有 在 界面 上 才 成 立 . 在 准确 到 一 阶 
小 量 时 ,还 可 以 把 (4..25)、(4. 26) 式 中 的 no 用 n 直接 替代 而 改写 


成 | 
n*. B=n*. [Vx (x Bo)j,, (4. 27) 


n* Bu=n*[VX (xX Bo (4. 28) 
由 此 而 引起 的 误差 是 二 阶 小 量 . 进而 利用 Bw 一 VX A441, 可 进一步 把 
(4. 28) 式 改写 . 因为 
nVXAl|,=n.VxX (sxB 
因此 在 边界 r。 上 有 4 , 攻 
一 XXX Bo)| =—n. 8", 
由 于 上 式 最 后 一 项 为 零 , 所 以 有 
nn X All. 一 一 1 5Bo|， 
(iv) Ws 的 最 后 表达 式 ， 3) 
由 前 面 5W，。 的 表达 式 (4. 19) , 
aW, —— 宇和 OPV E+ vp 


罗 =€X Bo 
0 


十 人 .Bb 


nxX A; 


(4. 29) 


本 十 了 BOB, — CB, “BYE dS, 
可 证 它 的 第 二 需 (由 于 平衡 力 条 件 , 且 在 准确 到 二 阶 小 量 时 ) 为 堆 ， 


| 
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7 “HBo d5 一 一 元 7 qh(B, OBolro) » (notn) ds 


(4. 23) 式 ,就 得 到 i 1; 


OW, =— 3 hE: -中 | Po 十 


| 多 | 
2xj 一 5 dS 
tap Pao Bn:ds ， 


SW 十 SW . 


其 中 第 一 项 是 真正 的 边 力 界 项 ， 


2 
8W 中 一 一 二 2 屿 ， al, 2 | Po 十 2 一 Bele. nd'S 


一 一 了 ;> hE 由 ?中 P。 十 2 一 四 “ dS. 
或 把 上 式 改 写成 


SW, = WD = 一 过 1 | ss， 


| (4. 30) 
其 中 [… 了] 表示 其 内 的 量 在 边 边 的 差 值 而 男 一 方面 , SW。 
却 表示 真空 


OW = 3 PE nB BadS 


一 一 2 gb x 4 . BudS “(参见 (4.29) 式 ) 


= 了 4 x Bas 

~ 224 四 

= C4 x 8,,) ‘dS, (ds 二 一 nd$) 
= 下 | [VX 4) :BA VX Br 


四 (4. 31). 
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: | Badr (由 VX Ba = Ja=0) 

z 本 

“其 中 dS， —n.dS, nv 是 从 真空 区 内 所 看 到 的 界面 法 线 方向 ， 它 和 原 
来 从 磁 流 体 中 所 看 到 的 界面 法 线 方 同 n 正好 相反 . 十 式 也 可 以 履 


与 成 


z B? 
= Ws” = 2 4. 31) 
mw 
最 后 ,总 扰动 势能 可 以 写成 z | 
5W= Wr WD WWs+dW,+oW,. (4. 32) 


下 面 给 出 几 种 不 同形 2 式 的 磁 流体 体内 的 扰动 势能 表达 式 , 它 它 
们 各 有 自 已 的 优点 (参考 文献 [2j， [6]). 
第 一 种 ， 也 就 是 本 节 推导 出 的 表达 式 (4 18)、(4. 30) 和 


Ta oo 
sw = arl 所 —6*。 Ux BD 4 YP VG / 
+ GE.VPDC:E |， 四 | 
2 0 vO ， i . 
二 和 lal y VP to -js | 
2 : 
SW i Ba 
4 


第 二 种 ,其 中 各 项 的 物理 意义 最 明显 (H. P. Furthetal, 
1965; J]. M. Greece， J. L. Ten 1968) 


3 ea + 人 |v 下 二 二 人 十 ?PolV， El? 


一 2 ~-(€* X Bo) ， B20 VP GE :| 


被 积 函数 的 第 一 项 代表 弯曲 磁力 线 的 扰动 所 导致 的 磁场 势能 的 增 
加 ， 相应 的 扰动 就 是 甬 切 阿尔 文 波 , 这 是 一 个 正 项 ,起 稳定 作用 第 


其 中 四 
让 表达 趟 是 所 有 同类 喜 达 式 中 最 早 所 出 的 (参见 文献 [7 加 
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工 项 代表 同时 压缩 流体 和 磁场 的 扰动 所 产生 的 势能 增加 ,相应 的 
扰动 即 是 稳定 的 压缩 阿尔 文 波 . 第 三 项 代表 单独 压缩 流体 所 增 大 
的 势能 ,对 应 于 稳定 的 离子 声波 . 第 四 项 是 平行 电流 .7ol 所 驱动 的 
解 稳 项 ,由 此 项 产生 的 不 稳定 扰动 通常 称 为 扭曲 (kink) 模 . 第 五 项 
是 由 压强 梯度 和 曲率 联合 驱动 的 不 稳定 扰动 ， 即 所 谓 的 交换 
Gnterchange) 模 其 中 第 二 项 还 能 改写 成 物理 上 更 明显 的 形式 


A 到 |Y， E+ §° VB + 2pPo) /Bsl’ 


一 =- “| 1 一 一 BE. VPo/Bs| 


这 种 表达 式 的 详细 推导 请 参考 附录 C : 
第 三 种 为 ( 它 的 推导 请 参见 文献 [8]) 、 


ews = 这 |ar[ 二 [Bt pm £7, x x nl +7Pol vy. op 


2 Xn. (Bo Vn Gn. 5?|， 


其 中 n= 二 VPo/|YPo|. 这 种 表达 式 把 自 伴 性 表现 得 十 分 明显 ， 而 且 
解 稳 的 只 有 第 三 项 ， 这 项 还 可 以 进 一 步 写 成 
2JoxXn.(B,. Vm ‘0 | | 
/ = [mw» ‘VP, 十 -Bo . DG- 一 -5 .VHCn 日 2， 
w=b.Vb, w=b.Vt, ct 一 届 二 b.Vv, 
b=B/B, n=— tsing + veosg. 
其 中 是 磁场 方向 ,也 即 磁力 线 上 任 一 点 的 切线 方向 凡是 磁场 曲 一 
率 ,也 即 主 法 线 方向 ;t 则 是 磁场 拨 率 ,也 即 次 法 线 方向 . 当 力 线 的 
弯曲 方向 在 压强 梯度 方向 时 w。V Po 二 0; 上 式 中 的 首 项 是 解 稳 
的 ; 反之 则 是 致 稳 的 . 第 二 项 中 Bo。 J 给 出 磁力 线 方向 和 电流 方 
向 间 的 正 ( 同 向 )、 负 ( 反 向 ), 而 因子 (r 一 b。V#$) 则 表征 了 压强 梯度 
方向 n 相对 于 法 线 方向 的 扭曲 ,这 两 者 共同 决定 了 扰动 的 稳定 性 . 
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第 四 种 形式 用 于 螺旋 对 称 柱 见 何 位 形 如 肛 了 入 全 人 
方便 (请 参见 文献 [9]) 


dW? =$|arEls, VE + BI VS +2 kl 


二 7YPolV E+ (6 DVP,— BE xk|? ], 

其 中 k=b* yb, 而 VP,o=Y(Po+tB: /21)=Bo* VB,. 

这 个 表达 式 的 详细 推导 请 参考 附录 D.， 

(3) 理想 磁 流 体 模 的 本 征 值 

由 五 的 自 伴 性 可 以 证 明 以 下 三 点 : 

(i) wi 为 实数 ; 

(ii) 满足 运动 方程 的 5 是 实 矢量 ; 

(iii) 不 同 分 立 本 征 值 6 所 对 应 的 本 征 矢 扣 彼此 正 交 . 

下 面 来 证 明 (i); 将 关于 所 的 运动 方程 ( 见 (4. 8) 式 ) 进 行 傅 氏 
变换 后 ,得 

一 wzpo5 = FO). 

上 式 两 达 同 时 用 :€* 点 乘 后 ,对 全 空间 积分 * 可 得 


_ woolé hdr : 一 上 :PCDdr， 
而 对 复 共 白 的 运动 方程 进行 相 同 运算 后 ,同样 可 得 
— (o2)， joel = fs: FE Jdr. 
两 式 相 减 ,并 利用 严 的 自 伴 性 可 得 ” 
Go? — 2°) polélrdr = |[§° FGE — §° + FJdr =0. 


这 表示 = 二 (w?) 3 也 即 w 是 实数 .于 是 ww 怠 或 为 实数 (wz>0) ,或 为 
纯 虚 数 ( 史 <0). 相应 拢 动 的 时 间 行 予 为 (exp[ 一 iwt]) 只 能 是 周期 振 
动 (exp[ 一 ioz]) 或 纯 增 长 (阻尼 ) exp[ 士 we])， 醒 个 本 能生 四 全 
(或 阻尼 ) 的 振 葛 ， 

接着 证 明 (ii7: 因为 .F 是 实 的 线 性 算 子 而 w? 又 是 实数 ， 帮 渍 
足 上 述 这 动 方程 的 拓 量 上 也 一 定 是 实 天 量 . 有 时 在 公式 中 或 公式 


的 推导 中 还 使 用 6* ,这 只 是 为 了 便于 看 出 上 作 作 或 便于 演算 并 
不 意味 着 上 是 复数 . 
(iii) 的 证 明 如 下 : 着 w 有 分 立 诺 兽 ( 本 征 值 ) (eo) } (n=1,2,.…), 
设 相 应 的 本 征 矢 为 人 } (2 一 1,2，…). 则 对 ww 有 运动 方程 
— wpob, = F (6,); z 
而 对 另 一 个 本 征 什 wn 有 运动 方程 


一 包 0065。 一 Fé,). 


这 两 个 方程 式 分 别 点 乘 以 5 和 后 , 相 减 后 对 全 空间 积分 ,得 


(iw 2) [pg - gdr = [[6,- “P(E) 一 多 FE)Jdr = 0 
上 式 最 后 一 步 用 到 了 算 子 的 自 伴 性 . 因为 oi 关 owi, 故 一 定 有 
四 jj “Gdr —0 (Am), (4.33) 


这 就 表示 所 和 名 正 交 . 
(4) 算 子 的 一 般 谱 结构 
在 本 征 值 问题 中 出 现 的 算 子 F 十 pow? ,还 可 以 不 失 一 般 性 而 


写成 更 一 般 的 形式 


F/po 一 


对 所 有 可 能 的 复数 A 及 线性 算 子 F, 一般 的 算 子 理论 千 诉 我 们 上 
述 新 算 子 CF/ps 一 力 有 以 下 几 类 关于 的 解 


(1) 预 解 式 (resolvent) 的 人 解 . 
这 时 ， 对 应 于 这 类 4 值 的 逆 算 子 CF/po 一 入- :一 定 存在 并 有 


界 , 以 使 非 齐 次 方程 


(F /po 一 A)E 一 (人 
有 非 平凡 的 5 解 | 
本 €=(F/p = NV-ia. 
CF/ 不 “满足 上 述 条 件 时 ， 又 存在 以 下 三 种 情况 ,这 时 相应 
的 4 值 就 称 为 算 子 F 的 谱 . 
Gi) 分 立 谱 ,又 称 点 谱 或 本 征 (eigen) 谱 . 
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它们 是 由 这 样 的 4 值 组 成 的 ,在 这 些 1 但 下 /1A 虽然 

不 存在 ,但 是 能 使 齐 次 方程 
(F/po — AE=0 

有 非 平凡 的 正则 解 § 存 在 . 这 时 4 是 分 立 取 值 的 ,其 值 就 是 分 离谱 
. 的 本 征 值 (7)， 个 同 本 征 什 对 应 的 本 征 矢 {6 } 彼 此 正 交 . 

(iii) 连续 谱 . 

它们 是 由 这 样 的 4 所 成 ,这 时 处 鼻子 CF/p。 一 和) 存在 ， 但 无 
界 . 这 时 齐 次 方程 

(F/po 一 人 )5 一 0 

有 非 平凡 解 5 的 充 要 条 件 是 (F/p 一 ) 二 0( 如 在 连续 谱 阿 尔 文 
情况 中 , CF/eo 一 人 ) 一 个 VCzo) 一 o2 一 0, 也 即 f(xo) = 二 0). 在 
者 一 个 能 满足 这 个 充 要 条 件 的 .可 连续 取 值 的 复数 时 , 则 称 它 为 
算 子 FF 的 连续 谱 . 但 相应 的 本 征 矢 这 时 却 是 发 散 的 

(iv) 剩余 谱 . 

指 的 是 在 4 复 平面 内 ,除去 上 面 几 种 取 值 的 4 后 剩 下 的 部 分 . 

这 些 谱 所 对 应 的 扰动 ,其 时 间 行 为 比较 复杂 ,至 今 尚 无 法 阐明 . 

对 于 理想 磁 流 体 的 力 算 子 来 说 ,因为 有 自 伴 性 , 故 其 本 征 
.分立 谱 的 4 值 是 实数 , 即 只 在 实 轴 上 取 值 . 取 正 值 的 部 分 称 为 稳定 
谱 , 而 取 负 值 的 一 半 则 称 为 不 稳定 谱 ( 图 4. 7). 一 般 在 连续 谱 的 端 
点 处 ,分 立 谱 会 出 现 堆积 现象 ( 即 各 分 立 谱 的 本 征 值 间 隔 愈 来 傅 


展 本 集 堆积) 


分 立 谱 分 立 谱 


/11 连续 省 AN | , 


连续 谱 


图 4.7 FF 算 子 的 谱 : 
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4.1.3 变 分 原理 和 能 量 原理 


1， 变 分 原理 

变 分 原理 的 实质 是 : 在 数学 上 用 6 泛 函 人 (6 ,目的 变 分 为 零 
80 二 0, 来 等 价 § 的 线性 本 征 值 方程 一 wpof= 二 FF(6), 从 而 描述 磁 
流体 的 不 稳定 扰动 . 这 样 求 解 线性 方程 式 的 本 征 值 问 题 就 变 成 了 
一 个 变 分 的 极 值 问 题 ,从 而 开拓 了 一 种 新 的 数学 描述 方法 . 


今 
so, SWE,O) 
(6° ,0 = WEE, 
8W (€* ,5 一 一 问鼎 . F(5)dr， 
LE ,= [0 «gdr. 
变 分 原理 ， 


任何 使 Q 成 为 静态 (即使 得 3 一 0) 的 函数 5 ,都 一 定 是 理 
想 磁 流体 本 征 模 方程 | 
—wpoE€=F(E) 
的 一 个 本 征 值 为 == 人 22(6* ,6 的 本 征 函 数 . 
下 面 是 上 述 原 理 的 证 明 ; 令 >6 十 5E, 这 使 22 , 工 ,3W7 都 会 发 
生 改变 . 假定 在 积分 的 边界 面 上 5 不 变 , 则 由 022 工 二 6W 可 得 
027) 一 8 )， 
即 
(30)L + CL) = HCW). 
当 0? 处 于 静态 时 ,对 任何 35 闫 0, 都 应 有 50 二 0, 因 此 QE ,6) 应 
该 是 和 5 具体 形式 无 关 的 数值 ( 即 静 态 值 ). 这 样 上 式 就 简化 成 
02(8L) = S08W), 
其 中 


or= $l fe" sar) 
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= Z| 5 十 外 + 30dr, 
3GW)=— 38( | . PCS)dr| | 


= 一 le .FF(C5) 十 6* 。 下 (35)] 


= 一 二 [88 PC + 中.FG 


上 式 的 最 后 一 步 已 经 利用 了 FF 的 自 伴 条 件 . 将 5L 及 5CGW) 代 入 
前 一 个 方程 ,可 得 


Jdrt86" » [FC + po7€] + 36 ° [FC(E*) 十 po025]) 一 0 


由 于 及 66’ 在 积分 区 域内 都 是 任意 取 值 的 , 故 必定 有 
— (2p0€ = F (EO). 
和 前面 的 线性 方程 一 %wg 一 人 (多 相 比 , 可 知 只 要 
(22 -一 2 ， 
变 分 原理 50 二 0 就 和 本 征 方程 等 价 , 泛 函 的 静态 值 2: 就 等 于 线 
性 方程 的 本 征 值 必 , 而 就 是 相应 的 本 征 和 
2. 能 量 原理 
通常 理 根基 流体 不 稳定 性 增长 得 很 快 (7 之 50 4s), 其 特征 时 
间 总 是 比 实验 研究 现象 的 特征 时 间 (z 约 在 1 ms 至 1s 之 间 ) 短 得 
多 . 因此 增长 无 论 快慢 ,不 稳定 的 扰动 都 会 充分 地 在 所 研究 的 现象 
中 显示 出 来 . 这 样 , 我 们 更 关心 的 是 某 一 一 平衡 的 磁 流体 位 形 对 某 种 
特定 的 扰动 是 否 是 稳定 的 . 
如 果 只 要求 判断 体系 的 稳定 与 否 , 则 变 分 原理 还 可 以 简化 ,这 
就 是 下 面 要 讨论 的 能 量 原理 ， 
一 种 平衡 位 形 , 当 上 且 仅 当 对 所 有 在 能 量 守恒 和 边界 条 件 可 以 
允许 的 扰动 位 移 5 都 存在 
SW(é,6) 宇 0 
时 ,才能 是 稳定 的 . (这 是 二 个 充 要 条 件 . ) ， 


这 定理 在 物理 上 很 容易 理解 : 3 了 >0, 表 示 原 来 (未 执 动 ) 的 


体系 已 处 于 势能 的 最 低 态 ,任何 的 扰动 都 只 会 使 体系 的 势能 增加 ， 
因此 这 时 体系 一 定 是 稳定 的 .反之 ,如 果 8W<0, 则 表示 扰动 会 使 
体系 变化 到 势能 更 低 的 状态 ,因此 体系 对 这 种 扰动 来 说 就 是 不 稳 
的 . 当 8SV=0 时 ,体系 处 于 临界 稳定 态 . 下 面 就 分 成 两 种 情况 来 
对 能 量 原理 作 一 简单 证 明 . 

(1) 当 扰 动 属于 分 离 本 征 模 时 ,能 量 原理 的 证 明 

如 果 互 只 有 分 离 的 本 征 模 , 则 一 定 存在 一 组 完备 基 《名 }， 任何 


“扰动 都 可 以 用 它们 展开 : 


€(t) = Sya&exp[— iw,t ]. 
假若 {E) 是 带 权 po 正 交 的 
| poE, » Esdr = dm 
则 利用 5& 的 运动 方程 ,可 证 

23W—— |£* + F(®) 


= Basa pk * Edr 


= > la lw. 

这 样 如 果 存 在 使 5W 二 0 的 扰动 E(z) , 则 至 少 应 该 有 一 个 wi 二 0, 这 
个 本 征 值 (w4) 所 对 应 的 本 征 矢 () 就 是 不 稳定 的 .反之 ,如 琳 对 所 
有 可 能 的 扰动 ECG) ,都 只 能 有 5W 宇 0, 则 一 定 要 求 每 个 w 关 0C2 一 
1,2,…) ,也 即 所 有 的 模 都 是 稳定 的 . 因此 8W 之 0 的 确 是 体系 稳定 
的 充 要 条 件 . 

(2) 当 扰动 具有 更 一 般 的 谱 , 例 如 包括 连续 谱 在 内 的 情况 

Laval 于 1965 年 给 出 了 一 个 不 依赖 于 分 离 完 备 本 征 矢 {5}) 集 
的 对 能 量 原理 的 证 明 . 其 基本 思路 如 下 : 

由 能 量 守 恒 女 = 0, 瑟 =K(6, 人 十 SW (5 5 可 知 : 扰动 势能 
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5W 的 随时 间 变 化 将 会 引起 扰动 动能 KK 的 反 变 化 , 故 对 kK 时 向 
为 的 讨论 就 可 以 判断 体系 的 稳定 与 否 . | 

(i) 能 量 原理 是 体系 稳定 充分 条 件 的 证 明 . \ 

假 知 对 所 有 人 允许 的 扰动 Er,z) ,SW 都 为 正 ， 则 由 能 量 守恒 有 

SW =H—K0. 

由 此 可 以 看 出 K 不 可 能 随时 间 单 调 增长 ,否则 过 了 一 定 的 时 间 后 
会 有 天 盖 刀 ,从 而 使 SW 二 0, 因 此 违背 了 能 量 守 恒 . 这 样 ,3W 之 0， 
加 上 能 量 守恒 就 能 排除 KK 随时 间 ( 指 数 地 ) 增 长 ,这 表明 SmWry0 
是 体系 对 各 种 扰动 保持 稳定 的 充分 条 件 . 

(ii) 能 量 原理 是 稳定 必要 条 件 的 证 明 . 

假 知 存在 某 种 扰动 7Cr) ,使 5W (wy,y) 二 0, 则 可 以 用 它 来 构造 
一 个 不 随时 间 变 化 的 位 移 矢 量 

Er,t) = 97), Elr,t) =0. 

然后 由 能 量 守 恒 及 相应 扰动 动能 为 零 可 得 
HQ) =H(0) = KE (0),€ (0)) + SW(7,7) = HW,n) < 0. 
再 利用 


L(§,® = 3|0ok « Sdr, 
有 
L (6,0= [pt E+ 6. bdr 
= 2K(€,6) 一 28W (€,©, 


其 中 用 到 了 二 满足 的 运动 方程 最 后 由 
SW (&, 65) = HG)— KE, 6&), 
可 得 
EL (6,0= 2KE,é) — oHG) — KE,E)] 
= 4K(€,€) ~ 2H (0) 
一 一 2H(0) =— 28W (n;n) > 0, 


其 中 用 到 了 天 (E ,E ) 二 K(0,0) 二 0. 结果 ,扰动 势能 就 随时 间 不 断 
增 大 当 t:>oo 时 ,Loo. 为 此 工 一 (1/2)|po6* 54r 中 的 扰动 位 移 


也 必须 随时 间 不 断 增 大 (ECG)=eze(e>1)) 才 能 保证 亏 > 0. 这 就 证 
明了 : 5W 过 0, 一 定 会 使 扰动 位 移 5() 至 少 以 时 间 的 正 每 指数 不 
断 增长 ,也 即 导致 扰动 不 稳定 . 

上 面 的 讨论 中 初始 扰动 是 不 随时 间 而 增 大 的 ,如 果 E (2)>>0， 

则 相应 的 扰动 动能 有 CE ,E )>>0, 从 而 加 大 了 工 > 0 ,这 将 进一步 

驱使 E(t) 随 时 间 更 快 地 增长 . 

Laval 等 人 还 证 明了 当 5W (7n， <。 时 ， 位 移 量 随时 间 以 指数 
变化 

5G) Ne, A>[— WM,n)/LO, ,DJ 

因此 ,只 要 5W 二 0, 就 会 有 二 0, 于 是 E(z) 就 会 随时 间 指 数 地 增 
长 . 这 样 就 证 明了 能 量 原理 是 稳定 的 必要 条 件 . 
3. 用 不 可 压缩 性 来 极 小 化 Sr 
“能量 原理 的 判 据 虽 然 简 单 ,但 必须 先知 道 磁 流体 扰动 ECr 
的 具体 形状 ,而 能 量 原理 本 身 并 不 能 告诉 我 们 如 何 去 选 取 扰动 的 
具体 形式 . 这 样 如 果 想 要 研究 一 个 磁 流 体 体系 的 稳定 性 ,必须 要 在 
浩如烟海 的 各 式 各 样 的 ECr,z) 中 去 摸索 ,这样 当 然 是 难以 操作 的 . 
因此 如 果 事 先 对 ECr,t) 的 选取 规定 一 个 操作 次 序 或 者 范围 ,就 能 
大 大 减少 试探 的 工作 量 . 

由 于 使 5W 二 0 的 6 是 不 稳定 的 扰动 ,使 5W 最 负 的 扰动 是 最 
不 稳定 的 扰动 . 因此 ,我 们 可 以 用 逐步 挑选 使 5W 不 断 极 小 化 的 
方法 来 求 出 尽 可 能 低 的 扰动 势能 5W. 如 果 这 个 最 小 的 势能 是 小 
于 零 的 , 则 使 其 取 这 个 值 的 5 就 是 使 体系 不 稳定 (或 最 不 稳定 ) 的 
扰动 ,这 时 体系 的 不 稳定 性 和 它 相 应 的 扰动 模式 同时 求 出 . 此 方法 
的 实质 是 ,将 寻找 使 SW 二 0 的 扰动 的 问题 ,转换 成 寻找 泛 函 
8W (56, 的 变 分 极 值 间 题 ,而 后 者 是 一 个 数学 上 成 熟 的 方法 . 

通常 ,不 可 压缩 性 是 用 来 极 小 化 5W 的 首选 途径 ,下 面 就 作 一 
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扰动 矢量 包括 三 个 分 ( 标 ) 量 ,首先 可 以 把 它 按 磁场 方向 分 
解 成 平行 方向) 扰动 和 垂直 扰动 两 部 分 5 一 8 十 5 在 玉 及 8 
的 表达 式 中 含 平行 扰动 8 的 机 很 少 而 且 形 式 比较 简单 ,因此 用 适 
中 就 只 有 含 垂直 扰动 € 1 的 项 ， 这 时 只 需要 再 选择 合适 的 3 ,来 极 小 
化 5Ws 就 行 了 . 

具体 做 法 是 把 扰动 势能 5W5 第 二 种 表达 式 


aws= |ar| 二 1 By.e 十 25 kl?+7Poly. El? 
2 4 1 上 k 1 | 


6 XBo): Bl 一 2 “VPo)(6 ， o| (4. 34) 


中 的 含 可 项 分 离 出 来 . 可 以 看 到 6 只 出 现在 第 三 项 中 , 故 可 以 令 
z Wz(€° ,© 一 Sr 全 5) + [drrPol Ve El 
=OWr(él ,61) 十 SW |. 
从 上 式 可 以 看 出 3W 1 总 是 大 于 或 者 等 于 零 的 ， 现在 来 找 出 使 其 取 
极 小 值 的 条 件 . 令 6 一 51 十 551 ,但 在 边界 上 586, =0. 在 这 种 情况 
下 5W | 的 变 分 为 : 
SCOW1) = SW 6" + 61 ,5+ 861) — SW1(E° ,8 
= 3) PLlvV.§+ v.86 — |v. lJdr, 
其 中 第 一 项 被 积 函数 可 以 进一步 展开 成 
“LV: stV. S511 =|VY: 6 +.(V. §6°)(V. 56,) 
: + (V867) (VO + |v. 35 12. 
上 略 去 二 阶 变 分 小 量 |V， 05 | ， 并 考虑 到 5 是 实数 后 ， 平行 扰动 势 
.能 的 变 分 为 
CW1) 一 ee: OV- 36, )dr evo (V。 旨 ]55 dr， 
其 中 已 进行 了 分 部 积分 ， 并 用 到 了 85 在 界面 上 为 零 的 条 件 . 这 


VIi(V*)= 0, 
则 对 任意 不 为 零 的 平行 扩 芭 可 , 必 有 8C8W 1,) 二 0, 而 相应 的 总 扰 
动 势能 3Wr 不 但 变 小 了 ,而 且 只 是 垂直 扰动 5 的 函数 . 
”平面 进一步 来 讨论 极 小 化 条 件 , 它 可 以 改写 成 


B, .VCV .5 =0, (4.35) 
并 可 分 成 两 种 情况 分 析 : 
(1) B。* V 关 0 的 情况 (平行 磁场 方向 的 导数 存在 且 有 界 ). 
这 时 极 小 化 条 件 就 简化 成 
V.:€=0, 


入 就 是 所 谓 不 可 压缩 条 件 ( 因 为 它 意味 着 V. wu=0). 由 它 不 但 可 
以 直接 得 到 5C8W  ) 一 0， 而 且 可 以 导出 这 时 平行 扰动 必 须 满足 的 
条 件 . 由 
‘VY.:€=0= V1*6+ Vi'§1， > VI :$=— Vi*6. 
由 é 
“6 一 V。 van) 2 中 如 | 
é) 一 一 (Bu 。 WBoy. 1 

这 是 一 种 预 解 式 情况 的 解 . 

(ii) Bo。» V=0 的 情况 (这 通常 发 和 在 有 理 面 上 )， 

一 般 这 种 情况 只 发 生 在 空间 的 局 部 区 域 ,在 此 处 (8。* Ww-:! 存 
在 但 发 散 , 故 此 局 部 区 域 也 称 为 奇异 面 . 法人 不 存在 不 可 于 
条 作 ， 因此 无 法 确定 平行 扰动 上 的 形式 ,但 因 


| V，。 6= V1: 5 各:V8| = Vy 6 


了 的 势能 一 -垂直 势能 | 
Wr(6"” ,$) 三 = Wr C61 ,61): 
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只 是 其 中 的 

到 | Pu| Vv. El:dr 一 到 | Pu| V.5 dr 
下 面 的 讨论 ,就 从 垂直 扰动 势能 5Wr C67 ,5 ) 出 发 来 进一步 极 小 
化 它 . 只 是 在 Bo 。V 天 0 时 ,有 不 可 压缩 条 件 及 的 表达 式 ; 而 在 
B。*，V==0 时 ,不 能 用 不 可 压缩 条 件 . 


4.1.4 理想 磁 流 体 不 稳定 性 的 分 类 


1. 概述 、 分 类 

下 面 给 出 通过 理想 磁 流体 扰动 势能 5W =5W5 十 8W。 所 能 得 
到 的 不 稳定 模式 的 分 类 . 需要 说 明 ,由 于 在 导出 5W 时 ,假定 了 平 
衡 的 流速 wo 一 0, 故 这 时 平衡 体系 不 存在 由 平衡 流 剪 切 所 引起 的 
不 稳定 性 (如 开尔文 - 交 姆 霍 效 不 稳定 性 ) ,也 不 会 存在 由 于 电阻 以 
及 流体 挤 压 而 产生 的 磁 岛 与 磁 重 联 这 类 的 非 理想 磁 流体 力学 模 . 
此 外 ,下 面 的 分 类 也 不 是 唯一 的 ,一 种 不 稳定 模式 可 以 同时 被 列 入 
几 种 不 同 的 类 型 . 最 后 ,在 下 面 的 分 类 中 ,有 的 模 是 按 最 容易 引起 
不 稳定 性 的 试探 函数 的 特征 来 命名 的 (如 交换 模 ) ,它们 不 一 定 能 
使 扰动 势能 5Ws 达到 极 小 (但 肯定 能 使 SW 二 0). 因此 ,这 类 模式 
是 由 不 稳定 的 充分 条 件 而 不 是 由 充 要 条 件 描述 的 . 

按 驱动 不 稳定 的 自由 能 源 来 分 类 时 ,有 : 电流 (平行 电流 ) 驱 
动 模 ;压强 (垂直 电流 ) 驱 动 模 . 

入 是 否 引起 和 调子 边 界面 的 拓 动 来 分 类 时 | 有 ， 内 模 ( 固 定 边 

基 不 可 定 次 开 的 符 正 来 分 类 其 中 最 主要 的 有 :, 扭曲 
(kink) 模 ， 交换 (interchange) 模 ， ;气泡 (ballooning ) 模 . 

以 上 几 种 模 又 可 以 按 前 面 的 分 类 来 描述 ,如 : 扭曲 模 属 于 电 
流 驱动 的 内 模 及 电流 驱动 的 外 模 ; 气 泡 模 属于 压强 驱动 的 内 模 及 
压强 驱动 的 外 模 ; 而 交换 模 则 只 是 一 种 压强 驱动 的 内 模 . 


i 


i . . 
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奶 上 所 述 ， 它们 可 以 是 向 模 也 可 以 是 外 模 ， 但 都 是 由 平行 电流 
所 携带 的 自由 能 所 驱动 的 模 . 

. (1) 外 扭曲 模 

如 图 4. 8, 这 类 扰动 使 原来 以 磁场 方向 为 对 称 轴 的 直 柱 形 磁 
流体 “扭曲 ?成 盘 在 磁力 线 上 的 螺旋 形 . 由 于 盘旋 使 冻结 在 流体 中 
的 磁力 线 略 有 弯曲 ,从 而 会 引起 磁 势 能 的 略微 增加 , 反 过 来 起 稳定 
作用 . 故 可 以 出 现 的 不 稳定 模式 都 有 很 长 的 平行 (于 磁场 方向 的 ) 


波长 和 较 短 的 垂直 方向 波长 ,从 而 使 它们 对 磁力 线 的 弯曲 尽 可 能 
地 小 . 如 果 设 磁场 在 柱 坐标 的 e: 方向 , 则 可 以 按 扰动 在 (r,b) 平 面 
中 投影 的 角 向 特征 mh 二 m/r,m 取 正 整数 ) 来 把 垂直 波长 的 
(N= 二 2x/ko) 不 同 扭曲 模 加 以 区 分 . m= 二 1 的 模 其 垂直 波长 最 大 ( 因 
而 垂直 波 数 最 小 ) ,因此 其 对 平衡 位 形 造 成 的 危险 也 最 大 . 它 是 由 
总 平行 电流 解 稳 ( 驱 动 ) 的 ,因此 只 要 使 总 (平行 ) 电 流 小 于 某 一 临 
界 值 I 就 可 以 抑制 这 种 最 危险 的 外 扭曲 模 . 高 m 的 扭曲 模 其 垂直 
波长 比较 小 ,危险 性 也 小 些 ,它们 的 解 稳 因素 是 比较 平 的 (平行 ) 电 
流 径 向 剖面 .因此 设法 使 电流 分 布 在 中 心 尖 化 就 可 以 稳定 它们 ,一 
般 要 稳定 的 模式 愈 高 (m 值 愈 大 ) 所 需 的 电流 分 布 就 应 该 您 尖 . 此 
外 ,对 于 低 m 扭曲 模 , 还 可 以 用 紧 靠 磁 流 体 边 界 的 完全 导体 壳 来 
稳定 . 


图 4.8 扭曲 模 的 图 形 


(2) 内 扭曲 模 
它们 和 外 扭曲 模 的 形状 很 相似 ,但 扰动 幅度 一 般 要 比 外 模 的 
小 .事实 上 在 tokamak 中 ,只 有 mm 一 ] 的 内 扭曲 模 才 会 不 稳定 ,其 
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，3. 交换 模 . | 

这 是 压强 梯度 驱动 的 内 部 模 , 它 并 不 一 定 是 体系 真正 的 扰动 
形式 ,而 是 代表 一 种 特殊 的 不 弯曲 磁力 线 的 试探 函数 (相应 的 B， 
xz0, 因 而 扰动 引起 的 磁 势能 增 量 为 零 ,没有 稳定 作用 ). 这 种 不 稳 
定性 是 否 会 发 生 ， 要 看 磁力 线 曲率 和 压强 梯度 则 的 相对 符号 ， 其 表 
达 为 ， 

—-2(€1* VPCGK 65 )， 

一 般 VPo<0, 故 只 有 k. 1 过 0 时 ,这 项 才 为 负 .而 曲率 x 二 0 表示 
”磁力 线 是 止 向 磁 流 体 的 ( 坏 曲率 ). 反 过 来 当 磁力 线 凸 向 磁 流 体 时 
“(好 曲率 ), 这 项 为 正 ,不 会 产生 不 稳定 扰动 . 我 们 常 把 这 种 凸 向 磁 
流体 的 磁场 位 形 称 为 磁 阱 、 磁 瓶 或 磁 答 , 即 它们 都 能 有 效 地 克服 磁 
流体 的 不 稳定 扰动 而 很 好 地 约束 磁 流 体 . 由 于 标准 的 交换 模 木 弯 
曲 磁 力 线 , 相 应 的 磁 流 体位 移 是 沿 磁力 线 整体 隆起 或 止 下 而 表现 
成 平行 于 磁力 线 的 垄 或 槽 ; 故 有 时 又 称 这 种 模 为 槽 形 模 . 

最 不 稳定 的 交换 模 是 垂直 波长 最 短 的 扰动 ,因此 它们 在 空间 
是 高 度 局 域 化 的 ( 即 对 相应 磁 面 的 偏离 很 小 ). 它们 往往 和 磁场 的 
几何 形态 关系 不 大 ,比较 容易 作 解 析 分 析 , 从 而 给 出 由 局 部 平衡 量 
构成 的 ,解析 的 稳定 性 判 据 ( 即 稳定 的 必要 条 件 ). 在 一 维 问题 中 这 
称 为 Suydam 判 据 ,而 在 二 维 问题 中 它 被 称 为 Mercier 判 据 . 这 是 
交换 模 所 独 有 的 ,其 他 类 型 的 不 稳定 模 一 般 不 存在 类 似 的 解析 判 
所 
此 外 在 垂直 于 磁场 的 方向 上 ,中 等 或 大 尺度 的 交换 型 扰动 也 
有 可 能 存在 (如 tokamak 等 离子 体 中 由 压强 梯度 和 平行 电流 共同 
驱动 的 内 部 m==1 扭曲 模 ) ,但 由 于 尺度 较 大 ,一 般 只 能 通过 数值 
方法 来 讨论 . 唯一 可 用 解析 方法 求解 的 是 直 Z 籍 缩 中 的 m= 0 的 
腊肠 (sausage) 模 . 
气泡 模 也 是 交换 模 的 一 种 ,只 是 其 试探 函数 偏向 磁化 等 离子 
体 的 坏 曲率 一 侧 ,非常 局 域 化 ( 见 下 面 的 介绍 )， 
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稳定 交换 模 的 方法 有 ， 

Gi) 足够 强 的 磁 剪 切 . 当 剪 切 一 大 ， 在 交换 内 、 外 相 邻 的 磁 通 
管 时 就 容易 弯曲 磁力 线 , 从 而 引起 扰动 磁 能 的 较 大 提高 ,而 正 的 拢 
动 磁 势 能 又 会 反 过 来 抑制 不 稳定 扰动 的 发 展 . 

Gii) 平均 磁 阱 . 在 环形 磁 流体 位 形 中 ,由 于 每 根 磁力 线 都 会 交 
替 地 经 过 好 曲率 (磁力 线 西 向 等 离子 体 中 心 ) 的 内 侧 和 坏 曲率 ( 磁 
力 线 叫 向 等 离子 体 中 心 ) 的 外 侧 , 结 果 带 电 粒 子 在 沿 磁力 线 运动 时 
就 会 平均 地 感受 到 一 个 好 曲率 的 作用 ,使 沿 磁力 线 平均 的 扰动 势 
能 为 正 ,从 而 抑制 了 平行 扰动 51 非常 长 (超过 环 周 长 2rR) 的 那 类 
交换 模 . 但 对 平行 (磁力 线 的 ) 扰 动 较 短 的 气泡 模 ,这 种 平均 磁 阱 就 
不 起 作用 了 . / | 
4. 气泡 模 

; 它们 由 压强 梯度 驱动 ,5 可 以 是 内 模 也 可 以 是 外 模 ， 但 只 出 现在 
磁场 几何 位 形 在 二 维 以 上 的 磁 流 体 中 . 在 tokamak 等 离子 体 中 ， 
人 们 主要 对 高 m( 即 在 磁力 线 角 向 高 度 局 域 化 ) 的 内 气泡 模 感 兴 
趣 . 因为 这 类 模 的 稳定 性 判 据 限制 了 磁 流体 平衡 位 形 可 能 达到 的 
最 大 8 极限 ,从 而 影响 了 磁 约束 装置 的 效率 ,也 即 未 来 聚变 堆 的 
经 济 效益 . 四 

气泡 模 的 名 称 来 自 其 扰动 试探 函数 的 形状 : 它们 只 集中 在 磁 
力 线 的 坏 曲率 区 而 在 其 他 区 域 则 几乎 为 零 , 因 此 像 一 个 突出 于 平 
滑 磁 面 之 上 的 小 气泡 . 这 时 对 大 尺度 交换 模 很 有 抑制 作用 的 环 向 
平均 “ 磁 阱 ”, 对 它 却 不 起 什么 作用 了 . 一 般 来 说 ,气泡 模 总 是 多 维 
的 ,而 且 由 于 在 平行 磁力 线 方 向 上 的 扰动 51 高度 定 域 ,使 它 不 能 
用 通常 的 健 氏 分 析 来 描述 ,而 要 用 波 包 方法 来 分 析 一 一 由 此 专门 
发 展 了 适用 描述 它 的 气泡 模 表 象 . 


4.2 CE 


“一 维 位 形 指 的 是 平衡 位 形 可 用 一 维 磁 流 体 平衡 方程 描述 的 磁 
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流体 ,如 9 籍 缩 ,Z 短 缩 及 螺旋 夭 缩 . 其 中 9 短 缩 和 2 籍 缩 的 讨论 


很 简单 ,但 可 以 帮助 我 们 学 会 用 能 量 原理 来 处 理 稳定 性 问题 . 在 螺 
旋 短 缩 上 用 能 量 原理 就 比较 复杂 ,但 从 它 导 出 的 结果 可 以 用 来 讨 
论 环形 磁 流体 位 形 ( 如 tokamak 等 离子 体 ) 中 的 许多 稳定 性 何 题 . 
而 且 由 螺旋 籍 缩 能 量 原理 的 具体 表达 式 还 能 得 到 三 个 重要 的 ,和 
具体 位 形 无 关 的 ,关于 稳定 性 的 结论 ， 
， GD 定 域 交 换 模 ( 指 在 径 向 、 定 域 在 某 个 有 理 面 附 近 的 一 类 不 
稳定 扰动 ) 的 稳定 性 判 据 一 一 Suydam 判 据 . 

(ii) 对 检验 任意 内 模 ( 在 有 理 面 或 不 在 有 理 面 附近 ) 的 试探 函 
数 其 空间 结构 所 作 的 一 些 规定 一 一 Newcomb 分 析 . 这 使 得 选择 最 
不 稳定 的 试探 函数 变 得 比较 容易 和 科学 . 

(iii) 给 出 不 稳定 性 的 本 征 值 与 相应 本 征 函 数 在 径 向 振 葛 行 
系 一 一 振 功 定理 . 这 样 就 对 任意 内 模 最 不 稳定 的 试探 
函数 的 形状 作出 了 进一步 的 界定 . 

这 几 个 结果 在 数值 求解 能 量 定 理 以 判定 是 否 存在 不 稳定 性 时 
特别 有 用 ， 辐 为 这 时 需要 事先 选取 试探 函数 ， 而 且 要 选 的 试探 函数 
越 不 稳定 越 好 . 


4. ; 1 0 籍 缩 
令 Bo=(0,0,B.(7)), ,二 (0,Jobr) ,0) ,平衡 条 件 (方程 ) 是 


Zp 24 
其 中 Bs 是 外 磁场 在 边界 r==a 处 的 值 . 由 于 在 9 籍 缩 中 ， 外 金属 况 
距 等 离子 体 边界 很 近 ， ;因此 可 以 采取 固定 边界 条 件 ， 即 令 边界 扰动 


势能 为 零 : 8W. 十 8W .=0. 于 是 有 
1 万 ; 
ow = Wr = 5|ar[ LIB + Iv 1 +7Pol ve 8 


其 中 已 经 考虑 到 了 在 9 处 缩 中 ,J。* Bo 一 0 及 «==0. 这 样 优 式 中 的 
压强 梯度 及 平行 电流 解 稳 项 均 为 零 . 于 是 从 上 式 可 以 看 出 ;无 论 取 


其 中 


i 
人 
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- 何 种 扰动 ,被 积 函 数 都 是 正 的 ;也 即 5W; 永远 为 正 一 9 籍 缩 不 存 


在 磁 流 体力 学 的 不 稳定 性 .但 为 了 帮助 初学 者 熟悉 处 理 能 量 原理 


的 一 般 方法 ,下 面 仍 形式 上 地 来 一 步 步 演示 . 


在 柱 坐 标 下 , 磁 流 体 在 z 向 无 限 延 伸 ,而 在 9 方向 上 有 周期 
性 ,因此 可 以 把 试探 函数 写成 
E(r) = €(r)explilm0 十 kz)], 
其 中 m/r= 姑 是 角 向 波 数 ,k 是 z 向 波 数 . 按 前 面 的 讨论 ,寻找 使 
磁 流 体 平衡 位 形 发 生 不 稳定 扰动 上 的 过 程 就 是 挑选 合适 的 6, 使 
Ws 不 断 极 小 化 的 过 程 . 前 面 也 指出 , 极 小 化 的 第 一 步 就 是 按 不 
可 压缩 条 件 V. 5 一 0 来 挑选 平行 扰动 £1. 由 


er 
“6 一 用 ,VE V6， 
# 316 1 a8,.. 
> 4 | 
Bo* VB = Be Bz 天 | Bz 一 
VvV:5 = 0 tr 二 [re + iméy]. 
故 


,=é&.= ieey 十 imés]. 
可 以 看 到 ,只 要 & 天 0( 即 平行 波长 4% 有 限 ), 总 存在 满足 不 可 压缩 
条 件 的 Si , 当 取 这 个 6 值 时 ,扰动 势能 就 锌 极 小 化 成 
万 ， ， 

Wr = S|arliip E+ lv 1 

再 代入 | 
Bi = B. 十 Bo, 

|B | = 1B,|’ + 1B|’, CB, Bo = 0) 
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Bs = [VX (8 x BD- FE, X Bo 一 = igBé, 
放 |B,1 |: 一 Bi( 1 和 1? 十 1619， 机 和 用 ， 
下 V 5 = 雯 [| (0 人) |? + més + im(ré? )'bo — imlré,)' és ]) 
”将 上 二 式 代入 扰动 势能 表达 式 后 ,可 得 
Sr = J 二 [ar TaeBscle.l + | 名 


马 [loe ) | 十 十 和 Ge) 名 一 my ]]. 


为 了 进 一 站 要 小 化 上 趟 , 可 以 将 其 中 的 被 积 函 数 1(&,,60) 对 或 
25 取 极 值 .但 由 于 名 在 锌 积 函 数 中 是 以 代数 形式 出 现 的 ， 因此 对 
它 求 上 式 的 极 值 比较 方便 : 

,6 一 条 十 勤 条 十 i 瑟 re) 一 0 
当 取 满足 上 面 代数 方程 的 名 时 , 即 令 


人 i) 


或 
6 一 1 rr — 76,), 


就 能 使 扰动 势能 进一步 极 小 化 .将 上 式 代入 SP; 得 
一 一 -| rr [1Cé,) | 二 + 全 计生 


其 中 民 关 一 42r2 十 mo2, 在 导出 上 式 时 还 用 到 了 


了 2r a a 
| 一 | dz| dg| rdr 一 2rz| jd7， 
0 | 0 


其 中 工 是 z 方 向 上 柱 的 长 度 .，.… 

由 上 式 可 见 除了 在 有 =0 时 5Wr 二 0， 从 而 体系 处 在 临界 稳定 
状态 外 ,对 其 他 任何 的 扰动 ,体系 都 是 稳定 的 . 从 物理 上 来 看 , 稳 
定 的 原因 是 由 于 任何 一 个 都会 次 曲 误 压缩 平衡 磁场 ,从 而 造成 


reg po ee 


A 


rr 
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厂 能 的 增加 ,然后 反 过 来 抑制 初始 的 扰动 . 因此 ,0 得 缩 的 磁 流 体 
位 形 有 着 最 好 的 理想 磁 流体 稳定 性 质 。 


4.2.2 2Z 籍 缩 


这 时 Bo 一 (0,Bo(r),0),Jo 一 (0,0,J:(r)) ,平衡 条 件 为 


CB) 一 0 
7r rr 


首先 ， 避 属 光 边 条 件 仍然 适用 ， 因此 5W = 二 Wz, 这 表明 只 可 能 存在 
内 模 不 稳定 性 . 其 次 ,由 于 J。* Bo 二 0, 故 不 存在 平行 电流 驱动 的 
扭曲 型 不 稳定 模 ,只 能 有 压强 梯度 驱动 的 交换 模 . 接 下 来 是 全 在 
下 是 否 可 以 用 不 可 压缩 条 件 来 极 小 化 8Y7r. 同 前 , 令 

Cr) 一 Er)expli(m0 十 kz) ]， 
从 不 可 压缩 条 件 可 得 

$1 一 名 一 三 [Cr6) + pré.]. 


这 样 , 当 m 关 0 时 , 仍 可 令 = 二 名 (&,,&.) ,使 V， 5 一 0, 从 而 极 小 化 

5W5s. 但 当 m= 二 0 时 ， 不 存在 使 V， 《一 0 0 的 合适 $s 值 ， 但 这 时 仍 有 

VI: €, =(im/r)é=0, 故 可 取 V* f=V*§. 下 面 就 分 两 种 情况 

来 继续 讨论 . 

1. m 关 0 情况 - i - 
在 取 V， 二 0， 并 考虑 到 Jo* Bo 二 0 后 ,有  . 


. 本 万 2 
5 -+ + lV 


C26) kl 20€) + VP Ck 7) |. 


利用 。 
K 一 65。Ve65 一 二 (eo) 一 一 er， 
和 VE 一 工 [0r6D) + ikré 
了 kK 一 一 人 V 。 一 -py [ (7é,) 十 1kR7 -|. 
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一 


右面 被 积 函数 中 的 第 一 项 J 成 


1 9 


"= S11X Bo), = 一 oN Bo) 一 i TEé ,Bo, 
1 


B. 一 一 十 驴 =i 
一 一 (XB) 一 二 总 (5.B) —i 6.B, 


LA 
第 二 项 变 为 : 


V+ 26 «l= | 二 [Core 
i 7 
_ ee 

r 

第 三 项 成 为 

一 28 VYPo 6 一 一 引 5 吕 | 一 全] ~ 2 | 全 

> ,3 7 ? ? 

故 最 后 得 四 

r="| rdr| 蛤 BC + 2 十 | le 

2 


aa a a 


rr r dr 
中 全 6. 的 项 是 代数 型 的 , 故 可 以 用 它 来 极 小 


Oé, 7? 


r 


Bié* 上 BE + kB é' — 各 |=0, 
有 
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LE -一 
m2r2B? 


将 它 代入 1(&,,&,) 后 ,得 出 对 & 极 小 化 了 的 - 
ym2 入 2 | p22 | | ， 


其 中 ， k 出 现在 分 母 中 , 故 可 以 令 忆 一 ce 来 进 一 
能 SNWr, 这 相当 于 集中 注意 力 于 一 一 类 最 不 稳定 的 \ 亚 让 于 向 双 记 
向 上 波长 A 一 0 的 扰动 . 这 样 最 后 可 得 
一 | rdr7 pxo0 一 | FC2rP, 十 mBo) je 
入 中 mz0 ,区 条件 
2rP, 十 m’Bs > 0. 


7 = 二 (2rPp, 十 mBo) | 名 天 十 


再 利用 平衡 条 件 
P, 一 一 二 B EB 9 
上 式 就 变 成 
| 1 2 
< mC— 4). (4. 36) 
这 就 是 内 交换 模 的 稳定 第 判 据 


对 传统 的 Z 夭 缩 来 说 , Bo/r 是 > 的 递减 函数 ， 因此 上 式 左面 
为 负 . 这 样 ,只 要 m 宇 2 就 能 满足 稳定 性 判 据 . 结果 ,m 二 1 模 是 唯 
一 可 能 不 稳定 的 m 关 0 模 . 一 般 ， 在 等 离子 体 的 外 区 (无 电流 ， 无 洛 
伦 兹 力 )， 有 ,一 1 人 ,于 是 

不 等 式 左 面 = 一 2， 
而 这 时 

判 据 的 右边 = 一 3/2， 
故 稳定 性 条 件 满足 . 在 这 部 分 等 离子 体 中 m==1 的 内 交换 模 也 是 
稳定 的 . 而 在 等 离子 体 的 内 区 ( 热 芯 ),Bs~r ,这样 判 据 左面 大 于 等 
于 零 , 所 以 m==1 的 内 交换 模 将 是 不 稳定 的 . 这 样 ,对 2 短 缩 来 说 ， 
在 其 内 部 的 某 一 区 域 中 总 存在 着 m 二 1 的 内 交换 不 稳定 性 . 其 物 
理 图 像 如 图 4 9, 即 初始 扰动 将 磁 流体 弄 弯 后 ,弯曲 段 附 近 的 磁场 
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在 内 侧 增强 而 在 外 侧 减弱 ,这 样 内 侧 的 磁 压 强 就 超过 外 侧 而 使 这 | 结果 有 : 
自 磁 流体 在 原来 扰动 方向 上 进一步 弯曲 ,也 即使 初始 扰动 不 稳定 | . i ,| |’ YPo 
地 增 大 了 . 这 种 使 扰动 不 断 放大 的 原理 就 是 驱动 磁 流体 不 稳定 性 | 入 一 yp 全] er 中 
发 生 的 机 制 .从 上 面 的 讨论 可 以 看 到 这 种 不 稳定 的 模式 是 一 种 平 | ”注意 到 上 式 中 B, 一 Bs, 代入 Wr 后 ,得 
行 波长 尽 可 能 长 (m1) 而 垂直 波长 尽 可 能 短 (&， 一 kh. 一 o0) 的 扰 琶 Ws drf PB 
过 全 它们 对 切线 Bs 的 弯曲 (从 而 磁 扰 动 势能 的 增加 ) 也 尽 可 ”. 声 一 相 [A + Pie 
小 ,因此 对 初始 扰动 的 抑制 作用 也 是 最 小 的 ,这 就 为 这 类 挑动 | ; 就 
9 | 文 样 x 二 Jj 杞 未 
的 不 稳定 增长 预备 了 有 利 的 发 展 条 件 ， | > i 
元 ,十 B 十 2rP, >0， 
或 写成 通常 采用 的 Z 车 缩 中 w 一 0 模 的 稳定 性 判 据 
rPo 27By 
一 五 一 (4. 37) 


YP 十 3 
因为 P<<0, 故 上 式 在 |Po| 较 小  。 昌 
时 是 可 以 满足 的 . 但 如 果 |Po| 较 


图 4.9 m=1 的 内 交换 模 | ”， 大 ,就 会 出 现 不 稳定 的 m 一 0 内 交 
2. m 一 0 情况 z | 。” 换 模 ,通常 又 称 为 腊肠 模 . 它 的 发 
ha m i 8Ws 中 第 一 项 |B, |?ocm (耐力 线 交 训 | ， 生机 制 可 以 从 图 4 10 中 看 出 ， 
三 5 一 V. 6 ,结果 得 | 当初 始 扰动 使 某 一 段 磁 流 体 柱 变 
TCD =Be| V6 +26 kl + YP V6 | : | 细 后 ,由 于 流 过 等 离子 体 的 总 电 
— 2 VPC) 四 | ”六 不 变 , 故 流 过 这 一 段 的 电流 密 
,| ， EE , | 到 F 一 些 , 结 果 它 — _ 
一 和 | 十 生生 十 ir| 科 | é&, -ir[ 生 | | | eet el A 


4 二 7yP LL G8) 直人 se 和 二 
7 人 于 是 这 有 段 微 流体 就 因 被 压缩 而 进一步 变 细 , 也 即 初始 扰动 被 放大 

了 . 这 种 正 反馈 式 的 驱动 机 制 最 终 会 使 Z 第 缩 的 放电 柱 被 从 当中 
勒 断 而 崩溃 . | 


: + kré,. (7é* )' — ipré* (ré,)’ 1]. 
这 时 使 I(r) 极 小 的 &, 满足 代数 方程 


37C-) 于 
De -一 一 0 二 一 -Bape 十 MrB| 全 和 | 十 7 十 ik hoe: )'， 
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4.2.3 蝶 旋 籍 缩 


这 时 平衡 磁场 和 电流 分 别 为 
B= Bo(r)es 十 Blr)e:, J = Jolr)es + J,(r)e.. 
平衡 方程 是 ( 见 2. 1.5 小 节 ) 


dip lp By] Be 
P+ 让 (B+ BD)]+ 学 0. 


一 般 这 种 位 形 的 边界 取 成 “ 磁 流 体 十 真空 区 十 导电 壳 ” 的 边 条 件 ， 
在 磁 流 体 和 真空 的 界面 =r, 处 有 连接 条 件 


| ps _ 了 ps 
Plr.) 十 22 (7。 一 ab) 


其 中 B, 是 真空 区 中 的 磁场 .上 面 所 有 表达 式 都 是 在 柱 坐 标 系 
(r,9,z) 中 写 出 的 ,这 时 扰动 矢量 一 般 写成 
€(r) 一 SCr)expLi(m0 十 &z) |]. 

但 在 螺旋 籍 缩 中 往往 用 螺旋 坐标 系 
(e,,er,es) 更 方便 . 其 中 e- 是 柱 形 磁 面 上 某 
点 处 磁力 线 的 法 线 方 向 ,es 是 切 向 也 即 磁 
力 线 的 方向 ,而 ef 则 是 次 法 线 方向 ,三 者 
构成 一 个 直角 坐标 系 . 这 种 坐标 系 又 称 为 
磁力 线 坐标 系 , 见 图 4. 11. 它们 与 普通 柱 
坐标 之 间 的 关系 是 


@=， 01= (Ber— Boes)/B, (4. 38) 


图 4 11 “螺旋 钊 缩 的 坐标 系 其 中 也 一 B+ B:. 而 扰动 天 量 这 时 可 以 
号 作 E(x)=(€,7,€1)， 写 们 和 桂 状 标 下 的 


扰动 分 量 间 有 变换 关系 
6 = (6B, + €B)/B, 

7= (éB, — €.B0)/B. 
遇 小 化 的 第 一 步 , 归 全 是 检验 不 可 丑 信 条 作 内 为 
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9 
A 六 


-+ 十 


三 1F (7) : ， 


过 
B 


Be 
Io 
-十 
> 


其 中 f(y)=k。 B= (m/r) Bo 十 kB: 是 B。V 作用 到 exp[i(《m69 十 
&z)] 上 的 结果 ,这 在 下 面 的 讨论 中 是 非常 有 用 的 一 个 量 . 故 由 Vv: 6 
一 0, 导致 


s1 一 1i $V: 6. 
这 样 ,当政 关 0 时 总 可 以 选择 合适 的 6 以 满足 不 可 压缩 条 件 ,并 极 
小 化 SWz. FF 天 0 的 平衡 磁 面 一 般 称 为 无 理 磁 面 ， 而 Fo=F(r,)=0 


的 磁 面 则 称 为 有 理 磁 面 . | z 
. 下面 将 证 明 . 在 有 理 面 处 ,虽然 | 发 散 ， 但 仍 可 以 用 不 可 压 
缩 条 件 来 极 小 化 5W. 对 应 于 丽 一 0 的 某 个 磁 面 , 令 


其 中 o>>0, 但 是 一 个 小 量 ,等 到 计算 完成 后 将 取 它 为 零 在 上 式 的 
定义 下 ， 当 7- 0 时 人 1 并 不 发 散 ， 因此 可 以 得 


i 一- V。 5 ， 


天 二 


5 Vi 十 和 一 +o V1. 


故 有 
0 
1 是 一 志和 二 二 元 条 


仿 下 二 下 十 下 (一 7,)= 二 Fr 一 +) ,于 是 


2 


[1V 5 | 


02 0 
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当 7 闫 rs, 但 o>0 时 ,利用 
1 


rT x), 
有 ( 当 "EN) 
FF? 二 72 入 nod[F. Cr 办) ] 一 RX 一 7,). 
所 以 Ws 中 和 |V。€|? 有 关 的 项 本 表示 成 
到 |>PIV， Sldr 一 过 | yP FS 2rdr 
Oo 
=- a FT [VE | Pr rrdr 
0 |V。 | | 
2 27Pr 


r= 


当 o>0 时 ， 上 面 的 积分 就 趋 于 替 说明 对 雪 放 过 人 于， 即使 
在 有 理 面 处 仍然 可 以 用 不 可 压缩 条 件 Y .6=0 来 极 小 化 Ws. 上 
述 运算 的 物理 意义 是 这 样 的 ， 虽然 在 磁 流体 中 的 一 个 个 有 理 面 处 

,二 0, 从 而 使 平行 扰动 发 散 , 但 这 些 有 理 面 都 是 分 离 的 ， 而 且 麻 度 
为 无 穷 小 ， 所 以 其 积分 效果 仍然 为 零 ， 而 扰动 势能 38Wr 正好 是 这 
样 一 个 积分 . : 

故 在 第 一 步 ， 我 们 仍 可 以 在 磁 流 体内 的 任何 地 方 取 不 可 庄 纺 
条 件 |V. 5|: 一 0 来 极 小 化 Sr 随 之 得 到 的 扰动 势能 只 4 是 另 两 个 
扰动 变量 5 和 7 的 函数 ,而 且 在 其 中 7 以 代数 项 的 形式 出 现 (详细 
的 推导 及 表达 式 请 见 附录 下 及 (E.7) 式 ). 

所 以 在 第 二 步 , 可 以 通过 对 7 的 选取 来 进一步 极 小 化 5W. “ 没 


5Wr = (1/2) |arrce, 7) ,由 


ED _ oo. 
0 
可 得 ( 见 附录 (E. 9) 式 ) : 
7 一 [Coe' + 24BA], z (4. 39) 
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其 中 
m: m 
k? 一 一 & 十 乞 ， 一 -PB: 一 kB,. (4., 40) 


2 


将 这 个 7 值 代入 I(&,7), 最 后 可 整理 成 ( 详 见 附录 (E. 10) 式 ) 


27-2 2 _ 2B? 
7 一 oe 十 g62) 十 开 | ez(a) 
SW, dW. 
其 中 
7 =| dr + gé’), 
dW. kr?B? 一 | 8 », ~、 TFh 
L | kr 4《 (4) = 2p Re? 
在 上 面 式 子 中 ， 有 一 些 在 后 面 非常 有 用 的 简化 符号 表达 式 ( 参 附 
录 (E. 21) 式 )， 
re 
-一 人 / kor’ 一 ] 2 2k? 2 
g 一 2 27 + 2 下 十 i kB, F; (4. 43) 
而 
如 二 由 十 他， (4. 44) 
rr 
Pohk*B= ,BthB., (4. 45) 
h = EB,— 一 Bo (4. 46) 


上 面 给 出 的 表达 式 还 常 被 用 在 a/R<1(a 是 环 柱 的 小 半径 ， 
而 尺 是 大 半径 ) 情 况 下 的 环形 位 形 ( 如 反 场 夭 缩 ,tokamak 等 ) 磁 
流体 中 . 这 时 直 柱 几何 变 成 了 直 环 ,只 须 令 环 向 角 # 和 环 辣 波 数 n 
分 别 为 
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二 二 n 一 一 AR， 


则 传 氏 因子 就 可 从 柱 形变 为 环形 


i(zazbg 十 Exz) _ inb 一 29) 


这 时 上 面 的 下 ,h,f,g 对 的 依赖 则 可 以 变 成 对 直 环 波 数 > 的 依 
赖 : 


Bo 7 2 | 
F 一 - (m— ng), 9 = R. By,’ (4. 47) 
Bo 
h =— (ng + m), (4.48) 
_?Tbe (m— ng) (4. 49) 


p m+ 1272/ 尺 2 

2n2r:/Ro dP 
Bm nr?/R: dr 

Bo|m 一 1 十 nr2/R? 

+ | m? 十 n2r?/R?o 

2n27? /Ri . 
Cm? 十 nr /Ro)? 

下 面 给 出 总 扰动 势能 中 的 表面 扰动 能 积分 和 真空 扰动 能 积分 
在 螺旋 箱 缩 下 的 表达 式 . 首先 来 看 表面 扰动 能 ,由 


3W, = 亏 中 dsln， 5 ln EVP + B/24) 1, 


其 中 dSn 一 dS$. 当 无 面 电流 时 ,利用 平衡 方程 可 得 
2 _3 B _B, 
[Ve(P + B1/21) 1 = 旦 [P+ 乞 一 到 | 


对 上 式 作 分 部 积分 ,并 利用 磁 流 体 -真空 连接 条 件 
PPO) + EL - B,(rs)” 


24 2 
可 得 ( 当 不 存在 边界 面 电流 时 ) 
SW, = 0. 


“(mm 一 ng)’ 


十 [ (ng)? 一 mo] | (4. 50) 
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再 来 看 真空 扰动 能 


8W., = 去 | dr |B,, |7. 
真空 区 


利用 V. Bi 二 0 及 VXBi 一 0, 可 令 Bi 二 V 加 ,并 可 得 


y? 内 二 0， 
作 健 氏 变换 加 (r)== 吉 (r)exp[iCm0 十 kz)] 后 ,上 述 方 程 在 柱 几 何 
下 的 通 解 为 
$7) = CiK, kr) 十 Cl kr). 


其 中 天 。 和 TI 是 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 ,而 常数 C; 和 Cs 可 由 内 、 外 边 


界 条 件 来 定 出 . 
首先 ,在 ”一 2 的 外 边界 (金属 壳 ) 处 有 : Bi) 一 0; 这 导致 
办 (8) 一 0， (4.51) 
由 此 可 定 出 (例如 )C;. 于 是 
K'’ (5) 
内 (7 ) = -cl K。 (kr) 一 I ChB) Ln) | 


其 次 ,在 r=a 的 内 边界 ( 磁 流 体 - 真空 ) 处 有 未 扰动 的 平衡 条 件 

no * Bo = no * Bo. 
其 中 mo 是 从 真空 区 内 来 看 的 未 扰动 (平衡 ) 磁 面 的 法 向 方向 . 因为 
在 磁 流 体 的 一 边 , Bo.《a)= 二 0, 所 以 上 式 就 意味 着 B,,o (a) 二 0; 这 
样 ,扰动 的 真空 磁场 在 界面 法 线 方向 上 的 投影 就 可 写成 
110。 有 Ca) = no* VX (EXBo)|。， 


BCa) 一 有 oo。VCt 5 )|。 一 (Co。5)[zo。(zo。 V)B,]|。 
一 Bo ° V(— é,) | 。 加 《一 é€,)[ (no ° V) Bo,, | |. 
= iF (a)é,(a). 


TD no 二 一 e; 及 
* [VX ~ Be 
。 [€ V。 了 一 BCV。 5 )+CB。。 V)6 一 (全 。VB 
,Bo V)6 一 no。(5 * WB 


164 . 第 四 章 ” 磁 流体 力学 不 稳定 性 


=Byo °* Vlno* €1)—no* (6 * Rono* VB 
=Byo* Veno* €)— (no° €1)Lno* (no* V) Bw. 
于 是 第 二 个 边界 条 件 可 写成 
#1 = iF (a)é,, (4. 52) 


由 此 可 以 进一步 定 出 C1， 


CS 1 Ka RI he) | 
! KK’(ka) I, (kb)K, ka) 
所 以 
3W, = LE | e200), (4. 53) 
ZU m |, 
其 中 
1 一 mKn(ka) 1 一 Ks AP) I (ha)/ hb Ks Go) | 
~ kaK’ Ca)L1 一 开 (RD)LT Ra)/ (Rb)K’ (ka)) 
1 二 + (a/6)™ 


1 一 (a/b)”™”” 
导出 上 式 的 最 后 一 步 时 用 到 了 近似 (ka,k6 志 1). 在 这 样 的 近似 下 
让 | 
(krB, + mBo)s 1 + (a/b)” 


nL 
6W, = Fe (a) 六 1] — (a/b)™ (m 天 0). 
以 上 表达 式 是 用 于 柱 形 位 形 的 ,对 环形 位 形 有 
_xL (m — ng)a 1 + (a/b)” 
Wo Ba 1 am ("0 


最 后 ,在 不 存在 界面 面 电 流 时 (这 是 一 般 的 实验 中 常 有 的 情 
况 ) ,在 经 过 了 对 6l 和 7 的 极 小 化 后 ,总 的 螺旋 夭 缩 扰动 势能 可 写 
成 的 函数 
SW = Ws + SW, = 3 + SW + 5W, = 5W, + SW,. 
(4. 54) 
其 中 的 体积 扰动 势能 是 


hii 
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SW, = | arc 上 十 gl2)， 
而 表面 扰动 势能 是 


sm _ IC Fh A sp 
9W, 一 Bo) i + nr] (4. 55) 


| ， ”其 中 的 各 简化 符号 表达 式 已 在 前 面 分 别 给 出 (包括 直 柱 和 环形 两 


种 位 形 情 况 ). 上 述 扰动 势能 只 和 ,6 及 有 关 , 当 磁 流 体 边界 扰 
动 6 二 0 时 ,8W, 二 0,8W 二 8W,; 这 时 车 存在 不 稳定 的 扰动 ,就 称 ， 
为 内 (固定 边界 ) 模 . 相反 , 计 入 了 边界 扰动 的 不 稳定 扰动 , 则 称 为 
外 (自由 边界 ) 模 . z 

从 上 面 给 出 的 螺旋 籍 缩 扰动 势能 的 一 般 表 达 式 ,可 以 看 到 它 
还 和 磁 流 体 的 平衡 量 ( 已 略 去 了 下 标 “0”)P(r),BCr),J Cr) 的 具体 
形式 和 剖面 形状 有 关 , 因 此 ,只 有 给 定 了 上 述 诸 量 后 才能 用 能 量 原 
理 来 讨论 相应 的 不 稳定 性 . 但 在 对 上 面 平衡 量 不 作 进一步 规定 时 ， 
仍 可 以 得 出 一 些 关于 稳定 性 的 普遍 性 结论 . 这 就 是 

(i) 在 有 理 面 附近 , 定 域内 交换 模 的 稳定 性 条 件 一 -Suydam 
判 据 . 

Gii) 关于 非 定 域内 模 稳 定性 的 充 要 条 件 一 -Newcomb 分 析 . 
此 分 析 由 14 个 定理 组 成 ( 详 见 文献 [10]) ,它们 规定 了 : 为 使 任意 
内 模 (包括 非 定 域内 模 ) 稳 定 ,小 扰动 £7) 必须 满足 的 一 组 充 要 条 
件 . 但 这 些 条 件 不 像 Suydam 判 据 那 样 是 解析 表达 式 , 也 并 不 通过 
平衡 量 给 出 ,而 是 对 6(r) 的 函数 结构 作出 一 些 规定 ,从 而 使 得 进 
一 步 的 数值 计算 变 得 简单 了 . 

(ii) 振 葛 定 理 : 当 定 域内 模 是 不 稳定 的 时 候 , 相 应 模 数 的 非 
定 域内 模 更 是 不 稳定 的 . 这 时 可 证 ,对 于 最 不 稳定 的 非 定 域内 模 、 
其 扰动 位 移 6() 是 在 有 理 面 .一 <a( 边 界 ) 之 间 没 有 零点 的 函数 . 因 
此 ,在 进行 能 量 原理 的 数值 解 时 ,就 可 以 挑选 上 述 类 型 的 试探 函数 
来 作 计算 . 

下 面 ,我 们 只 对 Suydam 判 据 作 详细 介绍 ,因为 它 将 在 讨论 


166 第 四 章 ” 磁 流体 力学 不 稳定 性 


tokamak. 等 离子 体 的 定 域内 模 时 用 到 . 而 另 两 个 结论 都 和 能 量 原 


理 的 数值 解 有 关 ,就 请 参考 有 关 文 献 了 . 
4.2.4 螺旋 籍 缩 中 定 域内 模 的 Suydam 判 据 


在 有 理 面 r+=r, 处 ,F(r,) = 二 0,5W, 中 除了 P' 项 外 都 为 零 . 而 
由 于 已 < 0, 故此 项 总 是 负 的 ,也 即 会 驱动 内 交换 模 不 稳 的 . 从 物 
理 上 来 看 ,在 有 理 面 处 有 kk， Bo 二 | Bo 二 0, 也 即 平行 波长 无 限 大 
的 扰动 f(x,) 因 其 不 会 弯曲 磁力 线 ,所 以 不 会 受到 磁场 的 抑制 . 但 
如 果 扰 动 发 展 到 一 定 程度 ,波及 附近 K 关 0 的 磁 面 ,这 时 就 会 弯曲 
和 压缩 磁力 线 . 引 起 磁 势 能 的 增加 ,从 而 阻止 扰动 的 进一步 增长 . 
所 以 这 类 扰动 在 径 向 只 \ 能 定 域 在 茶 个 有 理 面 附近 的 一 个 罕 层 中 
一 一 因此 被 称 为 定 域内 横 . 

对 这 类 模 , 申 可 以 得 出 一 个 解析 的 稳定 性 判 据 . 但 导出 这 个 条 件 
时 用 的 &(r) 并 不 是 按 极 小 化 操作 得 出 的 试探 函数 ,而 只 是 从 物理 
上 猜 出 的 会 使 自己 获得 不 稳定 增长 的 一 种 扰动 函数 ,并 不 能 排除 
还 存在 着 使 平衡 位 形 更 加 不 稳定 的 其 他 扰动 . 故 这 样 得 出 的 稳定 
性 条 件 (Suydam 判 据 ?只 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 
”根据 上 面 的 定性 分 析 ,é(r) 只 有 在 有 理 面 x 附近 的 一 薄 层 中 
， 才 不 为 骞 , 故 可 把 5W 中 的 f,g 分 别 在 x 附近 展开 ; 令 令 z 一 ”一 r。， 
则 

re 

TD= 呈 | = f(r) + | 

由 于 FFC,)==0， 故 展开 的 头 两 项 为 零 ， 上 式 的 最 后 一 .项 成 为 展开 
的 头 一 更 : 


of 


Ti, 


十 也 


re 
pko | - 


zx 


f0) = 


而 g 只 需 展开 到 零 阶 项 ， | 
| 


g(r) = g(rs)= 2 gzf 


. 在 咯 去 一 阶 变 分 项 后 ,得 
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所 以 ， 和 
fd rrP'’ 到 | 全 | 2 P! 2 
1 三 闻 十 82 一 12 号 dz TF ‘ 

这 样 

SW re 

-一 上 一 工 SW 7. 

了 k2 : 了 
而 


w= | [G(s) to], 
其 中 A 是 扰动 (ry) 的 存在 域 (A<a); 而 

Q. = | 2 | 一 al ~ 0. Z 
其 中 "一 Be/ (rB.) 正 比 于 磁场 Bo 和 B, 间 的 夹 角 ,而 v 则 正比 于 磁 
场 剪 切 . 求 使 5W, 二 0( 也 即 5Wy) 的 不 稳定 扰动 & 的 步骤 如 下 : 首 
先 通过 求 5Wj 极 小 的 方法 得 出 这 时 《& 所 应 满足 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 
微分 方程 ;其 次 求 出 此 方程 的 解 ;由 于 此 解 在 z 一 0 点 是 奇异 的 ， 
不 是 物理 上 人 允许 的 扰动 , 故 第 三 步 是 在 上 述 解 的 基础 上 设法 构成 
一 个 在 z==0 处 不 奇异 、 但 又 能 保持 原来 解 特点 的 “< 人工” 解 ; 最 后 
将 此 解 代入 5Wy, 以 验证 其 是 否 小 于 零 ,也 即 这 种 扰动 是 否 是 不 稳 
定 的 扰动 . 

SW 的 欧 拉 - 拉 格 朗 方程 式 可 由 其 变 分 极 小 来 求 出 

， .6(6W /7)= SW/(€)=0 


-| az | E+] +eG 上 66) 一 二 | 生 | 一 ce 


「 dz[ 经 四 3 十 el 0. 


分 部 积分 ,并 利用 ECA) 二 8&( 一 A)= 二 0, 上 式 可 写成 


[a[- : 信 [ 扎 改 十 a | 3 = 0. 
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因为 在 (一 A,A) 之 间 ,36 是 任意 的 ,. 故 上 式 意味 着 


二 | 去 到 | 一 生 = 0 


这 就 是 所 谓 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 设 这 方程 式 的 解 形 为 上 6 一 Ciza 
十 Czz2 ,代入 后 得 一 代数 方程 
2 二 11) 一 am 一 0， 


(4. 56) 


其 解 为 
Piz 一 一 方士 福 (1 十 441 (4. 57) 
当 1 十 4ay<0 时 ,pi, ,是 复数 有 . 
é = ja [Csin Ce, -nlzl) + Czcos(k, ln|z|)], (4.58) 


as |z. 
k, = 六 [一 (1 十 4ap) 下/ 


上 述 解 在 z 一 0 时 ,以 1/1zl252 为 包 
络 、 快 速 振荡 地 增 大 乃至 于 发 散 ( 见 
图 4. 12) ,因而 不 是 物理 上 允许 的 拢 
动 . 但 基于 这 种 振荡 行为 ,我 们 可 以 
人 为 地 构造 一 种 试探 函数 6(r~) , 它 
能 使 SW7r<0, 而 在 zx 一 0 时 又 具有 
好 行为 (不 发 散 ). 这 种 E(x) 虽然 不 
一 定 能 使 5W;j 极 小 ,但 却 是 物理 上 
- 允许 的 . 它 可 以 按 下 面 的 方法 构成 ， 
按 图 中 那样 把 整个 区 间 分 成 五 个 部 
分 .在 1I、V 区 中 , 令 E(x)= 二 0. 在 I 
区 和 外 区 中 取 上 面 (4. 58) 式 所 给 的 扰动 ,而 在 I 和 1 工 、W 和 VV 的 交 
界 处 z 和 zy 点 上 , 令 &(z1)==&(zs)=0( 之 所 以 能 这 样 设置 , 正 是 
利用 了 的 振荡 特性 ,可 以 把 zi ,zt 选 成 振 落 函数 的 零点 ). 最 后 ， 
在 zx=0 附近 的 下 区 , 令 (ry) 二 (zs) 二 (xs) 二 (常数 ) ,zyzi 则 
选 成 振荡 的 极 大 值 所 在 处 . 这 样 构成 的 扰动 位 移 6(z) 在 (一 co 


图 4. 12 ”人 为 的 试探 函数 6(z) 
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co) 全 区 域 都 有 好 行为 . 
于 是 - 
8V77 一 SVT77r(CI) 十 SW7CEDD 十 WED 十 SWrGV) 十 607CV) 
~W/(I) 十 SW7r(E) 十 SVGV)， 
可 证 其 中 的 SW/(1)==8Wy(V)==0. 证明 如 下 : 


dz 


SW/(1) = |. 攻 和? 十 ok: 


= 一] é 县 [去 —é/ dz 十 | acdz 


一 0. 
上 式 右 边 第 一 项 为 0 是 因为 名 (zs) 王 0 及 (zi) 一 0, 第 二 ,三 项 中 
的 被 积 函 数 正好 构成 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 左 端 , 故 为 零 . 同 理 可 
证 SWrGV) =0. 应 该 指出 ,这 两 项 为 零 , 正 是 利用 了 在 此 区 域 中 
的 高 度 振荡 行为 ,以 及 由 此 而 设置 的 边 条 件 . 而 另 一 项 5W/(1) ,由 
于 在 积分 区 内 = 常数 ,而 可 以 容易 地 积 出 


Lez aes 
A 


SW/() = | 


dz=aéi (zs— Zz2). 


由 于 这 里 讨论 的 是 1 十 4aep<0 情况 ,有 ay 过 一 1/4, 故 56W/( 了 DD) 一 
0, 也 即 8W7r<0. 这 说 明 上 面 所 构 置 的 扰动 试探 函数 ,是 一 种 不 稳 
定 的 扰动 一 一 通常 称 为 定 域 内 交换 模 ， 
. 当 1 十 4ay 之 0 时 , pis 是 实数 .但 因为 这 时 pz 二 0, 故 在 x 一 0 
时 相应 的 解 xz 是 奇异 的 ,而 且 并 不 振荡 ,因此 无 法 按 前 面 的 方式 
来 构成 在 z=0 附近 有 好 行为 的 扰动 (zx). 这 样 在 1 十 4a 二 0 时 构 
造 不 了 物理 上 人 允许 的 、 又 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 扰动 位 移 . 即 
使 硬 用 上 面 的 “ 坏 ”& (xz) 来 试 着 计算 扰动 势能 ,也 会 发 现 相应 的 
8VW7r>>0, 即 体系 对 局 域内 模 的 扰动 是 稳定 的 . 
这 样 , 综 上 所 述 ,五 可 得 对 于 定 域内 模 的 普 适 的 稳定 性 条 件 一 一 
Suydam 判 气 ， 
1 十 4a4y0,、 
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或 用 平衡 量 写 出 

所 | 十 puP， > 0， (4. 59 ) 
其 中 所 有 平衡 量 都 省 略 了 下 标 “0”,v 二 Bo/ (rB,) = 二 1/(gR). 对 一 般 
.的 实验 室 等 离子 体 ,上 式 中 已 <0, 因 此 是 不 稳定 的 驱动 项 ;而 
(v />0 项 总 是 起 稳定 作用 , 它 实际 上 代表 磁 剪 切 的 稳定 作用 . 
磁 剪 切 (w 隆 0) 的 存在 ,使 得 7 不 同 的 相 邻 磁 通 管 的 走向 总 有 点 不 
同 ,因而 交换 它们 的 位 置 时 总 不 可 避免 地 要 弯曲 和 压缩 磁力 线 ,从 
而 使 得 扰动 磁 能 增加 ,起 到 抑制 交换 型 扰动 的 作用 . Suydam 判 据 
和 2 短 缩 中 mm 一 0 的 稳定 条 件 不 同 ,Suydam 判 据 和 Be 的 绝对 什 
无 关 而 只 和 其 前 切 Bs 有关 . 这 是 因为 在 Z 称 缩 中 的 磁场 Bo 总 是 
止 向 磁 流 体 的 , 即 具 有 坏 曲率 . 所 以 在 交换 内 外 磁 通 管 时 , 磁 能 总 
是 下 降 , 从 而 驱动 不 稳定 性 的 发 展 . 


rB: 


4. 3 直 柱 tokamak 


4.3.1 概 述 -一 


环形 的 反 场 夭 缩 CRFP) 及 tokamak 虽然 属于 二 维 磁 流体 位 
形 , 但 在 瘦 ( 细 ) 环 情况 下 (a/R 1,a 和 人 分 别 是 环 的 小 半径 和 大 
半径 ) 可 以 取 直 柱 近 似 -一 即 当成 直 环 而 采用 螺旋 给 缩 的 能 量 原 


理 来 讨论 其 稳定 性 . 这 里 只 介绍 直 环 tokamak 等 离子 体 的 理想 磁 


流体 不 稳定 性 . 在 tokamak 中 ， 


量 , 而 由 压力 驱动 的 交换 模 其 扰动 势能 却 是 四 阶 小 量 , 也 即 在 直 环 
tokamak 中 扭曲 模 比 交换 模 要 更 严重 . 此 外 ,由 真实 的 环形 位 形 所 
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引起 的 (对 直 柱 位 形 的 ) 环 修正 使 B, 产生 量 级 为 一 阶 小 量 的 变化 


( 见 第 二 章 磁 流体 平衡 的 讨论 ) ,因此 环 修正 对 扭曲 模 的 影响 较 小 
(只 是 定量 上 的 ) ,而 对 交换 模 的 影响 则 很 大 (有 定性 上 的 改变 ). 所 
以 用 螺旋 籍 缩 的 扰动 势能 通过 能 量 原理 得 出 的 不 稳定 模 的 绪论 ， 
对 于 扭曲 模 基本 上 是 正确 的 ( 环 效 应 只 是 给 出 一 个 同 量 级 的 数值 
因子 的 修正 ) ,但 对 于 交换 模 却 可 能 在 定性 上 ( 即 在 稳定 与 否 问题 
上 ) 不 正确 . | 
此 外 ,考虑 了 环 效 应 后 ,tokamak 中 还 会 出 现 一 类 直 柱 
tokamak 中 所 没有 的 新 模 ( 如 气泡 模 , 轴 对 称 模 ,…… ) ,它们 的 稳 


. 定 条 件 中 包括 了 平衡 位 形 的 8. 值 ,因此 会 对 tokamak 所 能 达到 的 


最 大 8 值 给 出 一 个 由 不 稳定 性 决定 的 上 限 , 这 在 直 柱 tokamak 中 

是 不 会 出 现 的 . 
在 把 螺旋 夭 缩 的 5W 用 于 直 柱 tokamak 时 ,需要 按 tokamak 
平衡 量 的 量 级 规定 来 展开 它 .利用 (下 面 已 略 去 平衡 量 的 下 标 “0”) 
有 一 一 


n 7 B. r 

R’ 9 
可 得 
SW = 5W® + 37 和， 
SW 2 = Wh, 二 SW， 

SW ‘2 一 6 4， (4. 60) 


Ws = xz | oe + goé)dr (a = 2,4). 
0. 
结果 是 (详细 推导 见 附录 (F. 6) 式 和 (F. 7) 式 ) 


Wo _ Bo pe 


n 1 | 2 
2 i [7r262 十 (Cm: om 1)€:Jrdr, (4.61) 


L R* Jo\m 
Wo le 
L R’ m’Jo R’ mm gq 
2 
,rr 工 一 芽 nn 1 Je| 
+ [xp 十 2 mg 3 十 7 rdr, (4. 62) 
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其 中 《2 当 n= 二 m= 二 1 时 ， (F. 8) 式 ) 


i ] 一 1 | 3 十 一 二 | | grdr. (4. 63) 
而 表面 扰动 能 是 二 阶 的 pe 9) 式 ) 
a [a +m| 夺 一 二 | + 过 | 大 一 蒜 |] 
(4. 64) 


4.3.2 定 域内 交换 模 
先 把 螺旋 籍 缩 关 于 定 域内 交换 模 的 稳定 性 判 据 改 写成 直 柱 


加 tokamak 的 形式 . 按 (4. 59) 式 ,Suydam 判 据 是 


y/ 


rb, 2 


2 
十 8pP' 二 0， 


y 
其 中 v==Bo/(rB.) 二 1/ (Rg). 定 义 B(r) 二 2pP(r)/Bi, 上 式 就 改写 
成 直 柱 tokamak 的 定 域 内 交换 模 的 稳定 性 判 据 、 


1i\2 
gi 十 4rpB > 0. 


在 实际 tokamak 中 P' 二 0, 但 它 只 是 一 阶 小 量 ; 而 rg'/gq~1( 即 有 
限 的 非 零 磁 剪 切 ). 故 在 tokamak 从 0 一 a 的 整个 剖面 中 ,除了 在 
剪 切 9 /eg 一 0 的 一 些 非常 薄 的 区 域 ( 有 理 面 ) 中 ,上 面 关 于 内 交换 
模 的 稳定 条 件 都 是 容易 满足 的 . 这 是 因为 磁 剪 切 抑 制 了 定 域 的 内 
交换 不 稳定 扰动 . 

环 修正 在 g 二 1 附近 很 重要 ,但 这 个 修正 却 是 起 稳定 作用 的 
一 一 由 于 环 效 应 使 沿 磁 力 线 平均 的 曲率 变 成 “好 ”的 . 这 相当 于 在 
扰动 势能 中 使 曲率 < 从 负 变 成 了 正 , 而 压强 梯度 仍 保持 负 值 ,所 以 
相应 的 扰动 势能 变 为 正 值 , 即 起 稳定 作用 . 其 结果 是 使 环形 磁 流 体 
的 定 域内 模 稳 定性 条 件 变 成 


emer ici em a 
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1!\2 
rB? | + 8(1 一 9)ApP 0， 


或 写成 另 一 种 形式 


rg 
gq 


十 各 G 一 99B >>0， C4. 65) 


这 就 称 为 Mercier 判 据 . 在 g 过 1 的 内 芯 , 上 式 的 第 二 项 仍 是 负 的 ， 
”压强 梯度 仍 能 驱动 不 稳 ( 但 已 被 削弱 ). 特别 是 在 >=0 附近 ,往往 


磁 剪 切 % (0) 为 零 , 它 对 交换 模 的 抑制 作用 也 不 复 存 在 ,这 里 内 交 
换 不 稳定 扰动 最 容易 发 展 起 来 . 因此 对 于 这 种 不 稳定 性 , 可 以 有 稳 
定 的 充分 条 件 : 

9(0) 之 上 
这 样 ,Mercier 判 据 左 面 的 两 项 在 整个 等 离子 体 剖 面 上 都 为 正 ,从 


而 使 此 稳定 条 件 总 能 得 到 满足 ,也 即 定 域内 交换 模 永远 不 可 能 出 


现 . 
4. 3. 3 ” 非 定 域内 (扭曲 、 交 换 ) 模 


这 时 Suydam 判 据 不 能 用 ,而 Newcomb 分 析 过 于 繁杂 . 但 从 
直 柱 tokamak 的 扰动 势能 可 以 直接 得 出 其 稳定 性 判 据 . 由 于 只 讨 
论 内 模 , 故 

SW = SW, = 3 十 S77 
令 工 一 2rR , 先 看 最 高 阶 


We | ET) [e+ 一 Derdr 
从 中 可 以 看 出 : 


(i) m4 衬 2 时 ,3W >>0, 故 zi 之 2 的 非 定 域内 模 总 是 稳定 的 . 
(ii) 当 m=0 时 ,以 前 给 出 的 量 级 分 析 不 对 了 ' 这 时 要 从 紧 放 
夭 缩 的 最 基本 表达 式 出 发 


SW, = | CFle | + glél dr. 
| 0 
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在 m= 二 0 时 ,其 中 的 | 
(2) Tp2 _ dP B, rn’B, 
f = pb: g&E 一 2 -i rR 
故 二 阶 和 四 阶 的 扰动 势能 分 别 是 
_ TLf -pziei 1 ms 
SW = | [B21 :+ 训 民 185]rdr > 0,， (4.66) 


f° 一 0. 


Ws= 下 |2 + RB: 16| dr ~0. (4.67) 


“由 于 二 阶 势 能 为 正 ,所 以 内 一 0 的 非 定 域内 模 也 总 是 稳定 的 ,四 阶 
势能 这 时 不 可 能 改变 此 模 的 稳定 性 , 
(iii) 当 m==1 时 ， 


2 na 
a = Re ) eer (4. 68) 
这 时 又 可 分 成 以 下 两 种 情况 : 


(a) 当 g(x,)= 二 1/n 的 共振 面 > 不 在 (0,a) 之 间 时 ,上 面 的 积 
分 不 会 遇 到 n 一 1/q==0 的 情况 , 故 整个 被 积 函数 总 是 大 于 零 的 ; 因 
此 Wps 二 0, 即 mx 二 1 的 非 定 域内 模 总 是 稳定 的 . | 

一 般 tokamak 中 安全 因子 g(r) 从 0->a 是 单调 上 升 的 ;而 且 
q(4) 之 2, 故 只 有 当 9g(0)>1/a 时 , 才 会 有 1/n 的 共振 面 不 在 等 离 
” 子 体 中 的 情况 出 现 . 因为 是 正 整数 ,所 以 m= 二 1,n 宇 1 非 定 域内 
模 的 稳定 性 条 件 是 

q(0)>1. 

(b) 当 g(x,) 二 1/n 的 共振 面 x 存在 于 (0,4) 之 间 时 ,一 般 有 
dg(0)<1< ga), 故 可 以 按 图 4. 13 所 示 的 方式 选取 扰动 
的 Or 一 0/2， 

0,， rs 十 0/2 < 过 rr 过 a. 
0， 0<r<r—6/2,r, 二 6/2<r<a, 
é0/6, rs — 6/2<r<r, to/2. 


§(r) = 


é'(r) = | 
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图 4.13 é&(r) 的 图 形 


这 样 的 选择 相当 于 使 5W5s 进 一 步 极 小 化 . 因为 这 使 其 中 的 人 ”在 
共振 面 以 外 的 大 部 分 积分 区 中 都 为 零 ,而 仅 剩 下 


| |- ar | 
R q O° 人 rs 一 3/2 ， 


其 中 1==r(n 一 1/9)*. 把 I 在 有 理 面 x。 处 展开 , 令 二 7 十 底 , 则 


OW.p2 一 


r.—$/2 


1,07) = Lr) + LG)z+ pp Gz. 


由 于 gG) 二 1/n; 故 了 G7) 二 (7,) 二 0. 又 由 于 


3 
1 (7s) = 2r*| 一 1 "| = J9 C7) = 2247:9 (7r。)， 
Jo\/s s q - g? (7-。 
所 以 
2r2 有 2 65 1 ,| 2r2B yy 、 名 
SW pe _2 天 0 nrig’ ?Cr,) aT , = 一 R 7 r.qg' (7s) 12° 


当 S->0 时 ,5W 二 0. 这 说 明 只 要 g(r,) = 二 1/n 的 共振 面 处 在 等 离 
子 体 中 时 ,总 可 以 通过 挑选 合适 的 扰动 函数 &(r) 而 使 二 阶 势能 
8Wpbs 二 0. 这 样 为 了 确定 m=1 非 定 域内 模 的 稳定 性 ,就 必须 考虑 
展开 的 下 一 阶 SW ps: _ 、 
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3n 十 i| | g |rdr. 


由 于 此 模 的 共振 面 在 等 离子 中 , 故 仍 可 以 取 与 上 面 _ 一 样 的 试探 函 
数 , 于 是 有 


SW _ XBo r.—6/2 、 2 
DR 一 2 1 人 | rp 十 碟 nC— 3n 十 二 lrar 
zs 十 3/2 4 2€2 
ol Ri Ci Brar| 
z 当 6 一 0 时 ,上 式 中 后 


,< 网 上 武吉 面 的 第 一 本 
将 小 于 零 ; 加 上 B'ccP' 二 0, 故 可 得 

3T = 0. 
这 时 将 存在 由 压力 (第 一 项 ) 和 电流 (第 二 项 ) 共 同 驱 动 的 ,m= 二 1,n 
为 任意 正 整 数 的 非 定 域 .交换 ,扭曲 模 . 但 是 如 果 有 


g(0) 全 二 ， 
n 


或 更 充分 

(0) 二 1， (4. 69) 
则 扰动 势能 的 第 二 项 就 不 会 小 于 零 ,而 上 述 不 稳定 性 就 不 会 出 现 ， 
这 时 m 二 1,n 之 1 的 内 模 总 是 稳定 的 . 当 g(r) 是 + 的 单调 递增 函数 
时 ,上 面 的 条 件 就 意味 着 9(rs)<]1 的 有 理 面 永远 不 会 出 现在 等 离 
子 体 之 中 ,这 时 扰动 总 会 使 磁 能 增 大 ,从 而 抑制 了 这 种 不 稳定 性 . 
但 如 果 9 (~) 不 是 r 的 单调 递增 函数 时 ,上 面 的 条 件 并 不 能 保证 内 

模 的 稳定 ( 见 下 面 的 讨论 ). 
即使 当 9(0)<1 时 ,在 等 离子 体 芯 部 所 驱动 的 二 1,n 二 1 内 
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模 也 不 是 很 强 的 ,因为 它 是 由 四 阶 的 扰动 势能 驱动 的 ,所 以 其 增长 


率 比 起 由 二 阶 扰动 能 8 驱动 的 不 稳定 性 要 小 一 个 数量 级 . 这 种 
不 稳定 扰动 只 能 作用 于 go<<1 的 等 离子 体 中 心 区 (图 4. 14) ,使 其 
中 的 温度 、 密 度 的 分 布 均匀 化 ,从 而 导致 电流 剖面 变 平 ,这 样 一 来 
又 会 让 芯 部 的 g(0) 上 升 , 反 过 来 抑制 了 初始 扰动 . 
，” 环 效应 对 m= 二 1,n 二 1 的 内 模 有 致 稳 作 用 ,Bassuc 等 人 证 明 
(1976): 当 B, 二 0.3 时 , 环 效 应 可 以 完全 抑制 住 此 模 ; 只 有 在 B, 宇 
后 (精确 值 和 具体 的 平衡 参数 取 法 有 关 ), 此 模 才 可 能 被 激 
近年 来 在 实验 中 还 发 现 了 一 种 先进 tokamak 运行 方式 一 一 
高 效率 的 反 前 切 模式 (enhanced reversed sheared mode) ,其 中 的 
g(r) 剖 面 不 是 单调 变化 的 (图 4. 15) ,这 种 平衡 位 形 能 大 大 降低 
tokamak 等 离子 体 中 的 粒子 和 能 量 损失 ,但 理论 上 尚 没有 给 出 公 
认 的 解释 . 不 过 从 内 模 的 角度 来 看 ,这 时 9 值 小 于 1 的 区 域 会 出 现 


”在 等 离子 体 的 中 间 层 ,如 果 这 时 m= 二 1 的 内 模 能 被 激发 , 则 被 搅 色 


的 将 是 等 离子 体 环 柱 的 中 间 区 域 . 


q <1 柱 芯 | 


gq (7) 


1 -A_-- | 


| 

| 

| 

| 
a 


流 线 x = 05 /0t O r 
图 4.14 g=1 磁 面 内 的 扰动 图 4.15 反 剪 切 的 Cr) 图 形 
流 线 图 形 
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4.3.4 m= 二 1 的 外 扭曲 模 ， 
Kruskal-Shafranov 极限 


.tokamak 中 最 危险 的 理想 磁 流 体 不 
稳定 扰动 是 外 扭曲 模 . 它们 都 是 被 电流 
驱动 的 ,并 且 相 应 的 有 理 ( 共 振 、 奇 异 ) 面 
( 即 二 k。B==0 的 面 ,或 g (rs) 二 m/n 
的 磁 面 ) 刚 好 位 于 等 离子 体 表面 外 的 真 
qa< 之 空 区 中 ( 即 这 时 g(a) 过 m/n)( 见 图 

图 4.16 外 扭曲 模 的 有 理 面 4. 16). 这 样 ,在 整个 等 离子 体 中 天 都 不 

会 为 零 ,因此 包含 的 平行 电流 驱动 项 
始终 会 在 起 作用 . 这 项 是 二 阶 项 5W ,因此 所 驱动 的 不 稳定 增长 
” 率 比 内 交换 模 要 更 大 ,因而 也 更 危险 . 再 者 ,由 于 在 扰动 势能 的 二 
阶 项 中 不 包含 压力 项 已 ,它们 的 稳定 性 条 件 也 和 压力 无 关 . 

在 处 理 外 模 时 ,扰动 势能 中 要 计 入 体积 分 项 SW 以 及 边界 、 
真空 项 5W, 它 们 对 二 阶 扰动 势能 均 有 贡献 :， ， 
SW xB? 人 


=0,g = 学 


pa 
\ 


7 了 上 
II g 


2rR RR? 


0 


[ra 人 十 (oz 一 1)62 lrdr 
2 


十 aztz(a)| (1 十 mm) 了 一 土 |]| 


对 于 m= 二 1 的 扭曲 模 ,因为 gq=1 的 有 理 面 这 时 在 等 离子 体 的 边界 
(一 4) 之 外 的 真空 之 中 , 故 在 整个 等 离子 体 中 都 可 以 把 扰动 试探 
消 数 取 成 常数 &(r) ==&. 这 样 上 式 中 的 积分 项 ( 即 等 离子 体内 的 扰 
动 势 能 ) 为 零 , 只 需 计 算 边 界 及 真空 扰动 势能 8W7.. 取 这 种 常数 的 
”扰动 试探 函数 ,实际 上 就 是 对 总 扰动 势能 的 一 次 极 小 化 (使 总 是 
非 负 的 体积 分 项 取 最 小 值 一 一 零 ). 这 时 

WwW” _ dW, ”1 

2xR 27R qa) 
从 上 式 可 以 看 到 ,SW 的 正 、 负 只 取决 于 表面 的 g,, 而 它 又 只 和 等 


2 
一 二 | + 


了 
m qa 


a’ 2 £2 
= 27 RiBosan 


ts 


ee i 
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离子 体 的 总 电流 了 ,而 不 是 电流 分 布 J(r) 有 关 : 


a B.(a) pi 
da 一 R B,(a) 》 Boela) 一 2rc 
由 能 量 原理 8 >0, 可 得 关 =]1 外 扭曲 模 的 稳定 条 件 : 
. g(a) 和 gq> 一 ， 


考虑 到 n 宇 1, 故 只 要 g(a)>1 就 足以 稳定 所 有 的 m 二 1(n 任意 ) 外 
扭曲 模 . 它 对 应 于 

2na’: Bo 

和 AR 
即 只 要 等 离子 体 总 电流 了 小 于 某 个 临界 值 mr, m 王 1 的 所 有 外 扭 
曲 模 就 都 是 稳定 的 . I 又 称 为 Kruskal-Shafranov 极限 (电流 ). 同 
时 ,此 极限 在 几何 上 限制 了 最 不 稳定 的 (n==1)m==1 外 扭曲 模 的 波 
长 411 三 2xR. - 

”在 实际 上 ,由 于 高 m 的 扭曲 模 会 对 g 加 上 更 为 严格 的 限制 
(如 gs 室 m/n; 见 下 一 小 节 ), 因 此 远 在 gs 降低 到 1 之 前 , 别 的 (高 
m) 外 扭曲 模 就 会 出 现 ,从 而 制止 了 gs 的 进一步 下 降 以 及 m==1 外 
扭曲 模 的 不 稳 ( 通 常 tokamak 等 离子 体 的 gs 都 在 3 以 上 ,只 有 极 
少数 情况 下 才能 略 低 于 2). 


4.3.5 m 之 2 的 外 扭曲 模 
同样 ,从 上 节 给 出 的 势能 表达 式 5W 中 中 可 以 看 出 ,对 给 定 模 
数 为 (m,n) 的 外 扭曲 模 , 有 一 个 稳定 的 充分 条 件 ; 
: g(a) > ， 
它 能 保证 53W 和 5W 都 大 于 零 . 这 条 件 给 出 了 比 Kruskal- 
Shafranov 极限 I 更 低 的 总 电流 限制 . 但 这 条 件 其 实 并 没有 什么 


用 处 . 因为 即使 在 ga) 过 m/n 时 8W 中 其 实 也 并 不 一 定 为 负 , 因 为 
其 中 的 积分 项 ( 即 等 离子 体内 的 扰动 势能 ) 总 是 为 正 ,而 这 积分 的 
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具体 取 值 又 和 Sx) 的 细致 结构 有 很 大 关系 . 所 以 真正 的 mw 之 2 外 


捏 曲 模 的 稳定 条 件 非常 敏感 地 依赖 于 试探 函数 6(r) 的 分 布 ,特别 
是 它 在 + 之 a 附近 一 层 内 的 精确 结构 

-使 5W4? 极 小 化 的 扰动 &(7) 满 足 相应 的 欧 拉 方程 ,其 解 与 
g(r) ,也 即 Bo(r) ,因而 电流 密度 Jr) 的 具体 形状 有 关 . 所 以 不 同 
的 了 (r) 会 给 出 不 同 的 稳定 性 条 件 .对 于 (m,n) 外 扭曲 模 ,使 其 不 稳 
定 的 条 件 ( 有 时 也 称 为 g, 的 不 稳定 窗口 ) 为 


II 


y 0 (7) 


其 中 “y” 是 略 小 于 或 等 于 m/n 的 一 个 数 , 它 和 所 讨论 的 外 扭曲 模 
的 模式 m/n 有 关 , 还 敏感 地 依赖 于 电流 的 剖面 J(y) ;一 般 J(y) 的 
分 布 愈 尖 ,ym/n,J (0)) 值 就 愈 接近 m/n. 因此 对 某 一 确定 (m,n) 
模 ,存在 一 个 足够 尖 的 电流 密度 剖 
面 J(r), 它 使 y Cm/n,J(r))==m/n. 
这 样 上 式 所 规定 的 使 此 模 不 稳定 的 
“gla) 和 窗口” 就 消失 了 ,这 意味 着 
(m,n) 外 扭曲 模 将 被 稳定 . 例如 取 下 
面 的 (简单 通道 ) 电 流 分 布 (图 4. 17) : 
Jo, 0=r<=no, 


图 4.17 电流 分 布 图 / 0,，n, 之 + 之 a. 
用 & 极 小 化 3W 后 ,Cm,m) 模 的 扰动 势能 为 


Dep? 《〈] — nga/m) [1 — m+ ngalro/a)’] 
WwW mea Bo (ro/a)” 二 [1++m— ng(ro/a)’] 


看 要 ;8 灰 ”>>0( 即 让 外 扭曲 模 稳定 ) ,需要 


] 一 7 十 zus(7ro/a) 二 0， 守 


g(a) 过 厂 . (4.71) 


O ro ro a rr 


J.(7r) = | 


2 


~ 


mC— 1 

nga 
对 Cm,n) 模 来 说 ,其 奇异 层 在 等 离子 体 界面 外 一 点 , 故 gs 二 m/n 
《 即 1/(ngo) 之 1/m), 所 以 使 外 扭曲 模 (m,n) 稳 定 ( 也 即 令 8ST72 > 
0) 的 充分 条 件 是 


7 0 
a 
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ro ls 


于 是 只 要 等 离子 体 电流 密度 剖面 足够 窜 ( 即 ro/a 足够 小 ) ,对 任何 
ngs 值 就 都 可 以 有 8W2 >0; 也 就 是 说 这 时 任何 m 宇 2 的 外 扭曲 模 
都 是 可 以 被 稳定 的 . 例如 ,对 m= 二 2 的 模 ,ro/a<0.7;m2 王 3,ro/a 雪 
0. 82;m=4,ro/a=<0.87;m=5,7r0o/a 0. 89; °°. 这 说 明 模 数 愈 低 
(小 ) ,要 稳定 它 所 需 的 电流 分 布 就 应 愈 尖 . 

当 考 虑 比较 实际 一 点 的 电流 分 布 时 ,通常 只 能 用 数值 方法 来 
给 出 外 扭曲 模 的 稳定 性 条 件 . 图 4. 18 是 取 电 流 分 布 为 

(7) = J — ri/a), 27 一 0 1,2,3，… 

时 ,外 扭曲 模 的 不 稳定 “qs” 窗口 .v 愈 大 ,电流 的 分 布 愈 尖 ( 见 图 
4. 18 最 右面 的 小 图 示 ) ,相应 地 ， 


2 、 
4 = g/L /0 2 一 "十 1 


qg (0) 
( 见 图 4. 18 中 最 左面 的 标尺 》 


一 到 二 1 一 到 二 工 (4.72) 


m nga 


1 
da/qdo=v+l 


外 扭曲 模 的 不 稳定 区 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


图 4.18 外 扭曲 模 的 临界 稳定 图 
从 图 4. 18 中 可 以 看 出 , 当 电 流 分 布 比 较 平 时 (如 v=1), 外 扭 


J 
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曲 模 的 不 稳定 区 在 g.( 横 坐标 ) 上 呈现 出 一 个 个 窗口 . 而 当 电 流 分 
布 变 尖 必 值 变 大 ) 时 ,这 些 窗口 就 逐渐 缩小 并 消失 . 其 中 mm 一 2 的 
外 扭曲 模 是 最 不 稳定 的 ,因此 要 稳定 它 所 需 的 电流 分 布 最 尖 , 其 次 
的 是 mx/n= 二 3/4，2/1,… 的 模式 . 


4.4 环形 tokamak 中 新 的 理想 磁 流 体 不 稳定 模 


环 效应 会 引起 两 种 在 直 柱 tokamak 中 不 可 能 存在 的 不 稳定 


模式 ,一 种 是 内 气泡 模 , 另 一 种 是 轴 对 称 的 刚性 (2 向 ) 位 移 模 . 
4.4.1 气 泡 模 


前 面 说 过 , 当 9(0)>1 时 ,tokamak 等 离子 体 中 沿 磁力 线 平 均 
的 曲率 是 “好 ”的 (这 是 由 于 在 直 柱 弯曲 成 环 时 ,其 各 内 磁 面 的 中 心 
均 向 大 环 的 外 侧 移 动 了 一 个 A 一 一 Shafranov 位 移 ) ,因此 波长 大 
于 、 等 于 大 环 周 长 的 内 模 , 在 这 一 平均 磁 阱 的 抑制 下 即使 有 压强 梯 
度 也 激发 不 了 . 但 是 对 平行 (磁力 线 ) 波 长 很 短 的 内 模 , 例 如 扰动 试 
探 函数 只 存在 于 环 外 侧 沿 磁 力 线 很 局 域 的 范围 内 ， 而 在 其 他 区 域 
中 却 为 零 的 模 , 平均 磁 阱 对 它们 起 不 了 抑制 作用 , 因而 有 可 能 发 
展 起 来 . 平行 波 数 &= 一 z/R, 故 短波 长 ( 即 大 波 数 ) 的 模 就 相当 于 
高 ” 模 . 高 ”气泡 模 的 稳定 性 条 件 等 价 于 对 平衡 8 的 一 个 限制 ， 
这 点 可 以 从 下 面 的 讨论 来 半 定 性 地 给 出 ,由 内 模 的 扰动 势能 表达 
式 
OW, -二 [ar 人 二 Ia | 十 2 V 5 十 25 kl + YPol Vl 
Jo* Bo 
Bo 
可 以 看 出 : 其 中 最 后 一 项 是 电流 驱动 项 ,和 气泡 模 关系 不 大 ,下 面 
讨论 时 可 以 略 去 . 最 先 仍 是 用 不 可 压缩 条 件 VY， £=0 来 极 小 化 
5Ws. 其 次 可 以 通过 选取 yV。，€1 = 一 25| 。k 来 进一步 极 小 化 (因为 


— 2C(81° VPo)Ck 6) 一 (ET XX Bo) :Bi 9 
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含 此 项 的 被 积 函 数 第 二 项 总 是 大 于 等 于 零 ,这 种 选取 法 相当 于 使 
第 二 项 取 最 小 值 一 一 零 ). 结果 对 气泡 模 有 效 的 扰动 势能 经 过 两 次 
极 小 化 后 变 成 

SW = arly lB — 2€1 + VP «). 
其 中 第 一 项 是 气泡 模 扰 动 弯曲 了 磁力 线 后 所 造成 的 磁场 势能 的 增 
大 , 它 是 一 个 稳定 因素 . 前 面 对 螺 旋 夭 缩 讨 论 时 曾 给 出 

[Bi |:= 十 1 

= 严 (1 全 十 9 十 床上 十 ip — $7"), 

其 中 
1 = TL [EtB.)' — (BB. | 
再 从 气泡 模 的 图 像 可 知 6 的 径 向 分 量 
§ ~ €|ousiae = SR >7, 


故 有 
[IB,, | A F? |€ |? | outside 一 F? | En|2， 


=> 8W 过 |ar (F2 十 2 | 人 2， 
上 式 中 的 第 二 项 即 是 气泡 模 的 驱动 能 源 , 考 虑 到 气泡 模 总 发 生 在 
环 的 外 侧 , 故 可 令 站 

Fer = IB “VV | outside 一 了 7 
1 是 此 模 在 磁力 线 方向 上 的 特征 长 度 ,近似 可 取 为 磁力 线 在 环 外 
侧 的 特征 长 度 . 由 前 面 的 讨论 可 知 ,磁力 线 要 在 大 环 方向 上 绕 9 图 
后 才 问 到 小 环 的 起 点 附近 , 故 一 根 磁 力 线 的 长 度 大 致 是 工 = 
2xRg. 假若 这 根 磁力 线 在 环 外 侧 的 部 分 是 赤道 面 上 下 张 角 0 各 为 
半 个 弧度 的 一 段 沿 大 环 方向 的 弧 ( 这 是 环形 磁力 线 上 曲率 最 坏 的 
区 域 ) , 则 ?= 工 /2r 一 Re, 于 是 有 

Fr = B/Rga. 


再 考虑 到 
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— 2P,/R 一 羡 


将 它们 一 起 代入 前 面 的 稳定 性 条 件 , 最 后 有 
2P, a 1 € 
有 一 名 立志 
或 写成 更 显示 物理 意义 的 形式 
p< 去 
这 就 是 高 ”内 气泡 模 对 8 值 所 加 的 限制 , 它 和 由 磁 流体 平衡 条 件 
对 po 的 限制 量 级 相当 . 在 那里 使 等 离子 体 界面 不 破裂 的 条 件 是 对 
角 向 Bo 给 出 的 .利用 (2. 65) 式 , 令 在 分 界面 (separatrix) 处 万 ,一 
Bo a) ,结果 有 


9 


Po ~ 全 一 el, 
而 换算 成 总 8 后 ,成 了 
Bs _e 
0 = / 万 : ~ 
这 正 是 气泡 模 给 出 的 稳定 性 判 据 . 通过 对 能 量 原理 更 准确 的 计算 ， 


可 以 得 到 更 精确 的 气泡 模 稳 定 条 件 ， 它 是 对 截面 平均 后 的 8 值 的 
一 个 限制 


‘8 < 二 [1 一 二 [名 (一生 |] 


取 go/gs 之 1/3,e 约 在 0. 2 一 0. 3, 可 得 (8B) 二 0. le/qg:20. 03. 

在 高 8(B~e) 的 tokamak 中 ,因为 压力 驱动 项 变 得 和 电流 驱 
动 项 同样 大 (它们 的 扰动 势能 都 是 二 阶 的 )， 故 可 以 共同 驱动 一 个 
外 (扭曲 十 交换 ) 模 . 对 于 圆 截面 高 8 的 tokamak 来 说 ,通过 近似 
的 条 人 是 


_€_ 
‘P< 16 16c2， 


或 (Be) 二 m2/(16e). 对 当前 运行 的 圆 截面 tokamak ,上述 条 件 给 出 


ne 
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的 (8B)mx 二 0. 21e, 约 在 0. 04 一 0. 06. 

进一步 的 研究 (这 里 不 仔细 讨论 ) 表 明 ， 如 果 把 圆 截 面 变 成 实 
圆 形 (垂直 方向 半 轴 5 和 赤道 方向 半 轴 a 不 等 ) 可 以 提高 约束 比 ， 
例如 当 b/a==2.2 时 , (PB)mx 二 0. 37e. 而 流线型 截面 (椭圆 截面 加 上 
一 点 向 外 指 的 三 角形 截面 ) 一 一 也 称 D 型 截面 则 可 以 进一步 提高 
B 值 ; (8 一 0. 5e. z 


4.4.2 轴 对 称 模 


这 是 一 种 使 等 离子 体 环 整体 作 轴 对 称 移动 的 外 模 , 例 如 环 在 
垂直 (2Z) 方 向 上 作 刚 性 平移 或 在 大 半径 CR) 方向 上 扩张 或 缩小 . 为 
了 保持 大 环 在 RR 方向 上 的 平衡 ,在 第 二 章 中 指出 需要 一 个 外 加 垂 
直 磁 场 B,== Be:, 如 果 Bs 是 一 个 常数 一 一 即 均匀 磁场 , 则 环 虽然 
对 尺 方向 的 扰动 是 稳定 的 ， 但 对 于 垂直 方向 上 的 扰动 5Z 是 中 性 
( 随 遇 ) 稳 定 的 ， 也 就 是 说 环 可 以 被 置 于 任意 Z 值 处 . 这 点 也 可 以 
从 直 柱 tokamak 中 mm 二 1 外 扭曲 模 的 能 量 表达 式 中 看 出 : 

3W® = HW, = 2rLBiéien(n 一 1/g), ® 一 02/R2 
这 时 ,对 于 ”=0 的 轴 对 称 扰动 ,SW 二 0, 因 而 是 临界 稳定 的 . 在 环 
形 和 非 圆 截面 的 tokamak 等 离子 体 中 ,n= 二 0 扰动 的 稳定 性 讨论 必 
须 涉及 二 维 磁 流 体位 形 的 问题 ,其 准确 的 计算 要 依靠 数值 解 . 下面 
先 半 定 量 地 讨论 圆 截面 等 离子 体 环 的 轴 对 称 模 的 稳定 条 件 ,然后 
定性 地 讨论 一 下 非 圆 截 面 的 轴 对 称 模 稳 定性 . 
1. 图 截面 情况 

由 于 n==0 模 是 外 模 ， 因此 内 部 压强 及 磁 通 均 可 忽略 ， 可 以 用 
一 个 导体 环 来 代替 等 离子 体 环 ,只 是 导体 环 中 的 电流 工 应 当 随 环 
的 平衡 位 置 而 变化 7=7TCR,Z). 根 据 电工 学 ,这 个 环 电流 本 身 的 目 

p= (1/2)Z(R)T2(R,Z)， 
所 产生 的 角 向 磁 通 为 
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yr = LR)LCR, Z). 
而 国 环 的 目 感 ( 见 第 二 章 讨 论 )L 之 yxR[In (8R/a) 一 2], 其 中 a= 
4/r,4 是 导体 环 的 小 截面 积 . 
当 平 衡 条 件 满足 时 , 设 导体 (等 离子 
“ 体 ) 环 处 在 平衡 位 置 (R。,2Zo) ,这 一 般 是 指 
在 赤道 面 上 (2Z。==0,R=R。) 的 位 置 ( 见 图 


82> 0, Fy (Ro, Zo+8Z) <0 
“<0, Fz (Ro, Zot62) >0 


的 垂直 扰动 使 其 从 Zo 一 Zo 十 5Z, 则 从 第 二 
” 章 中 我 们 已 经 知道 ,均匀 垂直 (Z 向 ) 场 并 
不 能 使 环 回 到 原来 位 置 (Zo) ,这 时 只 有 一 
个 略 向 eg 方向 凸 出 的 垂直 场 才 可 以 抑制 
这 种 扰动 . 设 这 样 的 垂直 场 可 表示 成 
、 = Brer 十 Bzez = BR Bz, 
图 人 19 讨论 赤 对 称 模式 它 和 环 电流 产生 的 洛 伦 兹 力 为 
人 稳定 性 的 示意 图 Fe = JixBzs, Fs=—J, x Br. 
在 平衡 位 置 (R,,2,) 处 ,为 方便 设 
Fr(Ro,Z0) = 一 FzCR。，Z。 一 
” 当 存在 扰动 5Z 和 3R 时 ,从 物理 上 看 ,只 ,省 在 
OF z _ Orz 


>0,FRCRorSR,Zo)<0 
,, SR <0, Fr (CRorSR,Zo)>0 


82 | 32 Rn :2 一 20 ) 
Fae| ore| | 

三 到 < 0 4. 了 
oR 0 oR R=R, ;= Zo ‘ 4) 


时 电流 环 才 会 被 fz (Ro,Zo 十 52) 二 (3Fz/82Z)52 或 Fa CRo+ 8R, 
Zo) 一 (GFg/OR)6R 推 回 平衡 位 置 (R。,2Zo). 故 这 两 个 条 件 是 稳定 
的 充 要 条 件 . 
当 外 加 垂直 场 B, 存在 时 ， 它 也 会 产生 一 个 角 问 磁 通 , 故 总 的 
角 辣 磁 通 由 两 部 分 组 成 
gt = Yi 二 y,. 


4. 19). 这 时 如 果 导 体 环 受 到 了 一 个 刚性 - 
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由 于 SR ,3Z 的 特征 扰动 时 间 比 起 平衡 的 特征 时 间 要 短 得 多 ,因此 
可 以 合理 地 假定 : 总 角 向 磁 通 在 扰动 中 守恒 , 即 
6 一 pKRo 十 SR ,Lo 十 GZ ) 一 CRo, Lo 一 


这 又 可 表示 成 
dj oy, 


oR 9Z 


下面 就 从 这 些 定 义 和 假 定 出 发 ,把 导电 环 平衡 位 置 对 轴 对 称 扰动 
-的 上 述 稳定 条 件 写成 对 垂直 场 外 凸 程度 的 某 种 限制 . 首先 把 我 们 


的 出 发 点 整理 如 下 : 
(i) 磁场 及 磁 通 . 
B, = BriBz, = 二 yb. 
它们 有 关系 
角 问 磁 通 为 
yiR,Z) = L(R)T(R,Z), 
而 垂直 磁 通 为 


J,(R,Z) 一 一 2r| BR ,Z)R'dR'. 
(ii) 平衡 力 及 平衡 势能 . z 
F= FrFy, Fr = J;s X Bz, Fz =— J;: X Ber. 
引入 平衡 势能 FF= 一 V9, 有 
PCR,Z) 一 一 [ rR ,2') » dl(R',2'). 
由 功 、 能 转换 守恒 定律 (扰动 所 作 的 功 = 电 流 环 自 感 储 能 的 增加 )， 
可 得 | 
pg(R,Z) = LRITR,Z). : 

Giii) 约束 条 件 一 一 扰动 中 总 角 向 磁 通 守恒 . 由 上 面 的 讨论 ， 

总 磁 通 守恒 5y.= 二 0 意味 着 
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dg 3 


oR 92 . 

这 可 以 看 成 是 推导 稳定 条 件 时 应 当 遵守 的 两 个 约束 条 件 . 下 面 将 
用 平衡 量 来 表示 出 轴 对 称 模 的 稳定 条 件 . 

(iv) 稳定 充 要 条 件 的 具体 推导 . 

有 两 个 稳定 条 件 : 

(a) 由 和 王 直 方向 稳定 条 件 aFz/aZ<0 所 导出 的 结论 . 

由 9g==(1/2)LI?, 及 F= 一 Y9, 有 

Fs=— rid 


3Z 3Z， 
-_ ep__ JrT9 工 2 
"ro RaR™ 2 aR: 
由 平衡 时 Fz|z ==0, 可 得 91/32Z|z==0, 于 是 有 | - 
orz| _3rz| _T Ei 71 _ oT 
aZ |， 32 ,| 1\3z -= 六 0 


为 了 进一步 求 出 9:1/92?, 先 求 91/32. 利用 3y:/3Z 王 0 和 


R 
ft -一 yi 十 y, 一 LI 四 2 已 7( 民 / ,ZZ )R'dR! 9 
0 


可 得 
ol ® OB,z / / 
La37 = 2") 2 RdR. (4.75) 
再 利用 V. 好, 一 0, 可 得 
1 9 opB.z __ 
故 
R R 
| 充 S07 (R' BR)R'dR' =— | RodR'， 
R ~ 
RB,r=— , SR'dR'. 


将 上 式 代 入 (4. 75) 式 ,得 
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37 __LIa 
L 37 一 一 2T 人 DR， 一 局 一 2XR a7: 
由 上 式 可 知 , 在 平衡 位 置 处 有 Byrlocc (81/82)。o 二 0, 所 以 有 
~ 9Fz| _ ,pOBua 
37 | 一 人 22 az | 
再 利用 
OP 9B,z OP _ 08 vZ 
(VXB)=0= 37 dR’ > 37 一 丈 ， 
结果 得 
OFz R OB,z 


(4.76) 


-一 一 2r7 Bzn, 1 一 一 B,z DR 


9Z |， 
其 中 是 一 个 无 量 纲 的 量 , 又 称 为 磁场 的 衰减 因子 (decay index)， 
在 物理 上 代表 垂直 磁场 在 eg 方向 上 的 弯曲 程度 . 如 果 ”之 0, 就 说 
明 B, 朝 大 环 外 侧 凸 出 ;反之 , 则 表明 垂直 磁场 向 环 内 侧 凹 陷 . 下 一 
步 的 推导 就 是 给 出 稳定 对 ”的 限制 条 件 . 为 此 应 将 Bz 用 前 面 给 
出 的 平衡 量 表示 出 来 ,利用 


Oy 39 oL _ 一 
一 一 一 - 0 ， 一 > L aR 十 1 3R 2xRB,z 0， 


9 
0 


OR 
于 是 有 
- 1 |17923L 2 | 
Bu 一 RL 头 +1 弛 
又 由 
: =- | 部 || =[-z 庆 -| =o 
Frl, = 总 =| Li aR > | 0 
可 得 
2 -去 号 | 
oR|, 2L9R|, 
所 以 最 后 终于 可 得 
1 1dL dL] _ bb dr 
B,z|o 一 2 I 十 I | 47 人。 dR， 


2 dR 
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代入 (4.76) 式 后 ,有 
1: dL, 


crz| __ bo db 
3Z |， 2Ro dR 
最 后 ,由 垂直 稳定 条 件 
“ QF;z 
a2|,~% > 7>0. (4. 77) 


其 物理 意义 是 : 为 了 使 得 环 的 平衡 对 垂直 方向 的 扰动 稳定 ,“ 垂 
直 ” 磁 场 需 要 凸 向 大 环 的 外 侧 ( 即 e 的 正 向 ). 

(b) 由 环 的 径 向 稳定 条 件 (aFag/aR),<0 所 得 到 的 结论 . 

用 和 上 面 同样 的 方法 可 以 得 出 
OFR(Ro,Zo) TT? dLo 1ddnL) , 1 dfln(dL,/dR,)] 


一 一 一 一 一 一 nn 一 ] 一 一 


dR, 2R, dR, 2 dnRo) to ddnR) 
. (4.78) 


当 RoSa 时 ,ln(8Ro/a) 污 1, 这 样 水 平 (en) 稳定 条 件 
Fs i 

R <0,.=> n 之 六. (4.79) 

轴 此 综合 两 个 方向 的 稳定 性 讨论 ， 对 圆 截面 的 等 离子 体 瘦 环 来 说 ， 


其 平衡 对 于 轴 对 称 扰动 的 稳定 性 条 件 可 简单 地 表示 成 
0 之 之 立 . (4. 80) 

上 述 条 件 意味 着 ,垂直 场 的 外 凸 要 适当 ,才能 兼顾 垂直 和 大 环 径 向 
两 方面 的 稳定 需要 . 
2. 拉 长 截面 情况 . 

当 等 离子 体 的 小 截面 不 是 圆 的 而 是 (垂直 方向 ) 拉 长 的 椭圆 或 
D 形 时 ,垂直 扰动 的 稳定 性 条 件 n>0 并 不 足以 保持 环 在 垂直 方向 
的 稳定 . 这 是 由 于 为 了 把 等 离子 体 从 圆 形 挤 长 ,一 般 要 加 一 个 四 极 
磁场 (如 图 4. 20 所 示 ). | 

如 果 垂直 场 是 直 的 (*=0) , 则 拉 长 截面 等 离子 体 环 的 成 形 场 
就 是 内 目的 (x<0) , 它 对 垂直 方向 的 刚性 位 移 就 一 定 是 不 稳定 的 . 
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几 : 汉 : 


图 4.20 拉 长 截面 的 成 形 示意 图 


| 为 了 分 析 拉 长 截面 的 办 对 称 稳定 性 ,一 定 得 考虑 二 维 几 何 位 形 ， 因 


此 只 能 作 数值 讨论 . Haas， Papalaizout5] 曾 指出 ;, 对 二 个 任意 截面 
形状 、 任 意 纵横 比 (R/z) 的 轴 对 称 环 来 说 , 当 小 截面 上 的 环 向 电流 


密度 剖面 是 向 着 边界 单调 下 降 ,而 且 在 等 离子 体 中 成 形 场 的 衰减 


因子 总 是 负 值 时 ,如 果 没 有 附加 的 被 动 或 主动 的 稳定 系统 , 则 等 离 
子 体 环 对 垂直 位 移 的 扰动 总 是 不 稳定 的 . 这 种 不 稳定 的 增长 率 相 
当 快 ,大 约 是 磁 流 体 扰动 的 特征 时 间 一 一 微 秒 量 级 , 因此 为 了 保持 
泣 长 截面 环 的 平衡 ,一 定 得 考虑 额外 的 平衡 方法 .3 通常 对 拉 长 截面 
环 所 采取 的 稳定 手段 有 以 下 三 种 . 

” (iD 被 动 法 . 这 是 最 简单 的 稳定 方法 ， 就 是 在 环 的 上 .下 两 端 


”各 加 一 块 厚 导 体 板 . 当 等 离子 体 环 从 Z=0 的 中 心 ( 赤 道 ) 面 向 上 


或 向 下 偏离 时 ,其 磁 通 在 垂直 方向 上 的 改变 就 会 在 导体 板 中 感应 
出 涡 形 电流 ,此 涡流 所 产生 的 磁场 与 等 离子 体 环 向 电流 所 产生 的 
洛 伦 效 力 反 过 来 会 把 环 推 回 中 心平 面 . 但 这 种 稳定 方法 只 有 在 垂 
直 磁 通 的 磁场 没有 穿 透 导体 板 时 才 起 作用 ,这 个 穿 透 时 间 大 约 是 
几 十 ms(10-: s). 因此 如 果 我 们 所 需 的 平衡 时 间 超 过 上 述 时 间 ,就 
必须 靠 反 馈 或 程序 的 平衡 场 这 类 主动 控制 法 来 实现 了 (这 种 方法 
和 用 厚 铜 壳 维 持 圆 截面 环 的 ex 向 平衡 是 完全 一 样 的 )， 

(ii) 程序 控制 平衡 场 . 通过 安装 在 等 离子 体外 的 平衡 场 线 图 z 
中 馈 入 按 程序 编排 的 电流 ， 以 调节 不 同时 刻 的 成 形 磁 男 六 小 ， 达到 
抑制 环 的 垂直 移动 的 目的 . 

Giii) 负 反 馈 控制 平衡 场 . 通过 安装 在 等 离子 体 上 、 下 方 的 磁 
探 针 测定 等 离子 体 环 对 中 心平 面 的 偏离 程度 ,接着 将 此 信号 经 过 
处 理 并 确定 为 抑制 偏离 应 当 馈 入 平衡 (成 形 ) 场 线圈 中 的 电流 大 
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小 ,最 后 启动 供电 系统 进行 实时 控制 . 这 种 反馈 控制 方法 虽然 可 以 
长 时 间 的 保持 环 的 平衡 ,但 受 大 电流 、 大 功率 反馈 技术 的 限制 ( 例 
如 最 快 的 反应 时 间 在 目前 也 只 能 达到 毫秒 数量 级 ) ,因此 通常 需要 
将 它 和 其 他 几 种 控制 方法 结合 在 一 起 ,才能 达到 长 时 间 ( 例 如 分 钟 
数量 级 或 更 长 的 时 间 尺 度 ) 维 持 环 平衡 位 置 的 目的 . 

目前 ， 通过 对 轴 对 称 垂直 位 移 稳定 性 的 理论 和 实验 研究 ， 得 到 

了 如 下 的 一 些 结论 

(i) ， 必须 将 被 动 (导体 板 ) 和 主动 (程控 或 反馈 控制 ) 方 法 结合 全 
起 来 ,才能 控制 环 在 垂直 方向 上 的 位 置 . 在 使 用 被 动 方法 时 ,导体 
板 的 大 小 .厚度 .材料 以 及 放置 的 具体 位 置 都 很 重要 . 通常 认为 在 
等 离子 体 环 的 上 、 下 方 各 放 一 块 导 体 板 效果 较 好 ， 。 

， (ii) 如 对 等 离子 体 小 截面 作 一 些 三 角形 的 畸变 会 达到 增 稳 效 
果 , 其 中 (加 了 三 角 畴 变 后 成 为 ) 正 D 形 截面 ( 即 磁 面 外 凸 ) 要 比 反 
D 形 或 椭圆 形 截面 的 垂直 稳定 性 更 好 . 

(ii) 但 是 ,等 离子 体 小 截面 的 拉 长 比 ( 垂 直方 向 长 度 与 水 平 
方向 宽度 之 比 ) 不 可 能 太 大 , 它 受 到 临界 的 衰减 因子 值 na( 当 nn 超 
过 此 值 时 大 环 径 向 的 平衡 将 不 稳定 ) 以 及 反馈 电源 系统 的 功率 响 
应 等 一 系列 技术 问题 的 限制 . 目前 各 种 非 圆 截 面 tokamak 等 离子 
体 的 截面 拉 长 比 一 般 不 超过 2. 


4.5， 电阻 扬 裂 模 和 磁 重 联 
考虑 了 磁 流 体 的 有 限 电阻 后 ， 隆 流 体 方程 组 的 最 大 变化 是 广 


义 欧姆 定律 变 成 


它 直接 影响 法 拉 第 定律 
四 -VxXE- Vx (uxB)— VX C7). 


藻 再 代入 安培 定律 , 则 得 出 


ee 


ss 

I 
a a 
和 A i | 人 


ee ee ed 
~ . 2 
和 
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一 一- ”一 
O 

Vx xB+LI VB YY x (V x B). (4.81) 


上 面 方程 有 面 第 一 一 项 就 是 第 一 章 中 所 说 的 磁力 线 涝 二 (在 流体 上 
的 ) 效 应 ;第 二 项 代表 磁 扩 散 ， 它 使 磁场 和 流体 缓慢 分 离 (扩散 )， 


9/w 即 是 磁场 的 扩散 系数 . 如 果 流 体 的 扰动 足够 缓慢 , 则 不 会 引起 


磁场 的 扰动 而 致使 扰动 磁 势 能 增加 , 故 这 时 电阻 7 起 的 是 解 稳 作 
用 .尤其 是 在 有 理 面 F(x.) 二 0 处 ,扰动 势能 8W 中 所 有 由 磁力 线 
扰动 而 造成 的 磁 能 增加 项 均 为 零 ,这 时 只 剩 下 数量 级 较 低 的 热 压 
力 驱 动 项 ,这 时 电阻 7 引起 的 磁 扩 获 项 就 会 显示 出 明显 的 解 稳 作 
用 ,从 而 产生 了 一 种 新 的 不 稳定 扰动 一 -所 裂 模 ( 在 磁力 线 方向 上 
具有 有 限 空 间 结构 一 一 磁 岛 ) 或 磁 重 联 (在 磁力 线 方向 上 无 限 延 
伸 ). 第 三 项 中 的 Vy 在 磁 流 体 中 起 着 使 磁力 线 对 流 的 作用 (类 似 
普通 流体 中 造成 流体 对 流 的 重力 ), 当 Vy<0 时 它 会 引起 电流 的 
对 流 不 稳定 性 一 一 涟 波 模 (rippling mode). 

在 70 时 ,导出 的 关于 扰动 位 移 量 8(7) 的 二 阶 微 分 方程 是 

— wp = FO) + MO. 

其 中 新 出 现 的 算 子 M 是 和 电阻 有 关 的 线性 算 子 ,由 于 电阻 是 一 种 
耗 散 因素 、 破 坏 能 量 守恒 , 故 M 并 不 是 自 伴 算 子 . 这 样 就 对 建立 能 
量 原理 造成 了 困难 ,因此 在 描述 电阻 不 稳定 性 时 , 通 党 采取 简 正 模 
方法 . 


4.5.1 括 裂 模 的 唯 象 描述 


1. 剪 切 磁场 及 平板 几何 : 

能 产生 撕 裂 模 一 一 也 即 能 使 磁力 线 的 初始 扩散 得 以 放大 一 
的 平衡 磁场 通常 都 具有 非 零 剪 切 ,3B/3x 关 0. 地 球 空间 磁场 中 的 
磁场 剪 切 最 为 明显 (图 4. 21). 但 实验 室 中 的 许多 磁 流 体 其 磁 剪 切 
往往 缺乏 直观 性 . 下 面 以 tokamak 等 离子 体 环 为 例 ， 来 把 其 中 某 ， 
一 磁 面 (通常 是 有 理 面 ) 附 近 的 磁 剪 切 场 剥离 开 来 (图 4 4. 22). 
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2. 磁 岛 形成 的 过 程 


图 4.21 地 球 磁 尾 中 的 磁力 线 剪 切 


_ ” 图 4.23 磁 岛 生成 示意 图 
Ca) 扰动 的 磁场 和 电场 , Cb) 扰动 的 流 场 和 电流 


” 设 有 如 图 4. 23(a) 的 平衡 剪 切 磁场 B,(zx) ,其 中 B,(0)==0 且 
磁场 在 e: 方向 上 均匀 . 假定 一 开始 存在 扰动 磁场 
Biz(y) 一 一 sinkye”’, 
则 由 法 拉 第 定律 3B1,/3:= 一 Bk1iz/9y, 可 得 
7 


: E , 一 _ -一 7 
1 E coskye’. 


| 当 7 尖 0 时 ,由 EE: 可 以 产生 电流 ,而 电流 又 可 以 通过 洛 伦 效力 产生 
| ”流体 的 扰动 ( 见 图 4. 23(b)) 


从 


GIISIEIIIIIIS SI IO SSI TISIIII SSSI SI ISIS SI SOY» 


Nk 


| Eliz:=— uizB, + 7 1:, 
| ， Ou1z 
B (x) = B, (x) e, 5 Co Of TT JP 


| ”将 忆 . 代 入 上 式 .并 设 所 有 扰动 的 时 间 行为 正比 于 exp (yz , 风 由 
” ”上 式 可 解 得 


: JJ YA on 
了 0 ~ BO-B eo) “7+Bi/ory ~ 
=B, CB, Co) yp /8 
| 四 wu Zz 一 k en. 
1 poo7n 十 Bi°™ ye 


它们 还 可 以 进一步 构成 新 的 感应 电场 :二 一 ww.B, 十 ;而 这 
个 电场 又 会 产生 出 新 的 感应 磁场 i, 它 也 在 。- 方 向 ,但 数值 由 法 


| 图 人 22 tokamak 等 离子 体 有 理 面 附 近 的 磁场 剪 切 示意 图 _ 
拉 第 定律 决定 : 
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0 有) Oulz O 1. 
= 一 一 = 7B,. 
3 -bay ?ay ! 


上 式 最 后 的 -B,- 就 是 初始 的 垂直 于 平衡 剪 切 场 的 磁 扰动 . 当 yY 之 0 
时 ,B* 之 Bw, 因此 初始 扰动 就 可 以 被 放大 一 一 直到 使 平衡 的 剪 切 
磁场 交 连 而 形成 被 岛 . 这 种 正 反馈 循环 就 是 由 电阻 造成 的 磁 岛 的 
形成 机 制 . 从 上 面 给 出 的 Bj 和 wz, 通过 VV， Bi 一 0 和 Vw 一 0 还 
可 以 推导 出 : 


cosky OB1z:(X) _ __ sinky Ouiz(7) 
By Tk or ’ “TT kh or 


在 图 4. 24 中 ,给 出 了 当 磁 场 形成 磁 岛 时 ,相应 的 扰动 磁场 .电场 、 
电流 及 流速 的 位 置 与 方向 . 


图 4.24 磁 岛 结构 图 


4.5.2 空间 和 天 体 等 离子 体 中 的 磁 重 联 
(Sweet-Parker 模型 简介 ) 


1. 磁 重 联 研究 简 史 本 
1947 年 R. G. Giovanelli 及 1949 年 F. Hoyle 指出 在 磁 中 性 


点 (磁力 线 交会 处 ,也 即 B=0 点) 带电 粒子 可 以 被 加 速 ,以 此 来 解 
释 日 得 (aurora) 和 钓 斑 (flare). ; 
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1953 年 J. Dungey 研究 了 X 型 中 性 点 (X-point) 附 近 的 等 离 
子 体 行为 . 证 : 
”1958 年 P. A. Sweet 探讨 了 在 中 性 面 附近 , 磁 能 转换 成 等 离 
，。 1963 年 E. N. Parker 改进 了 Sweet 模型 ,将 磁 流体 理论 用 
于 磁 重 联 的 研究 . 开创 了 磁 重 联 理论 研究 的 先河 ， 


2 Sweet-Parker 模型 的 基本 图 像 


-一 2 一 |) 


一 ~ 8 © XC -55 
~ XE * 


磁 剪 切 场 1= 0, 正 反 向 磁场 在 中 心 相 消 Sweet-Parker 模 型 
图 4. 25 ”Sweet-Parker 模型 的 图 示 


” ”Sweet-Parker 模型 是 一 个 二 维 (z,z) 空 间 模 型 ( 见 图 4. 25)， 
它 在 e: 方 向 (也 即 磁场 不 均匀 方向 ) 上 的 特征 尺度 为 8, 而 在 e- 方 
向 (平衡 磁场 方向 ) 上 的 特征 尺度 是 工 . 在 t=0 时 刻 , 存 在 一 个 平 
衡 的 剪 切 磁场 B.(z) ,中 性 面 在 x 一 0 处 . 磁 流体 中 存在 均匀 的 热 
压强 Pu, 因 而 有 密度 o. 当 t>0 时 ,如 果 要 求 扰动 使 中 性 面 附近 正 
反 向 磁场 相 消 ,而 出 现 一 个 X 型 中 性 点 的 话 ;这 类 扰动 就 必须 由 
一 个 在 X 点 处 的 负 y 向 电流 J 产生 . 考虑 到 有 限 电阻 后 ,此 电流 
就 会 对 应 一 个 相同 方向 的 电场 
E, = 7T， - 


“ 接 下 来 此 电场 和 磁场 将 产生 一 个 方向 的 漂移 流 


U, 一 一 E,/B,. (4. 82) 


”这 将 使 流体 横越 磁力 线 而 运动 (这 时 认为 磁场 位 形 不 动 ), 反 过 来 


也 可 以 说 由 于 电阻 使 磁场 (相对 于 流体 而 ) 扩 散 ,而 U: 就 是 磁场 
的 扩散 速度 . 所 以 ,Sweet-Parker 模型 的 基本 假定 是 : U,; 就 是 磁 
场 在 中 性 面 附近 发 生 重 联 ( 相 会 而 抵消 ) 的 速率 mw, 也 是 磁 能 转换 
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成 等 离子 体 动能 的 速率 .下面 将 进一步 证 明 : U, 正好 相当 于 因 电 
阻 而 引起 的 磁 扩 散 速 率 . 从 电 涯 移 公 式 U, 王 一 E,/B。 出 发 ， 通过 欧 
姆 定律 E,==J,/o, 再 利用 安培 定律 kw1, 王 3B./az 一 B。 /00 荐 磁 汤 
B, 在 ez 方向 上 的 特征 尺度 )， 最 后 可 得 

£ 1_ 1 


Uv, 一 一 仑 = 一 公款 = 一 Be (4. 83) 
而 上 式 的 右 端正 好 是 第 一 章 中 给 给 出 的 磁场 ( 因 电 阻 而 产生 的 扩散 


速率 . 
3. Sweet-Parker 模型 的 磁 流 体 理论 

理论 的 目的 ; 求 出 U, 与 平衡 等 离子 体 参 数 间 的 依赖 关系 . 

利用 静态 的 连续 性 方程 VY.U=0, 可 得 3U-/az 十 aU-/ax 一 
0, 然 后 利用 Sweet-Parker 模型 的 特征 空间 尺度 可 得 

| U,L =—U,. (4. 84) 
于 从 术 态 运动 方程 p00， VD 一 一 VP ,可 得 
1.aU。/az 一 一 9P/az; 


将 上 式 对 z (| de 


pk OUt 
其 中 用 到 了 内 、 省 区 中 的 玉 交 最 信 在 汪 区 一 0, 压 强 为 P; 在 外 
区 有 U, 尖 0 及 忆 = P,. 而 在 内 外 区 的 边界 (一 9,+6) 上 存 总 ( 梯 十 
热 ) 压 强 的 平衡 条 件 


一 poU? = 一 Po P. (4.85) 


P= Pt gp “(4.86) 


其 中 左边 代表 内 区 ,这 里 由 于 磁 重 联 B.1,~0, 右 面 代表 外 区 未 重 . 
联 时 的 平衡 值 . 由 (4. 84) 和 (4. 85) 式 ,并 再 代入 (4. 83) 式 后 ,有 
2(PC— -10 1 


UL 一 702 = 2CP 一 P06 一 : 


代入 平衡 方程 (人 86) 后 ， 得 
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所 以 最 后 得 


其 中 Vs 是 阿尔 文 速度 . 如 果 引 用 和 Va 相关 的 磁 雷 诺 数 
i . . (Rm)a = AOLY A， : “(4,87) 
则 - 
. Wl 
NV (Rm)A VL 

对 于 囊 演 体 来 说 (Rom 是 一 个 很 大 的 数 , 故 一 般 U<Va. 这 样 算 
的 磁 能 转换 成 等 离子 体能 的 速率 要 比 实际 观测 值 小 ] 10 一 100 
4 Petschek 模型 i ts 

“1964 年 HPetschek 指出 ,Parker-Sweet 模型 只 1 适用 于 和 鞋 联 
发 生 的 初期， 当 重 联 发 展 起 来 后 ,由 于 被 重 联 区 域 的 不 断 扩 大 ,X 
型 点 也 在 变 大 . 这 时 如 果 把 重 联 层 在 z 方 向 的 宽度 26 假设 成 是 不 
变 的 话 , 则 它 在 z 方 同 的 特征 长 度 从 重 联 初期 的 2L 收 逢 万 的 20. 
让 应 的 重 联 速率 就 变 成 


由 于 3<L, , 故 上 式 得 出 的 重 联 速度 要 此 Parker- Sweet 模型 所 给 
出 的 值 大 得 多 . 而 且 从 (4. 83) 式 可 知 : 上 式 中 的 (6jo)-! 正 好 相当 
于 因 | 电 卫 而 引起 的 磁 扩 散 速 率 [了 是 可 条 
5 | 二 Va. 

这 样 滋 重 联 的 速率 在 重 联 后 后 期 就 由 Va 决定 ,此 值 大 得 足以 解释 
日 班 和 浪 斑 现象: 以 上 只 是 Petschek 合 型 的 叭 条 描 述 ， 它 的 三 流 
体 方程 产 格 解 请 参考 有 关 文 献 C9iba、 
“一 磁 重 联 的 电阻 磁 流 体 理论 有 以 下 缺点 ，: 

(i》 空 间 等 离子 体 中 竹子 几乎 是 无 碰 擅 的 ,i 
生 ? 广义 欧姆 定律 是 否 仍 成 立 ? 


所 具有 的 . 而且, 由 于 许多 空 
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(ii) 上 述 磁 场 重 联 图 像 尚 无 实验 的 确切 证 明 . ， 
近 十 多 年 ,又 发 展 出 一 种 快速 磁 重 联 理论 . 它 认为 如 果 在 体系 
外 有 一 个 垂直 于 中 性 面 并 向 中 性 面 流 来 的 等 离子 体 流 ， 则 在 速度 


”足够 大 时 它 将 强行 挤 压 中 性 面 附近 的 磁力 线 而 导致 其 重 联 ( 见 图 


4.6 的 左 侧 和 右 侧 ). 这 种 挤 压 其 至 可 以 导致 沿 中 性 面 的 多 点 磁 重 


”， 联 (多 X 型 点 重 联 ). 它 的 最 大 特点 是 不 需要 电阻 参与 ,而 只 需 有 


非 局 部 大 尺度 的 等 离子 体 流动 ,这 正 是 许多 空间 和 天 体 等 离子 体 
间 和 天 体 等 离子 体 的 大 尺度 特征 度 流 
速 都 在 阿尔 文 速度 附近 , 故 它 所 导致 的 磁 重 联 特征 速率 自然 也 是 


阿尔 文 速率 . 这 个 速率 大 大 高 于 Sweet-Parker 模型 给 出 的 磁 重 联 


速率 ,而 接近 Petschek 模型 的 磁 重 联 速率 ,但 又 没有 电阻 问题 的 


困扰 .同时 在 一 些 空间 等 离子 体 的 观测 中 也 发 现 有 多 X 型 点 重 联 


“的 证 据 , 这 在 快 重 联 理 论 中 可 以 得 到 自然 解释 ,而 在 电阻 磁 重 联 理 
” 论 中 则 很 难 设想 . 此 外 近年 来 还 发 展 了 席 流 磁 重 联 、 涡 旋 磁 重 联 等 
一 些 全 新 的 磁 重 联 理论 模型 有 兴趣 的 读者 可 参考 上 面 给 出 人 的 文 
献上 2 ， [13] i | 

对 于 实验 室 等 离子 体 ， ,虽然 近年 来 也 在 一 些 特殊 的 不 稳定 模 

式 中 运用 了 快 重 联 的 机 制 ,但 在 多 数 情 况 下 电阻 磁 扩 散 仍然 是 最 

: 主要 的 磁场 交 连 机 他 下 面 就 着 重地 介绍 这 方面 的 理论 - 


4.5:3 发 性 白玉 模 理论 


在 白 强 模 理论 中 ,经 常用 到 一 些 特征 长 度 它们 是 磁 岛 宽度 


WwW ,电阻 起 主要 作用 的 奇异 层 宽度 X1, 有 理 面 , 附近 、 剪 切 磁场 
”的 特征 长 度 .L;; 以 及 等 离子 体 环 的 小 半径 a( 一 般 有 XT<L<Xa). 
线性 理论 描述 的 是 扰动 初期 的 时 间 行 为 ,这 时 WX+; 准 线性 理 
论 讨论 磁 岛 增长 到 W~Xt 时 的 白 裂 模 演化 行为 ;而 非 线性 理论 
则 处 理 克 >Xr 时 的 据 裂 模 时 间 行 为 . 由 于 撕 裂 模 不 但 和 tokamak 


等 离子 体 的 许多 主要 的 磁 流体 活动 (包括 等 离子 体 电流 的 突然 中 


二 
: 


”磁场 取 成 ， 


上 式 中 的 z 已 归 一 化 到 工 ( 图 4.26).， 
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断 一 一 所 谓 大 破裂 ) 有 密切 关系 ;也 有 很 大 可 能 和 困扰 人 们 已 久 的 


1' ”反常 输 运 有 关 , 所 以 它 自 1963 年 被 提出 以 来 就 始终 经 久 而 不 衰 ， 


一 直 是 理论 研究 的 热点 ;所 积累 的 文献 不 可 数 计 . 这 里 只 4 介绍 最 简 
单 而 物理 图 像 又 最 清楚 的 线性 平板 模型 

在 平板 模型 中 ,假定 磁 流 体 是 静止 
的 (wo 王 0)， 其 密度 (0) 为 常数 ， 而 且 平和 


B, = De: 4 B,C)e,, 

其 中 
B.。 二 常数 ， 
F(z) 


BCz) = BF(z), 

= tanh(z)， z z z 

图 4. 26 平板 模型 中 的 平衡 
” ”前 切 磁场 

由 于 在 平板 模型 中 只 涉及 二 维 几 何 

(zy2)， 故 基本 的 线 性 方程 组 是 Wo 二 0,po 王 Pp 二 第 数 的 约 化 MHD 


Par VP th XB th XB 


pi =Vx B',， 
E+u Xx B= 7 
VB 一 0， 
VY*ul= 0. 
由 于 上 面 最 后 二 个 方程 (其 中 一 个 表示 磁 流 体 扰动 是 不 可 压 久 
的 ), 所 以 在 二 维 间 题 中 可 以 分 别 引进 二 个 标量 场 : 角 向 磁 通 
J(z,y) 和 流 函 数 p(T,y), 来 描述 磁场 B， (x) ,BI 和 流速 场 ， Ul, | | 
B= V Xe 十 Be。 ， 
一 V8Xe 


E, = 7Jo， 


站 再 看 有 面 第 二 项 ,其 中 电流 
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利用 这 两 个 式 于 可 以 把 约 化 MHD 方 和 改写 成 对 和 的 方 dy tL 


dit 
/ 程 组 
(2) 运 运动 方程 的 改写 
(1) eA ”从 运动 方程 / 
vx xB) vx GD p=—VP+JIXB 
和 prt ps pe 出 发 ,对 上 式 两 边 同 取 旋 度 (对 VP 一 项 ,有 VXVP=0, 略 去 ) 后 
7 几 久 6 十 元 e: 再 同 点 乘 e.; 其 中 各 项 可 分 别 化 为 


= (4u*e) Vy 一 CE Vf)e: 十 Bel X er 
一 一 (& 。 Ve: — B.V$, 
于 是 这 项 可 化 为 . | 
VX (uxB)=—VX[(: Ve]— BVX Vs 
z = Vu.:Vy Xe.. 


ee (VXw) =V: (a x e) + ue (VXe) =—— Vy, 


VX (J XB) 一 Vx 这 Ve XB 


一 一 VX Vp VD 


: i ei yr 、 


| = 一 方 Viy(V xX VD) — VD X VY 
了 = 二 YXxB- 二 YX xe:++B 
vy e- 十 Be = VY x CVV), 
: 1 ， i 
让- 4 a] : ， ea- VX X 盏 ) =e YXCVY 0 
lv / : i: 光线 
ge z : - 一 exX Vy VCY°Y) 
其 中 用 到 了 平衡 磁场 < 躺 在 /一 -常数 的 磁 面 上 这 一 平衡 条 件 : 1 | 
/ 2. WwW- 0- 六 | =Vy Xe :Yl vy 
所 以 ,最 后 有 z | Vr 
| 所 以 最 后 可 入 运动 方程 
z Vx (tmD=— vx (2 vpe.) 
2 总 Vz 一 一 六 2 [yy X cv 
5 7 2 i 
| - 人 wx 本 方 让 i 
- 将 它们 都 代入 破 演化 方程 后 | Yt -v= 也 Vo ei 88) 


VD Xe 一 一 VC VD Xe v2 vx 


DO Vag 一 一 上 6, [Vy X VID i a. 89) 
久 果 夏 声 六 化 方 各 变 成 dE Mi : 
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J .一 一 一 V20. . 
多 y (4. 90) 


2. 平衡 (9/3: 二 0) 解 及 其 线性 展开 
由 法 拉 第 定律 (4. 90) 得 


J -0 一 一 C7) 
同时 有 
B,(Cz) =— fz) 一 BFCz)， 
又 由 uo 二 0, 得 
四 of _ Of 
V 轴 Xe 一 0， orz Oy 
于 是 可 取 


fo《z,y) 二 常数 二 0. (4. 91) 
下 面 来 讨论 线性 扰动 , 任 一 线性 扰 
动量 可 令 其 表示 为 
A(z,y,t) = A(zx,y)exp 7). 
则 可 把 磁 通 和 流 函 数 展开 成 (参见 
图 4. 27) 
Gz39) = polz) 二 Ey) = Golz) + Ce)cosky, 


图 4. 27 ”扰动 磁 通 函数 的 图 形 


gz 人 一 页 (zy) 一 2 四 Cz)sinky 


3. 人 磁 岛 宽度 WW : 

由 图 可 见 ,由 于 扰动 和 办 ,使 磁力 线 在 中 性 面 附近 交 连 成 
磁 岛 . 设 磁 岛 中 心 在 坐标 原点 一 一 这 点 通常 称 为 O 点 ; 交 连 点 在 
(zr 二 0,y 三 士 x/&) 处 一 一 称 为 X 点 ;通过 两 个 X 点 的 磁 面 则 称 
为 分 界面 (separatrix). 在 分 界面 之 内 的 磁力 线 都 闭合 成 岛 状 一 一 
即 是 所 谓 磁 岛 ,而 在 分 界面 以 外 的 磁 面 都 不 交 连 ,只 在 扰动 下 略 有 
波动 . 由 上 面 对 yz,y) 的 展开 式 ,在 X 点 有 


| 0， 士 下 一 Yo 0) 一 yi1(0)., (cos 十 不 一 一 1) 
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. 这 个 磁 面 在 土 W 处 和 z 轴 相 交 , 此 处 是 磁 岛 最 宽 处 ,因而 W 代表 


磁 岛 的 半 宽 . 在 这 点 ( 即 O 点 ) 
J T= Whky=0)=poW)) IW). (cos0=1) 
由 于 上 面 两 式 左边 的 办 是 相同 的 , 故 : 
gol0) — p10) = poW) + pW). 
在 线性 发 展 阶段 ,W 很 小 , 故 可 以 把 它 当 成 小 参量 来 展开 


JoCW) = 二 (0) 十 岁 (0) 友 十 WW 十 …， 


目 风 Cz)= 一 BF(Cz) ,ECO) 一 0, 故 有 名 (0) 一 0; 代 入 展开 式 后 ,可 
得 

2( 册 (0) 十 pW)) 

Jo C0) 

推导 到 这 里 时 ,线性 理论 中 通常 都 采用 以 下 基本 假定 : 在 x 二 Xr 
的 区 域内 (通常 被 称 为 内 区 )yg(z)= 二 内 = 二 常数 . 因为 在 线性 不 稳定 
阶段 WX7, 故 在 这 薄 薄 的 一 层 中 这 样 的 假定 是 合理 的 . 后 面 将 
证 明 , 线 性 色散 关系 对 yi(z) 在 磁 岛 内 的 具体 函数 结构 并 不 敏感 
(敏感 的 是 在 分 界面 上 的 一 阶 导 数 四 (XT)). 于 是 在 yi 为 常数 假 
定 下 磁 岛 宽度 为 


W? = 


代入 平衡 量 的 公式 几 (z)= 一 BF'Cz) 后 ,有 


| of | 
由 一 BF CO0)) 


站 人 


”而 在 zx 科 1 时,F (zx) 二 tanh (z)~z , 故 有 机 (z) 一 1 ,这 样 最 后 可 把 


磁 岛 宽度 表达 成 
y 1/2 
W 一 2| 扫 | ， (4. 92) 
其 中 B 是 前 切 磁场 的 饱和 (最 大 ) 强 度 . 从 上 式 可 以 看 出 , 磁 岛 宽 
度 在 线性 阶段 只 和 磁 岛 中 常数 的 扰动 磁场 幅度 办 有 关 . 
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4. “一 阶 扰动 方程 及 其 分 区 解 
利用 扰动 的 展开 表达 式 
YT,Y)= polr) + pr)cosky, 


gzyy) 一 Eh CT)sinky. : 


其 中 诸 量 已 化 作 无 量 纲 的 量 : z 已 归 一 到 工 ,,y 已 归 一 到 ask 则 
归 一 到 1/a. 将 它们 代入 线性 方程 组 (4. 88) 和 (4. 89) 后 ,得 


和 (7) 一 FCB Cz) = 2H) — pep (2)], (4. 93) 


YTR 
77 人 th 一 有 gzZ)] 一 已 (z)[Cz) LAC MACI 


(4. 94) 
其 中 


rg 是 磁场 扩散 特征 长 度 为 a 时 所 需要 的 时 间 即 电阻 扩 散 特 
征 时 间 , 而 ra 是 在 y 方向 上 磁场 扰动 传播 距离 a 所 需 时 间 一 一 即 


”所 谓 的 阿尔 文 时 间 ,一 般 rt 污 ta. 习惯 上 定义 


对 tokamak 等 离子 体 来 说 ,* 一 10* 

方程 (4. 93) 和 (4. 94) 是 两 个 耦合 的 二 阶 微分 方程 组 ,如 果 合 
并 , 则 是 一 个 四 阶 方程 . 它 在 (0)==0 0 处 会 降 阶 ,因此 “0” 点 是 方 
程 的 奇 点 ， 解 在 这 里 会 发 散 . 处 理 有 奇 点 方程 的 党 用 的 一 种 方法 是 
分 区 求解 法 (例如 参见 文献 [14]) ,即将 z 空 奇异 
区 (z=zx.<1, ZI) 一 一 0， 少 (并 ) 一 凡人 和 外 区 一 一 非 厅 呈 区 
(ze.<rK1,F(r)#0). 

. (1) 内 部 区 解 (z<ze 冬 1) 


这 时 可 取 F(zx)~w,FF(z)= 0. 并 利用 
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fz)~ 六 办 (x) SD Rg (x), 


(Zz) ~ (7) > 2 和 (zi 


则 耦合 方程 组 (4. 93)、(4. 94) 可 化 简 成 


piz) 一 下 (zz) 轴 (zz) 一 到 儿 (Z)， (4. 95) 
— yr zx)= F(X 7). (4. 96) 


将 后 一 个 方程 代入 前 一 个 ,可 得 

1 Yira yy 

Yrr F(X) 

再 利用 办 为 常数 的 近似 内 (x) 二 如 (0) 二 和 及 F(z)~z, 则 扰动 
流 函 数 满足 非 齐 次 的 二 阶 非 线性 方程 


yz 1 


去 四 (Z) 一 工 轴 (Z) 一 一 工 内 


(z) — F(X)h (zx) 一 一 办 (Z). 


”如 令 z= a /ms 及 加 (zx)== 一 (rr/Yt)Wg1X(z), 则 可 将 上 式 


化 为 无 量 纲 形式 
XO— ZX= Zz, (4. 97) 
或 六 一 z(1 十 zX). 此 方程 式 有 严格 的 解析 解 ,下 面 是 求解 的 具体 
G) 首先 将 方程 式 的 非 齐 次 项 变 成 常数 
再 一 次 令 之 一 y,X 一 z 肪 一 yV? 厂 ,利用 
d dd ,dd_ ,ind 
dz = 瑟瑟 一 2 dy 2y 4y? 
于 是 有 z 


dx d(C yi ) — 2yL 1 y-12H 十 


dy 守 
z dzdy 27 
H 


dH 
十 2y dy 9 
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dx d dH sh dH 
jz 2y!2 | 万 十 2y -一 dy | = — 4y “本 十 6yL2 dy 
结果 原 方程 (4. 97) 可 写成 
dH dH 


(ii) 作 传 氏 变换 并 求 传 氏 空 间 解 . 


今 


H(y) = | (Wede, EC 一 工 KH ewdy, 
由 此 可 以 得 


— iky — 1 d iky 
yH = |yetewdk [gm| i fe ja 
一 一 ijCZre 辣 罗 十 | PE ewdp. 
这 样 yf 和 id2 /dk 就 在 传 氏 变 换 中 互 为 “ 像 ”， 
yH OI i 
同样 还 有 
和 2 
2 SO ko, oe SO 一 hk, 
2 
各。 i S27) 10 8d). 


利用 上 面 的 这 些 变换 , 原 方程 的 健 氏 变换 就 是 
Gh + DD) SE + 2ke¢ = dh). 
对 上 式 进一步 作 变 化 ,最 后 了 得 全民 间 的 解析 解 
(4R2 十 1)3/4 A 十 1) 28¢] = i8(%), 


SCk) 
(4k? 二 1) 


. G(R ，， 
(4& 十 1)7422 一 | sind 
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E2 = iC4k 十 1)-14， 
“Gii) 作 上 的 逆 变 换 . 


_exp(iky) | 
Cp? 十 1)7 


因为 有 是 实 函 数 , 故 可 令 k=ip/2, 妈 二 一 J/4, 于 是 
- _ 工 fexp 人 (一 Ly/2) 
和 | 各 (1 一 J2)™4 dy. 
其 中 0 过 x 过 1 的 取 值 ,是 考虑 到 玉 必须 是 实数 ;此 外 当 y 一 co 时 ， 
上 面 的 积分 能 保证 五 有 界 . 也 可 以 令 


KA=cosp,， 过 dy 一 一 Sinpdp， (1 一 1) = Sinog 
这 样 还 可 以 得 到 另外 一 种 表达 式 
T/2 
H(y) 一 一 | dosin' ?9exp(— cosPy/2). 
0 


(iv) 解 的 最 后 表达 式 . 
/2 
X(z) = zH=— | dpsinL2pexp( 一 cospz2/2) (4. 98) 
之 六 exp( 一 pz /2) | 
四 了 0 (1 — 2)14 dy, (4. 99:) 
X(z) 的 函数 形式 见 图 4. 28. 


0 


-0.6 
0 .1 2 3 4 S52 


， 图 4.28 X(z) 的 图 形 
由 此 可 得 内 区 解 


ms 
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1/4 


办 (Z) 一 一 站 YiX(z), (4. 100) 
fz)= hh (4.101) 
其 中 y, 是 常数 . 
(2) 外 部 区 解 
这 时 由 于 玉 (z) 关 0,rtR!1~7/a?&rx1. 故 可 以 把 电阻 扩散 的 慢 


过 程 略 去 ,这 样 外 区 的 物理 过 程 是 由 理想 磁 流体 方程 描述 的 . 这 时 
宰 合 方程 就 简化 成 
fiz)= Fx) 7), 
一 YA x) 一 Rep 1)]= FO Cz) — EpCz)] 
一 下 hr), 
其 中 ra 是 阿尔 文 波 传播 的 特征 时 间 , 而 7 是 不 稳定 性 的 增长 率 
一 般 有 Yra<<1. 故 方程 还 可 以 进一步 简化 为 : 
pi (zr)= F(X)b 7), 
ACHINACSEACII EE YMC AACS 
考虑 到 (zx) 二 tanh(z), 此 方程 可 以 有 严格 解 ( 图 4. 29) 


(4 =3) 
pi(k>1) 


(4' = 0 分 
pik<1) 


图 4. 29 外 区 解 和 (zxz) 和 加 (z) 的 图 形 


Pe 
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(7) 一 exp[ 干 pz]| 1 土 nd 


正 负 号 的 取 定 为 ; 上 面 的 符号 用 在 = 之 0， 下 面 的 符号 用 在 
Z<<0)， 


各 (Zz) 二 志 力 (z)， 


其 中 已 用 到 了 无 穷 远 的 边界 条 件 . 
5. 色散 关系 
对 微分 方程 形式 的 本 征 值 问题 ,色散 关系 是 由 边界 条 件 定 出 


的 ;在 分 区 求解 的 情况 下 ,色散 关系 则 是 通过 边界 条 件 以 及 分 区 交 


界 处 解 的 连接 条 件 来 给 出 的 . 在 内 区 ,z= 二 0 处 的 有 界 边 条 件 在 定 
解 时 已 经 使 用 了 ;而 在 外 区 ,x 一 co 的 有 界 边 条 件 也 被 使 用 了 . 因 
为 分 区 后 的 微分 方程 是 二 阶 的 , 故 连 接 条 件 有 两 个 ， 
piin Te) = lou Te), 
Yin Te) = Yiou Xe), 
其 中 xz. 是 内 外 区 的 分 界面 .上 面 的 第 一 个 连接 条 件 很 容易 通过 调 
节 内 区 解 的 峰值 来 满足 . 问题 在 于 第 二 个 连接 条 件 要 求 先 知道 内 
区 磁 通 y,(z) 的 精确 解 , 而 直接 求解 内 区 关于 (zr) 和 加 (x) 的 克 
二 阶 微分 方程 又 不 可 能 (在 前 面 我 们 是 通过 y 常数 近似 来 回避 
的 ). 这 个 困难 是 通过 下 面 描述 的 方法 来 绕 过 去 的 : 由 各 (z) 的 内 
区 解 ((4. 100) 式 ) 及 表示 WCz) 和 由 (zx) 关系 的 (4. 96) 式 ,可 得 出 
必 (z) 的 严格 表达 式 , 再 对 它 积分 就 可 得 


Te 


MACE ACH TAG ze). 


上 式 无 论 对 内 区 还 是 外 区 都 正确 . 再 考虑 到 F(z) 对 于 ==0 的 对 
称 性 ,无 论 对 内 区 解 还 是 外 区 解 都 有 如 (zx) 二 一 各 (一 z+), 故 
fiin (Ze) 一 — fin(— 一 ce) 一 2 (ze)， 同 样 flout (zc) 一 fiout (一 Xe.) 一 一 


‘2hiou (ze)， 因此 第 二 个 连接 条 件 实 际 上 可 以 用 内 外 区 中 的 积分 


上 式 的 左 端 一 一 来 代替 ， 
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| A 二 A'. (4. 102) 
其 中 和 代表 外 区 的 量 ( 这 时 内 、 外 边界 二 对 它 来 说 相当 于 原点 )， 
fiout (Xe) 一 io (— Te) 
内 
_ pion (O01) 一 Yo C0) 
内 


人 一 


而 A 则 代表 内 区 的 相应 量 ( 这 时 内 、 外 边界 对 它 来 说 相当 于 无 穷 


fiin Te) 本 Yin (— Xe) 
| 
Gin (00) 一 Yin(— co) 


-A= 


ep 


72rA 「 办 


wj 
_ 5/4.3/41/2 X1(z) 
一 YTR TA > 


5/43/4.1/2 2 
= TR TA SES, 


而 其 中 的 积分 也 可 以 积 出 
号 一 | XCzD) 1。 


之 


一 本 | de[ du(1 一 2)- “C8¢ 一 < )exp(— zx HA/27 


__ | 中 ava -ev | 


~ [3/4) 
“TO/4)’ 


i 
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将 所 求 出 的 A 和 A 代入 (4.102) 式 ,就 可 得 不 稳定 的 增长 率 “ 
- 7= [生生 全 sr (4. 103) 
其 中 A' 现 在 是 有 因 次 的 量 , 它 和 工 , 一 起 才 是 无 量 纲 的 ,而 


_ 1 9B,(x) (7x) 
L=B ar 


因此 , 当 4 之 0 时 ,7>>0, 撕 裂 模 不 稳定 . 而 当 A' 过 0 时 ,7 二 0, 撕 列 
模 是 阻尼 的 . 

这 两 种 情况 下 的 扰动 角 向 磁 通 办 (z) 的 形 展 状 见 图 4. 30, 其 中 
的 内 区 解 是 由 连续 性 和 对 称 性 内 推 而 画 出 的 . 可 以 看 出 ,内 区 解 如 
果 是 向 上 凸 起 的 , 它 就 是 稳定 的 ;而 它 如 果 是 向 下 四 陷 的 , 它 将 不 
稳定 . 但 目前 我 们 还 只 能 得 到 y 为 常数 的 近似 下 的 内 区 解 (图 中 
直线 ), 它 能 保证 A 有 正确 的 符号 (但 数值 上 不 准确 ), 因 而 使 我 们 
能 正确 地 判断 撕 裂 模 的 稳定 与 否 . 


-Xx OO x x 


图 4. 30 挑动 角 向 磁 通 各 (zx) 的 图 形 


从 不 稳定 增长 率 的 表达 式 可 以 发 现 ,稳定 与 否 只 取决 于 外 区 
A' 的 符号 ,而 和 其 他 量 的 精确 值 无 关 . 因此 对 撕 裂 模 增 长 率 的 更 精 
确 计算 往往 只 关注 外 区 解 的 改进 ,而 依然 采取 办 为 常数 的 内 区 
解 . 进一步 观察 A' 的 表达 式 , 还 可 以 发 现 不 稳定 的 模 其 波 数 较 大 
(4 之 1), 当 A'=0 时 ,临界 的 扰动 归 一 化 波 数 =1, 它 对 应 一 个 临 
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界 的 y: 向 (横向 ) 波 长 必 一 za. 所 以 撕 裂 模 是 沿 磁 面 波长 很 大 (> 
2) ,而 在 垂直 磁 面 方向 上 很 局 域 ( 在 有 理 面 附近 ) 的 一 种 不 稳定 扰 
动 (图 4. 31). 
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图 4. 31 A'(k) 的 图 形 
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第 五 章 等 离子 体 的 电磁 ( 双 ) 
流体 力学 描述 


人 在 多 粒子 体系 的 流体 描述 中 ， 通 和 采用 的 体系 关 栓 量 是， 
流 体 元 的 密度 ( 体 密 度 pCr(z》， ) 或 数 密度 nr(),t) ,Pp 二 mn， 

为 粒子 质量 )， 速度 (u(r()， 全 ) 肌 能 量 (内 能 er(t), ) 或 温度 
T(r() ,t)) ,它们 都 是 时 间 z 及 t 时刻 流 体 元 位 置 r(z) 的 函数 . 因 
此 ， 流体 描述 的 基本 方程 组 就 是 由 这 几 个 状态 量 构成 的 时 间 演 化 
方程 , 即 质 量 守恒 、 动 量 守恒 及 能 量 守恒 方程 联 立 而 成 . 在 用 内 能 
作为 状态 量 时 ,体系 可 以 是 理想 气体 ， 处 在 热力 学 平衡 态 ; 也 可 以 
是 非 理想 气体 ,处 在 偏离 热力 学 平衡 的 状态 中 . 这 时 为 了 将 内 能 与 
体系 的 可 观测 量 ( 一 般 是 压强 了 ,体积 V ,温度 了 等 ) 相 联系 ,还 需 


i 


要 知道 体系 的 热力 学 性 质 e 二 elT,V) 和 物 态 方程 P 王 P(V ,7). 
…* 原则 上 ,多 粒子 体系 的 流体 方程 组 可 以 从 体系 动 理学 方程 的 
矩 方程 得 出 , 如 上 述 x,w,T 分 别 是 单 粒 子 速度 分 布 函数 在 速度 衬 
间 的 头 三 个 ( 零 阶 ,一 阶 和 对 角 的 二 阶 ) 矩 . 在 这 些 矩 方程 组 中 所 含 
的 比 n,u,T 高 的 矩 则 往往 通过 硬性 截断 而 略 去 ( 当 它 们 的 影响 很 
小 时 ) ,或 通过 所 谓 的 输 运 规律 (如 扩散 定律 ,热传导 和 定律 和 黏 性 完 
律 ) 而 由 头 三 个 矩 来 求 出 . 在 研究 工作 中 ,也 有 取 更 多 状态 量 的 摘 
述 方法 ,如 七 矩 、 十 三 撼 或 二 十 一 怎 的 了 立方 程 组 但 最 常用 的 就 
是 这 里 介绍 的 流体 (五 举 ) 方 各 和 

流体 方程 组 也 可 以 基于 物理 直观 ， 用 唯 象 的 方法 来 得 到 . 上 述 
的 三 个 流体 方程 在 历史 上 就 分 别 以 连续 性 方程 欧 拉 方程 和 绝热 
方程 的 形式 而 被 提出 . 这 种 方法 的 优点 是 推导 过 程 比较 简单 、 直 
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观 ,物理 图 像 清楚 ;但 不 够 严 谭 , 特 别 是 其 中 涉及 高 阶 矩 (如 黏 性 张 
量 , 碰 撞 热 流 ) 的 输 运 过 程 难 以 通过 直观 的 方法 作 定量 描述 . 这 些 
不 足 正 是 矩 方程 描述 可 以 弥补 的 . 

等 离子 体 是 由 多 种 可 以 自由 运动 的 带电 粒子 组 成 的 多 粒子 体 
系 . 在 对 它们 作 流 体 描述 时 ,每 种 带电 粒子 系 都 有 自己 特有 的 流体 
状态 量 . 这 时 由 于 带电 粒子 间 的 电荷 在 空间 分 布 的 不 均匀 ,会 产生 

空间 的 自生 电场 ;带电 流体 元 的 流动 会 产生 空间 的 自生 电流 和 磁 
场 .这些 电 场 .磁场 和 电磁 场 ( 波 ) 反 过 来 又 通过 库仑 力 和 洛 伦 兹 力 
影响 带电 流体 元 的 运动 (时 间 、 空 间 变 化 ). 而 最 终 带 电流 体 的 状态 
和 其 中 出 现 的 自生 电磁 场 ,是 通过 将 带电 流体 元 满足 的 流体 方程 
组 和 自生 电磁 场 满足 的 麦克 斯 书 电磁 方程 组 联 立 后 ,自治 地 求 出 
的 . 所 以 ,和 磁 流体 力学 相对 应 ,这 种 同时 含有 电磁 场 的 流体 描 
述 ,应 该 称 为 等 离子 体 的 电磁 流体 力学 . 朗 道 和 Lifshitz 就 把 他 们 
描述 磁 流 体 和 电磁 流体 的 专著 起 名 为 “连续 介质 的 电动 力学 ”. 这 
种 称呼 强调 的 是 这 种 描述 的 电磁 性 质 , 而 等 离子 体 物理 学 中 则 更 
看 重 介质 ( 即 等 离子 体 ) 本 身 的 流体 力学 状态 . 但 在 等 离子 体 物理 
学 发 展 的 历史 上 已 经 把 它 称 为 “双流 体力 学 描述 (方程 组 )” 这 是 
因为 ,如 果 把 磁 流体 当成 只 含有 一 种 成 分 的 流体 而 称 为 单 流体 的 
话 , 则 通常 等 离子 体 中 含有 电子 和 一 种 电离 态 的 离子 ,就 可 以 被 称 
为 双流 体 . 但 实际 上 ,等 离子 体 中 可 以 有 多 种 (质量 和 电荷 数 都 不 
同 的 ?离子 存在 ,这 时 流体 方程 组 就 由 多 种 带电 离子 的 流体 方程 联 
立 而 成 . 而 且 当 等 离子 体 中 只 有 一 种 带电 粒子 (电子 或 离子 ) 时 ,等 


有 一 种 成 分 的 流体 元 ,但 并 不 能 用 磁 ( 单 ) 流 体力 学 来 描述 . 在 它 的 
流体 方程 中 ,还 必须 耦合 进 描述 自 洽 电场 的 泊 松 方程 一 也 就 是 
说 它 应 该 通过 电磁 流体 力学 来 描述 . 尽管 “双流 体力 学 ”的 名 称 并 
不 严谨 ,但 在 本 书 中 ,为 了 和 习惯 的 称呼 相 一 致 ,有 时 我 们 还 是 把 
这 种 电磁 流体 力学 的 描述 方法 称 为 “双流 体力 学 描述 ”.: . 
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“5.1 质量 守恒 (连续 性 ) 方 程 


令 vc 一 Mao72u ,其 中 Q& 一 ey11912， SLN 分 别 代 表 电 子 ， 第 1 种 离 、 
子 , 第 2 种 离子 ,第 N 种 离子 . 而 质量 密度 o。 随时 间 、 空间 的 变 


化 , 则 由 连续 性 方程 描述 


6 a(r (zt) ,t) 
Se 十 V， CosCr (2) DueCrGt) :iD) 加 ee 


(5. 1) 
其 中 方程 右边 项 表示 因 非 弹性 碰撞 ( 电 高 .激发 、 复合 等 ) 而 引起 的 
质量 密度 变化 率 . 上 式 还 可 以 写成 


: Opa (t) ,t) 
Se pr Wt) Ve uelr lt) st) = .GOD 
| (5. 2) 
其 中 | 
tr t) 。V， (5.3) 
它们 的 物理 意义 在 第 一 章 开始 已经 给 出 .上述 访 程 也 可 以 改写 成 
对 粒子 数 密度 的 粒子 数 守 恒 方程 
- nar (t) ,t) 
st ert 二 VY* (nalrlt) WCr CE) ,Lt)) = 
(5.4) 
7 nr st) 
Sr 二 mr OD Ve mrt) = TO 
(5. 5) 


为 了 简便 ,下 面 常 略 去 流体 状态 量 的 函数 依赖 (r(z) ,t); 而 且 除 非 
需要 ,也 略 去 由 于 非 弹 性 碰撞 引起 的 密度 变化 这 n/t. 


222 第 五 章 等 离子 体 的 电磁 ( 双 ) 流 体力 学 描述 


5. 2 ,动量 守恒 ( 欧 拉 或 纳 维 - 斯 托 克 其 
(CNavier-Stokes)) 方 程 


Ce 


十 Y， Goa) 一 一 六 已 — V+ gin ECr,t) 


十 um X BC 十 Re， (5. 6) 


pe =— VP —V*1 [+ gone E + lu, x 8]+R., 


-~ (5.7) 
方程 右面 的 电场 和 磁场 B 包括 了 外 加 的 电 、 磁场 Epp1， Be 和 等 
离子 体 本 身 产生 的 自 洽 电 、 磁 场 Ea » Bsert. 因此 完整 的 等 离子 体 双 
- 流体 描述 ,需要 将 描写 流体 元 质量 守恒 、 动量 守恒 及 能 量 守恒 的 方 
程 与 描述 电 、 磁 场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 相 耦 合 . 在 双流 体 描述 下 的 麦 
克 斯 韦 方程 组 将 在 本 章 最 后 的 5. 4 节 中 给 出 并 讨论 . 
在 上 述 方程 中 的 R。 表示 由 不 同 种 类 粒子 间 的 弹性 碰撞 而 引 
起 的 摩擦 力 ( 拖 电力 )， 


R, = 2 Roe, | Rss = 一 manovog (Ua 一 ap)， 


其 中 wa 是 两 种 (不 同 种 类 ) 粒 子 间 的 弹性 碰 擅 频率 从 这 个 表达 式 


可 以 看 到 : 同 种 类 粒子 间 的 弹性 碰撞 不 会 产生 摩擦 力 ,这 是 因为 
按照 牛顿 第 三 定律 , 同 种 粒子 间 弹 性 磁 擅 保持 整个 粒子 系 的 总 动 
量 守恒 ， 因而 动量 的 变化 速率 为 零 , 也 即 摩擦 力 为 零 . 另外 ,在 动量 
方程 中 的 P.,L, 分 别 代 表 第 a 种 流体 的 热 压 强 和 黏 性 张 量 ,它们 
也 是 Cr(z) ,zt) 的 函数 ， 它们 合 起 来 构成 了 二 阶 压强 张 量 

五 -天 十 去 
这 些 量 都 是 粒子 热 运动 速度 Y 二 六 一 &Cr(Gt),t 的 二 阶 矩 (参见 
16. 1. 2 节 , 下 面 的 表示 式 中 略 去 了 代表 粒子 种 类 的 下 标 a) 


之 


P = 77 )， 
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P= mn(w)/3 = nT, I 一 mnww 一 wT). 
其 中 子 是 二 阶 的 单位 张 量 ,而 (…) 表 示 对 局 部 热力 学 平衡 的 速度 
分 布 函 数 fu(v ,r(z) ,zt) 作 平均 


u(r(t),t) = | vfulw ,T(t) ,td ，《**) 三 [fu )dv . 


mn 3/2 
fulv ,T(t) ,2) -arGD | 5 


_m(v — u(r(t) ,DD)) 
x exp| 一 2T (rt) ,1) | (5.8) 


生性 张 量 是 非 对 角 的 二 阶 速度 矩 ,在 这 里 不 属于 流体 元 的 状态 量 ， 


因此 需要 用 流体 元 的 状态 量 玉 表达 一 这 就 是 答 反 震 健 之 的 牛 


顿 黏 性 定律 
一 > 之 之 之 
雷 -- 一 纯 一 Ya 一 7TV.z 
一 一 cA -|7 一 Ee Iv 。1 
一 一 cA — Av: u, (5. 9) 
去 本 


而 A,7,， 被 分 别称 为 计 腾 (dilation)、 
系数 . 下 面 给 出 一 些 散 见于 文献 中 的 关系 和 符号 ， 以 便于 大 家 在 工 
作 中 引用 和 参阅 . 在 有 的 文献 中 ， 分 别 用 符号 Da, ,7 代替 》， 7， %， 
于 是 有 

~ 加 一 全 十 Na 


利用 
VV 
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V .下 = 一 5Vzz 一 r+ le) vv w), (5. 11) 
Va = VV — Vx (VX, 


= EVX VX 74+ evyyu 5.12) 
| 3 


= 7 VX (VXW— (C27 ma) VV wu). (5.13) 
在 一 维 几 何 下 , 黏 性 张 量 退化 成 标量 


四 4 -| du ) du 
4 = [r+ q dm = dx (5. 14) 


其 中 J 二 2 十 A 被 称 为 纵向 (ongitudinal) 恭 性 系数 ;这 个 系数 比 
” 较 容 易 被 确定 ,因此 在 一 和 文献 中 各 党 可 以 查 到 不 同 种 类 流体 天 
的 ww 值 . 


5.3 ”能 量 守 恒 ( 温 度 , 炉 ,绝热 ,) 方 程 


在 导出 等 离子 体 的 (电磁 ) 双 流体 能 量 方程 时 主要 有 两 种 方 
法 , 即 通过 对 动 理学 方程 求 其 速度 二 阶 矩 方程 的 方法 和 从 热力 学 
第 一 定律 导出 的 方法 . 后 者 只 适用 于 处 在 热力 学 平衡 态 的 流体 体 
系 ,而 前 者 可 用 于 略微 偏离 热力 学 平衡 的 体系 . 此 外 ,能 量 方程 可 
以 有 不 同 的 表示 方式 : 如 以 避 能 量 (动能 十 热能 ) 密 度 、 热能 密度 、 
温度 . 和 、 烩 所 表示 的 (广义 ) 能 量 方程 在 下 面 ， 我 们 将 略 去 表示 流 
体 状态 量 的 时 空 依赖 的 (rz) ,zt)， 并 在 推导 过 程 中 略 去 表示 流体 
， 元 种 类 的 下 标 a. 


5. 3. 1 从 动 理学 方程 的 乏 度 二 阶 答 导 出 能 量 方程 


从 这 种 方法 首先 导出 的 是 单位 体积 中 流体 元 总 能 量 ( 即 总 能 
量 密度 ) 的 时 间 演化 方程 
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1. 总 能 量 演化 方程 
3a1 1 


2 
二 | Manad, 
Ot 


2 


P, 
7 +v: | | 二 man 十 7 一 了 Us 


+ (Pl + i) .ut g,| 


= gas Eu RQ QP (5. 15) 
其 中 7 是 绝热 指数 ,当然 原则 上 它 也 可 以 随 粒 子 种 类 而 变 ( 即 对 不 
同 种 类 的 气体 用 不 同 的 绝热 指数 ) ,但 在 本 书 中 只 把 它 表示 成 与 粒 
子 种 类 无 关 的 常数 ， 而 Qd ,Qrzma 则 分 别 是 由 于 弹性 碰撞 和 非 弹性 
碰撞 引起 的 能 量 转移 . 非 弹 性 碰撞 引起 的 能 量 转移 包括 由 于 粒子 
数 变 化 (电离 ,复合 ,激发 ,…… ) 而 引起 的 动能 变化 以 及 因 非 弹性 
碰撞 而 造成 的 热能 变化 : 

1 > Ona 


Qnonel 一 tl 十 3Q 

"6 
对 于 由 电子 和 离子 的 弹性 碰撞 而 引起 的 能 量 转 移 可 以 进一步 写成 
Q* 一 neva (了 。 一 1) 三 Qa, vl 一 


—y.. (5.16) 


Q:=— R.. (uC— Ww) — Qa 
= menevail(Ue 一 Ui) (ue — Wi) 一 Qa 


i 一 人 


(由 了 一 一 ens(u 一 四 ))= 至 


一 九天 一 Q、. (5. 17) 
其 中 畴 到 1/oi 是 经 典 的 垂直 (于 磁场 的 ) 电 阻 . 上 式 右面 的 第 一 项 
是 经 典 电阻 产生 的 欧姆 热 ,而 第 二 项 则 是 电子 -离子 间 由 于 弹性 碰 
撞 而 交换 的 热能 . 上 面 方程 和 其 中 各 项 表达 式 的 推导 将 在 第 十 六 
章 16. 1. 2 小 节 给 出 ,同时 也 可 以 参考 文献 [1],[2]. 
”对 于 比热容 不 变 ( 量 热 完全 ) 的 理想 气体 ， 单位 体积 的 内 压强 
可 以 表示 成 
P = oRT = nkT, R= kNA = kn/p. 
上 式 中 的 了 的 单位 是 绝对 温度 ,而 ,Na 分 别 是 玻 尔 兹 曼 常 数 和 
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阿 伏 仰 德 罗 常 数 . 在 本 书 以 及 等 离子 体 文献 中 一 般 将 能 量 ( 如 电子 
伏 ) 取 做 温度 的 单位 , 即 用 了 取代 上 式 中 的 了 ,然后 将 物 态 方程 
写成 

P=nlT. (5. 18) 
”如 果 再 取 单 原子 分 子 的 绝热 指数 7=5/3, 能 量 方程 就 可 以 写成 
2| mono? 十 SnT, 


ot\2 


Us + 证 “Uo 十 gq | 


+ Vy: [3 FM + 到 <。 


一 go :Eu Rt Qt Qe™. (5.19) 
2. 将 总 能 量 方程 改写 成 温度 方程 
利用 连续 性 方程 和 运 z 动 方程 可 以 将 上 式 改写 成 热能 


(3/2nsT。) 的 演化 方程 
> S nT,) 十 六 V。 nal aa) 十 P.V “Ua 


+ (H.W:utVv':g, 
-一 Q! 十 Qnr" 
下 面 是 推导 过 程 (为 简便 ,已 略 去 了 表示 粒子 种 类 的 下 标 )， 
(i) 将 方程 (5. 19) 中 和 动能 有 关 的 两 项 取出 


(5. 20) 


(nu?) 十 ou * VCOnzu’) + nu “Vu 


zn z2 7 十 nu y。. ZK (5, 21) 


上 式 右 面 第 一 _ 项 可 以 利用 秋 续 性 方程 和 汉 动 方 浊 来 展开 对 C5. 5) 
式 两 边 同 乘 (m/2)w*( 但 上 略 去 方程 右边 非 弹性 磁 撞 引起 的 粒子 数 
变化 项 )， 对 (5. 7) 式 两 边 同时 用 点 乘 ， 相 加 后 得 
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一 一 &.VP 一 zw.(V .天 二 oo. 殖 
+u “R— unV.u). 
(ii) 将 上 式 代入 (5. 21) 式 ,得 


9 
本 的 


BE 


=—u:VP—u. (Vv i) ow.Eiu.R. 
然后 ,将 上 式 代 回 总 能 量 方程 (5. 19) ,得 


9 
F(z"T) tv BaTu) uu VP— uy. Li) 
VP TV v0 
一 Qa 十 Qonel (5， 22 ) 
(iii) 利用 


V. (Pu) =PV.zTa.VP，V.( 寺 .由 


一 (地 ， “Vut+u. (Vy: i), 
方程 (5. 22) 就 变 成 了 关于 热能 的 演化 方程 (5. 20). 
Gv) 可 证 ， ii 存在 下 面 的 一 般 等 式 ， 


(nd) 十 Y， (nAu)= SS (nd) 二 wu . VlnA) 十 nAV. u 


一 和 Cn4) 二 nAVY*u 


_,dA4, ,ldn 

= 7 十 4 二 十 VE 

| 

= ng (5. 23) 
在 导出 最 后 一 步 时 用 到 了 (不 含 5n/&t 项 的 ) 连 续 性 方程 . 当 令 


4 二 了 ;P=nT 时 ,将 上 式 用 于 热能 方程 (5. 20)， 陨 可 以 最 后 得 出 
温度 的 演化 方程 


3 dT, 下 
9 1a di taleVeut (HDiutV'g 


a 1 
一 Q3 十 Qe. 


(5. 24) 
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3. 将 温度 方程 改写 成 凿 方程 

(1) 一 些 热力 学 量 及 其 关系 可 以 参考 热力 学 方面 的 教科 书 ， 
例如 文献 [3]. 
对 于 了 比热容 不 变换 祥 完全) 人 气体 ,单位 质量 的 内 能 


R 7 
一 一 ——— PR 


€ 一 Cy7 ， h = cof, v= yi 
其 中 crycs 分 别 是 比 定 容 热 容 和 比 定 压 热 容 , 而 RR 二 kNAsY 则 分 别 
是 气体 常数 和 绝热 指数 . 
单位 体积 的 内 能 于 是 可 表示 成 
PORT _ nT 


人 一 7 二 1 7 一 1 
其 中 最 后 一 个 表达 式 中 的 工 已 经 以 能 量 为 单位 了 (在 本 书 中 了 的 
单位 都 是 能 量 ). 同样 ,单位 体积 的 烩 表示 成 


一 7 一 1 
单位 质量 的 录 表 示 成 (其 中 Y=1Vpo 是 单位 质量 所 占有 的 体积 ) 
S — So = cvlnPV’) —¢ In| = C in| 过 
一 Do 三 Cvin 一 CV O7 V oi : 
同样 ,单位 体积 的 箭 为 
p(S — So) = pevln PV’) = nln 所] = nln 二 . 
最 后 ,平均 到 每 个 粒子 上 的 炳 定义 成 
, 3 1P 
$ 一 So = 一 p(S 一 8。 ) = >In(PV’) = 21n| 二 
= 人 j=m( 富 ) 
(2) 炳 变 方程 
由 每 个 粒子 的 焙 表 过 却 ， 可 得 ， 
gs_di TY _31drI lo 
df df \n|) 2Tdt n dt 
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3 1 d7 1 
oTdtnrVv u),， 
所 以 单位 体积 内 精 变 速率 所 对 应 应 的 内 能 变化 速率 为 
ds 3 d7 
nT do dr 二 nT Yu 


这 个 式 子 就 是 温度 方程 (5. 24) 左边 的 头 两 项 ,这 样 就 可 以 反 


《5. 24) 式 改写 成 每 个 粒子 粹 的 演化 方程 


ne7 7 一 一 7 qe 二 QQ™™. . (5.25) 


利用 一 超人 的 等 式 (5 23) , 令 4==s 就 有 
FF 9 (07s) 十 V， Cs 一 二 7 一 
这 样 就 可 以 把 (5.25) 式 改写 : 


Onuasa 


3 + Tv: (nasalla) 


ds 
dz ” 


= 一 (H.W uy: gO Qe (5. 26) 
从 (5. 25) 和 (5. 26) 式 可 以 看 出 ,不 但 黏 性 、 热 导 引起 的 热量 变化 可 
以 使 体系 的 粹 发 生 改变 ,而 且 欧 姆 加 热 . 弹 性 碰撞 和 非 弹 性 碰撞 所 
引起 的 能 量 损失 也 能 使 带电 粒子 系 的 焙 变 化 . 这 样 ,在 这 两 个 炳 变 
方程 右边 的 诸 项 可 以 统一 写成 一 个 总 热量 (单位 体积 中 系统 总 热 


量 ) 的 变化 项 
dQ， 
p= —(.. 内 Vg t+ +A. (5.27) 
在 下 面 5. 3. 2 小 节 可 以 证 明 ， 这 样 表示 出 的 方程 式 (5.2 25) | 
ds: dQ 
nl 亚 Pq dz 


正 是 由 热力 学 第 一 定律 和 第 二 和 很 所 守则 的 炳 变 方程 
4， 从 炳 方程 导出 绝热 方程 
从 一 个 粒子 的 粹 表达 式 


InCPVY) 


$C— %0 一 
pA 


(5.17D 式 ) 
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dg 1 1 dpy 1 1 py 
dy1PPdS -到 RE ) 
pd 7 | 
-元 二 条 和 er 
”这 样 粹 方程 就 变 成 了 
nl = sa 
由 此 ,可 得 / : 
—7 dQ, 
$F (PaV’) -0 — De Ee- |] (5. 28 ) 


0) sd- 时 ， 也 即 对 于 绝热 体系 ,能 量 方程 变 成 
一 时 、 空 常数 . 
忆 训 是 有 各 的 多 热 方 和 这 和 磁 流 体力 学 中 常用 的 绝热 方程 在 形 


式 上 完全 相同 ， 但 在 汉 注 体 方程 中 ， 绝热 方程 是 对 每 一 种 带电 粒子 


流 写 出 的 . 
(ii) 对 于 非 绝热 (新 散 ) 的 电子 流体 ， 在 o.(dQ./dt) 中 的 Q! 是 
由 于 电子 - 高 子弹 性 碰 擅 而 引起 的 能 量变 化 ， 它 可 以 表示 成 ( 见 


FP, Vi)=0, PV | (5. 29) 


Q-: 一 Ea 一 QA 
ol 
因此 ， 鬼才 的 电子 流体 的 能 量 广 各 可 进一步 写成 
PVD =0— DA 和 Q (着 .由 
— Vg.+ ae (5. 30) 


在 一 般 文 献 中 往往 略 去 了 黏 性 热 导 、 洋 性 碰 擅 传 给 离子 流体 以 及 
因而 得 出 


全 (P。 VO) = (7 一 - 1)o。| 7 (5. 31) 


She 
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5.3.2 从 热力 学 定律 导出 能 量 方程 


1. 热力 学 第 一 定律 
间 位 的 多 和 于 人 和 ,其 的 灾 化 和 入 的 类 加 上 
外 力 对 体系 所 做 的 功 | 
de = dQ 十 dW. 
对 于 气体 ,有 
.dW = 一 PdV， 


和 有 人 


类 但 地 出 单 位 质量 流体 的 烙 定义 h 二 e 十 PV ,可 得 
dh = de PdV + VdP = dQ + VdP. 


结果 可 得 单位 质量 的 方程 、 
dh _ ydP _ dQ 
dt .dt dz 
和音 人 体积 流体 的 炎 方 二 
dh _ ydP _ ,dQ 
Pd PO df Pd 
2 他方 和 的 推导 
”利用 连续 性 方程 ,有 
dy _dl_ 1ldo 1 
df dp pd pv’ 


这 利用 (5.32) 式 就 可 生出 单 位 体积 内 能 变化 方 和 


d 
Et PV “一 《了 5 


再 利用 - 
d, de dp 
人 dt 0) fd teq -Pv “tp dz — pev-. a 


dQ 


= (pe + P) Vu +p 


(5. 32) 


(5.33) 


(5. 34) 


(5. 35) 
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于 是 式 (5. 0 
Spe) 二 wu: Vipe) 十 (pe 十 P)V， u 一 ee 
由 于 9 
V*[Ce + Pau]= (os 十 P)Vva 十 z， Vipe) +i. VP, 
上 式 又 可 以 进一步 写成 
dQ 


S (pe) +V* [Cs 十 P) 四 一 4 VP=?- 


现在 来 把 上 式 中 的 &。VP 利用 运动 方程 进一步 展开 . 用 w 同时 反 
乘 式 (5.7) 两 边 ,得 ( 略 去 表示 粒子 种 类 的 下 标 ) 


(5. 36) 


du (er , 
Ou gt A at tu Vu 9 
> mm .时 一 方 0 生 二 pu* (u* Vu, (5. 37a) 
一 > mm Eu VP—u: (V .无 ) 
十 992“。 巨 十 &， 开 . (5. 37b) 
(5. 37a) 式 右边 第 一 项 可 化 为 
: 1 8 afl1 1 1,:9p 
2 3 =- 引 半 oo 一 2 a 
= oe) + Dev Cen, C5.38) 


。 (VE 一 VCouz ， “Wu [LV， Coun) J， 
上 址 右边 最 后 一 项 又 可 进一步 化 成 : z 
—u°*[V° Cpun))]=— wu LV: put pu Va 
=— ui(V°* pou) 一 OU (4u* Wu, 
把 它 代入 前 一 式 可 得 | 
1 


“(uu* Wu=V. [pe 
将 (5. 38) 和 (5. 39) 式 都 代 回 (5. 37a) 式 ,并 与 (5. 霹 jb) 式 联 立 ,得 


_ WV (pu). 《5. 39) 
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wu.VP 一 一 羡 | 二 一 V :| 吉 一 wCV 刷 
lo 2 人 
十 gz2U。 玫 十 &， 玉 . 


最 后 将 上 式 代 回 (5. 36) 式 ,得 


O 


BH \ Ee 十 pt : 十 V。 | Ousu 十 Pi 十 To |u. 十 元 。 | 


= (五 . + pe. (5.40) . 


上 式 是 由 热力 学 第 一 定律 导出 的 最 一 般 性 的 总 能 量 密度 演化 方 
程 . 

“对 比热容 不 变 ( 量 热 完 全 ) 的 理想 气体 ,可 将 上 式 中 的 下 述 量 
进一步 写成 


— PLR,_ nl _3 _ 
Pe pcv7 = 7 二 了 7 二 了 一 27L ， 4 3 


p=mn, P= PRT = nT. 
这 时 (5 40) 式 就 变 成 
| 1 nn? 十 nT 


2 FV [mail 十 EnTo 十 部 中 .| 


一 (H.W ut gna Eu R. + pe oe:. (5. 41) 


把 上 式 和 从 动 理学 二 阶 矩 方程 推导 出 的 能 量 方程 (5. 19) 相 比 可 
知 ,只 要 下 列 等 式 成 立 ， 则 从 两 种 途径 所 得 出 的 能 量 方程 是 完全 等 
价 的 ， 


Evyg— HWutQ t+. (5.42) 


这 个 等 式 恰恰 就 是 前 面 给 出 过 的 (5. 42) 式 , 它 表 示 热 力学 第 一 定 
律 表达 式 中 传 入 (出 ) 体 系 的 热量 ,分 别 由 耗 散 ( 黏 性 ,热传导 , 电 
阻 ) 过 程 和 非 弹性 碰撞 过 程 造 成 . 这 些 热量 也 是 引起 体系 粹 变化 的 
根源 ,其 中 黏 性 和 电阻 总 是 使 科 增加 ， 而 热 伟 号 则 在 低温 区 使 策 光 
大 ,在 高 温 区 使 炉 减 少 ， 

具体 对 离子 流体 和 电子 流体 而 言 ,有 


234 第 五 章 等 离子 体 的 电 矿 ( 双 ) 流 体力 学 描述 
d = 
| |] =— Yqg— (Vu 
十 nv (了 。 一 了 1;) 十 Qe (5. 43) 
d : 
[号 | 一 一 V de 一 (VD 了 一 力克 
— nyTT, 一 全) 十 Q™. (5. 44) 
3. 迷 变 方程 的 推导 


由 单位 体积 的 烩 变 方 程 (5. 34), 代 入 了 一 1/o,P=x7 ,可 得 


dh dnT dQ 
O dz dr 一 PP dr (5. 45) 


利用 关于 d (nT)/dt 的 方程 (5. 22), 和 关于 pdQ/dz 的 方程 
《5. 27), 可 从 上 式 得 到 单位 体积 的 烩 演化 方程 


一 人 [DaToV ,二 ( 亏 ， Diu ta to +o] 


(5..46) 

上 式 右面 的 5/3 就 是 单 原子 分 子 的 绝热 指数 ， 对 一 般 的 气体 ,可 以 

用 7Y=cs/cv 来 代替 . 由 于 单位 体积 的 烩 ph 二 nh/Na, 故 上 面 的 单 

位 体积 烩 变 方程 还 可 以 写成 适用 于 非 理想 、 多 原子 分 子 ( 离 子 ) 气 
体 的 形式 : ”| 

df he 

“dt Na 


= YLP.V: us + (B.D: wt ge + Q: + Qe™]. 


(5. 47) 


5. 4 双流 体 描述 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 


一 般 的 介质 中 的 麦克 斯 书 方程 组 只 (考虑 了 (固体 或 中 性 流体 
中 > 束缚 带电 粒子 的 电极 化 强度 P 和 磁化 强度 M, 而 和 双流 体 方 
程 耦合 的 麦克 斯 韦 方程 组 还 必须 计 入 等 离子 体 中 的 非 束缚 带电 粒 
子 在 电 、 磁 场 中 感 生 的 空间 电荷 密度 p, 和 电流 密度 J]， 

V "及 一 4rp 十 4npwpn, V*B=0, 
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38 3D 
VxXx = 一 一 宁 ， VXH=E Br + ET 十 Jo， 


N 
As 一 一 es >)Zien, J =— en + S\ Zien 
i i 


D=E+-4rP, H=B— 47M, 
E= Eu En, B= Ba + Bapn. 

其 中 povitsJwon 是 外 加 的 空间 电荷 密度 和 外 加 的 电流 密度 ,它们 ( 通 
过 上 面 的 方程 ) 给 出 了 外 加 的 电场 和 磁场 Epo, Bow. 外 加 电磁 场 
也 可 以 (通过 初 . 边 条 件 ) 直 接 给 出 ,这 时 在 麦克 斯 韦 方程 组 中 就 不 
需要 这 两 个 密度 项 了 . z 

下 面 来 进一步 讨论 等 离子 体 中 的 电极 化 强度 P 和 磁化 强度 
M. 对 电子 而 言 , 不 存在 极 化 问题 ;对 被 完全 剥离 了 外 层 电 子 的 离 
子 , 也 不 存在 极 化 问题 . 因此 对 这 种 等 离子 体 其 在 电场 中 的 极 化 强 
度 P=0. 对 于 未 完全 剥离 的 离子 ,其 外 层 的 剩余 电子 云 在 电场 中 
仍 会 被 极 化 . 按照 电动 力学 ,束缚 带电 粒子 系 在 外 电场 中 的 变化 ， 
相当 于 一 个 分 布 的 电荷 系统 . 这 个 电荷 系统 产生 了 一 个 叠加 在 外 
场 上 的 感应 电场 . 当 这 个 感应 电场 通过 分 布 电荷 系统 所 等 价 的 一 
系列 多 极 子 产生 的 电场 来 表示 时 ,其 最 低 阶 的 展示 项 就 是 电 偶 极 
矩 的 产生 的 电场 ,也 即 一 般 教 科 书 上 所 说 的 极 化 强度 . 因此 一 般 来 
说 ,感应 电场 中 还 应 该 有 由 来 自 电 四 极 矩 , 电 八 极 矩 ,…… 所 贡献 
的 部 分 .但 当 外 场 比较 弱 时 ,只 取 电 偶 矩 所 产生 的 极 化 强度 仍 是 合 
适 的 近似 . 当然 ,原则 上 感 生 的 电荷 系统 所 产生 的 电场 也 可 以 用 球 
谐 函 数 或 其 他 的 特殊 函数 来 展开 , 只 要 这 些 展开 的 最 低 阶 更 接近 
实际 情况 . 另外 也 可 以 按 库仑 定律 通过 积分 来 得 到 分 布 电荷 系统 
的 电场 . : | 

不 过 我 们 主要 关心 的 是 感 生 电场 对 于 等 离子 体 的 影响 ,而 不 
是 感 生 电场 精确 的 定量 描述 . 所 以 ,在 下 面 需 要 的 时 候 , 我 们 仍 取 
多 极 展开 的 最 低 项 一 一 电极 化 强度 P 来 表示 感 生 电 场 .一般 P 是 
外 电场 E 的 函数 
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P = P(E). 
当 电 场 很 弱 时 ， 极 化 强度 对 电场 的 依赖 是 线性 的 . 但 当 电场 较 强 
”后 ,这 种 依赖 性 变 成 非 线 性 的 了 . 如 果 电 场 强度 不 超过 氢 原 子 玻 尔 
半径 处 的 库仑 场 强 (E,==5.2X10，V/cm) ,一 般 可 以 将 这 种 非 线性 
关系 表示 成 客 级 数 展 开 的 形式 
P(E) 一 XVE -XH .EE XH: EEE..., (5.48) 


其 中 XG ,XYG2)， Xe ,分 别 是 线性 ,一 阶 和 二 阶 的 极 化 率 (electric 
susceptibility). 在 线性 近似 下 ,只 取 展 开 的 第 一 项 ,这 就 是 通常 文 
献 和 教科 书 上 所 用 的 极 化 强度 表达 式 . 但 在 强 电场 下 ,为 了 解释 一 
些 非 线性 效应 (例如 非 线 性 光学 中 的 高 阶 谐 波 , 差 频 与 和 频 波 等 )， 
就 必须 考虑 上 式 中 的 高 阶 极 化 项 . 如 果 电场 强度 超过 了 氧 原子 玻 
尔 半径 处 的 库仑 场 强 ( 如 在 强度 [>3.6X1018 W/cm? 激光 场 中 )， 
上 述 的 短 级 数 展开 将 不 收敛 ,此 表达 式 也 不 再 正确 . 但 是 ,这 时 极 
化 强度 和 电场 的 函数 关系 究竟 如 何 ,目前 仍 不 清楚 . 

等 离子 体 在 磁场 中 的 磁化 是 由 于 非 束缚 的 带电 粒子 的 回旋 
( 拉 莫 尔 ) 运 动 引 起 的 . 作 回旋 运动 的 带电 粒子 等 同 于 一 个 个 小 电 
流 圈 ,而 无 论 带 正 电 还 是 负电 的 粒子 ,其 相应 电流 圈 的 磁场 都 是 与 
使 它们 作 回 旋 运 动 的 磁场 方向 相反 的 ,因而 造成 了 所 谓 的 逆 磁 效 
应 . 在 这 一 点 上 等 离子 体 和 中 性 固体 或 流体 中 的 逆 磁 物质 很 相像 . 
在 定量 计算 等 离子 体 的 磁化 强度 时 ,只 需 考 虑 电子 成 分 . 因为 离子 
转 得 太 慢 ,其 电流 太 弱 ,所 以 它们 产生 的 逆向 磁场 与 电子 相 比 可 以 
忽略 . 次 电子 密度 为 n ,温度 为 了 , 则 在 外 磁场 B 中 ， 单位 体积 中 磁 


M =— AB, 
利用 定义 B= 二 =H 十 4xM 一 (1 十 4xXm) 有 HH 二 jxH ,可 得 等 离子 体 的 磁 导 


率 


1 


ae 
i ee 2 
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可 见 <1, 即 呈 逆 磁性 . 一 般 等 离子 体 的 pv1, 非 常 接近 真空 磁 
导 率 . 如 对 高 温 的 磁 约 束 聚 变 等 离子 体 , 取 n==10* cm ,了 T= 


‘1keV=1.6X10-?erg,B==104Gs2, 则 有 (nT)/B31. 6X10™， 


相应 的 w<sz1 一 1.6X10-3<z0.998. 对 低温 磁化 等 离子 体 ,虽然 磁 
场 较 弱 .但 密度 和 温度 也 低 , 仍 会 有 y 过 1. 所 以 在 绝 大 多 数 情 况 
下 ,我 们 都 可 以 把 等 离子 体 当 成 无 磁化 的 介质 , 即 在 麦克 斯 韦 方程 
中 取 互 =B. 这 样 ,在 双流 体 描述 中 经 常用 的 麦克 斯 韦 方程 组 就 是 


人 V °D 一 :47pa 十 47Oappl， V .B=0, (5, 49) 
1098B _1l19D, 4r, ,4 
VXE=—- A’ VXB= 寺 合十 和 7 十 Jonl， 加 
(5. 50) 


N N 
ps 一 一 ene 十 >) Ziens, 一 一 ez 十 2 Zienim, (5. 51) 


D=E+4rPp, P= P(E). (5. 52) 
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激 波 是 流体 力学 中 的 一 种 典型 的 非 线 性 现象 . 当 流体 的 流动 
速度 可 以 和 流体 中 小 扰动 传播 的 速度 相 比 时 ,流体 的 可 压缩 性 会 
对 流体 的 状态 量 起 重要 的 影响 (如 流体 元 的 被 压缩 会 使 其 密度 增 
大 、 温 度 升 高 ). 而 当 流速 大 于 同方 向 扰动 传播 速度 后 ,流体 的 可 讨 
缩 性 与 耗 散 性 一 起 会 使 流体 的 形态 发 生 突 变 一 出 现 了 在 时 、 空 
上 高 度 非 线性 的 激 波 . 这 时 在 高 速 推进 的 初始 (上 游 ) 流 体 和 被 它 
推 压 的 下 游 流体 间 会 出 现 一 层 以 上 游 流 速 向 前 推进 的 、 陡 立 的 波 
前 . 在 波 前 中 ,流体 的 状态 量 会 从 上 游 的 取 值 开始 ,经 过 急剧 的 空 
间 变 化 过 滤 到 下 游 的 取 值 . 在 激 波 中 , 波 前 运动 的 特征 时 间 尺度 和 
波 前 中 状态 量变 化 的 特征 空间 尺度 都 比 激 波 上 下游 状态 量 的 时 
空 变化 特征 尺度 短 得 多 . 所 以 ,在 激 波 的 研究 中 往往 把 对 波 前 的 措 
述 和 对 上 、 下 游 的 描述 分 开 进 行 
”对 于 中 性 流体 ,其 中 典型 的 小 扰动 是 声波 . 所 以 当 流体 的 整体 
速度 超过 声波 传播 的 速度 时 ,就 会 出 现 激 波 . 对 中 性 流体 激 波 已 经 
有 了 一 百 多 年 的 研究 历史 (例如 参考 文献 [1]). 激 波 的 研究 可 以 从 
(可 压缩 气体 的 ) 热 力学 角度 进行 ,也 可 以 从 动力 学 (流体 力学 ) 角 
度 进行 . 在 流体 力学 的 研究 中 又 分 成 不 同 层次 . 第 一 个 层次 是 把 波 
前 层 当成 无 限 罕 的 突 跃 面 ,假定 上 游 和 下 游 的 流体 状态 量 都 分 别 
是 常量 ,但 在 跨越 突 跃 层 时 从 上 游 值 突然 跳 到 了 下 游 值 . 由 于 流体 
力学 方程 对 质量 守恒 、 动 量 守恒 及 能 量 守恒 的 要 求 , 上 .下游 状 态 
量 间 应 该 满足 一 定 的 关系 一 一 这 称 为 兰 金 -于 戈 尼 奥 (Rankine- 
Hugoniot) 方 程 . 在 许多 情况 下 ,我们 只 对 激 波 的 压缩 效果 (也 即 下 
游 的 状态 量 的 取 值 ) 感 兴趣 ,希望 知道 什么 样 的 上 游 (驱动 ) 状 态 会 


| 
| 
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产生 怎么 样 的 下 游 状 态 . 这 时 ,这 一 层次 的 描述 就 可 以 满足 需要 
了 .第 二 层次 的 描述 ,是 研究 激 波 波 前 的 静态 结构 ,也 即 给 出 流体 
力学 各 状态 量 在 这 一 罕 层 中 随 空 间 变 化 的 剖面 . 由 于 流体 整体 的 
流速 是 上 游 大 .下 游 小 ,上 下 游 的 动能 差 一 定 得 通过 某 些 耗 散 机 人 制 
而 转换 成 内 能 (热能 ,或 激发 .电离 能 ). 所 以 ,这 个 层次 的 研究 将 需 
要 利用 静态 但 包含 各 种 耗 散 机 制 的 流体 力学 方程 组 . 第 三 个 层次 
是 利用 完整 ( 含 时 、 空 变化 ?的 流体 方程 组 ,研究 激 波 的 形成 及 其 在 
空间 的 传播 过 程 ,以 及 多 个 激 波 在 传播 中 的 相互 作用 (碰撞 ,散射 ， 


. 穿插 ). : 


当 等 离子 体 的 定向 流速 超过 离子 声速 ( 非 磁 化 情形 ) 或 阿尔 文 
速度 (磁化 情形 ) 时 ,也 会 出 现 激 波 . 从 20 世纪 50 年 代 开始 ,对 实 
验 室 和 空间 等 离子 体 中 的 激 波 物理 曾 进 行 了 广泛 和 深入 的 研究 . 
但 除了 在 一 开始 曾经 有 过 通过 动 理学 方法 和 双流 体 方法 来 描述 等 
离子 体 激 波 的 研究 报导 外 (例如 ,参考 文献 [2],[4]) ,至 60 年 代 中 


”期 以 后 ,基本 上 都 是 用 单 ( 磁 ) 流 体 方程 来 描述 等 离子 体 的 激 波 过 
” 程 ( 例 如 参考 文献 [5]). 磁 流体 力学 激 波 在 空间 等 离子 体 物理 学 


中 ,特别 是 地 球 附近 的 和 前 波 (bow,shock) 的 研究 中 起 了 非常 重要 


”的 作用 ;此 外 ,在 激光 聚变 的 内 爆 激 波及 近年 来 新 型 Z 夭 缩 等 离 


子 体 的 内 爆 激 波 中 ; 它 也 被 广 为 研 究 . 这 种 描述 虽然 可 以 给 出 磁化 
等 离子 体 激 波 中 自治 的 电流 及 相应 的 感应 电磁场 ;但 原则 上 无 法 
给 出 等 离子 体 激 波 中 因 电 荷 分 离 而 引起 的 静电 场 和 带电 努 . 

而 在 一 些 实际 情况 中 ,往往 有 必要 研究 具有 电场 的 等 离子 体 
激 波 . 例如 在 空间 和 天 体 中 存在 着 许多 由 微米 或 亚 微米 量 级 的 荷 
电 尘 埃 颗粒 和 电子 、 离 子 混合 组 成 的 所 谓 尘 埃 子 等 离子 体 ; 其 中 尘 
埃 上 带 的 电量 可 以 是 电子 电荷 的 上 万 倍 ,它们 在 等 离子 体 中 产生 
的 静电 势 哪 怕 在 整个 等 离子 体 呈 电 中 性 时 也 是 不 能 忽略 的 . 例如 ， 
这 种 电势 可 以 在 准 中 性 的 尘埃 等 离子 体 中 产生 所 谓 的 库仑 品格 ， 
可 以 影响 尘埃 等 离子 体 激 波 的 速度 和 激 波导 致 的 粒子 加 热 ( 如 人 参 
见 文献 [6]). 又 如 ,在 对 声 致 发 光 内 爆 等 离子 体 激 波 的 数值 研究 中 
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发 现 ”…, 在 激 波 面 ( 波 前 ) 中 存在 着 很 强 的 静电 场 (典型 值 可 达 
10 V/m 的 量 级 ). 它 是 由 于 波 前 中 高 密度 (n. 宇 10? cm-3) 等 离子 
体 在 上 、 下 游 边界 处 的 极端 密度 梯度 而 使 电子 流速 与 离子 流速 产 
生 差 别 , 造 成 电荷 分 离 而 引起 的 “ 双 极 型 "静电 场 . 这 个 电场 在 密度 
及 其 梯度 都 很 大 的 等 离子 体 层 中 可 以 非常 强 , 从 而 产生 一 些 重要 
的 可 观测 效应 . 例如 

GD) 由 于 激 波 面 现 在 是 带电 的 , 它 可 能 存在 着 静电 型 的 流体 
不 稳定 模式 . 而 以 往 的 单 ( 磁 ) 流 体 描述 中 ,只 能 给 出 电 中 性 的 流体 
不 稳定 模式 (如 瑞 利 -泰勒 和 Richtmyer-Meshkov 不 稳定 性 ). 这 
种 新 的 静电 型 不 稳定 模式 和 以 往 老 的 中 性 不 稳定 模式 的 仔细 比 
较 , 具 有 重要 的 理论 意义 和 应 用 价值 . 

(ii) 静电 场 虽然 只 存在 于 很 窗 的 激 波 波 前 之 中 ,但 它 会 造成 
激 波 上 、 下 游 间 的 电势 差 . 这 个 电势 差 对 穿越 激 波 面 的 电子 (无 论 
从 上 游 还 是 从 下 游 出 发 ) 都 会 起 到 阻挡 作用 ,而 对 穿越 的 离子 起 加 
速 作用 . 在 定量 上 这 会 使 得 连接 激 波 上 、 下 游 粒子 能 流 总 密度 的 兰 
金 -于 戈 尼 奥 条 件 中 ， 增加 一 个 包括 了 电势 差 的 附加 项 . 
“ (ii) 如 果 在 激 波 面 中 还 温 有 中 性 粒子 ,或 等 离子 体 中 的 离子 
是 未 被 完全 剥离 的 , 则 激 波 面 中 的 强 电场 将 会 在 激 波 面 中 引起 一 
个 强 的 、 非 线性 的 极 化 电场 . 这 种 在 时 间 和 空间 上 都 非常 局 域 化 的 
强 极 化 场 会 产生 什么 样 的 可 观察 效应 ， “前 还 不 能 准确 预料 ， 但 肯 
定 是 非常 吸引 人 的 . 


由 于 关于 磁 流 体 激 波 的 研究 工作 和 专业 参考 书 比较 多 ,因此 - 


在 本 章 中 ,我 们 只 介绍 对 于 非 中 性 ( 即 携带 电场 ) 等 离子 体 激 波 的 
电磁 流体 描述 . 只 是 为 了 比较 ,在 第 一 节 中 给 出 描述 电 中 性 、 理 想 
磁 流 体 激 波 的 磁 流 体 方程 组 ,以 及 磁 流体 激 波 的 兰 金 - 于 牙 尼 奥 方 
程 (或 连接 条 件 ). 从 第 二 节 开 始 将 给 出 非 电 中 性 的 等 离子 体 激 波 
的 描述 方法 . 在 第 二 节 中 给 出 了 描述 非 电 中 性 等 离子 体 激 波 的 双 
流体 与 泊 松 耦合 方程 组 ,在 第 三 节 中 将 给 出 包括 了 静电 势 在 内 的 
兰 金 -于 戈 尼 奥 连接 条 件 (方程 ). 最 后 ,在 第 四 节 中 将 对 这 些 连 接 
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条 件 作 进一步 的 讨论 . 


6. 1 理想 磁 流体 力学 激 波 的 描述 简介 


在 绝 大 多 数 讨论 空间 和 天 体 等 离子 体 激 波 的 应 用 中 ,电阻 、 黏 


| ，“ 竹 \ 热 导 等 耗 散 效应 是 可 以 忽略 的 . 因此 这 种 激流 可 以 用 理想 (无 


耗 散 ) 的 磁 流 体力 学 方程 组 进行 描述 . 按 1. 3. 1 小 节 , 它 们 可 以 写 
碟 守 全 律 的 形式 


2 ry. (pu) 一 0， 


| .9 有 -22 主 四 
| 和 pw + Vv [pun + | 7 A 十 | 0， 


9 


及 [ 二 ew 十 从 十 tv (det Bx xB 


7 
Ty—1 

Vx & x B)=0, 

yy*B=0. 
当 激 波 完全 形成 并 稳定 传播 时 , 激 波 的 波 前 可 以 被 认为 作 匀 速 直 
线 运动 . 于 是 在 一 个 随 波 前 运动 的 坐标 系 中 , 波 前 及 其 相 邻 的 上 、 
下 游 边 界 附近 的 流体 都 处 在 静态 ( 即 3/3:=0). 描述 这 一 区 域 激 
波状 态 的 方程 组 可 在 上 述 方 程 组 中 令 时 间 变 化 项 为 零 而 得 到 


Pu| = 0, 


V 。 (pu) 一 0， (6. 1) 
(pu Wut+ VP+iV: [lB — BB)=o, (6. 2) 
vor + yiP+ 人 人 ju 一 去 (: 加 一 (6. 3) 
Vx (ux B)=0, i | 忆 | : (6. 4) 
sy:B=0. ff (6. 5) 


取 激 波 传播 方向 为 n, 上 式 中 的 为 (30/30)n ,然后 对 上 面 的 各 广 
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程 作 积分 


其 中 积分 的 上 限 “2”、 下 限 “1” 分 别 表示 波 前 与 下 游 、 上 游 流 体 的 连 
接 处 ,在 这 两 个 地 方 ,流体 元 状态 量 分 别 取 下游 和 上 游 的 值 . 由 于 
上 面 的 各 方程 式 都 表示 成 空间 的 完全 微 商 等 于 零 的 形式 , 故 积分 
的 结果 只 和 上 下游 处 流体 状态 的 差 值 有 关 

[pt » n)]=0, . (6. 6) 


了 
nm 一 志 (B ， WB | 一 0， (6.7) 


| ec 。n)UW 十 P+aB’ 


1 7 ».B|. 、 工 2 
| > Pu ty ?+ (u “ni.B e u)(B . 由 | =0, (6. 8) 


[(CB。P)zi m+. n)B, |]=0, (6. 9) 

[B .nj:=0. (6. 10) 
其 中 [Z] 寺 2Z, 一 Zi 表示 括号 内 的 量 在 激 波 突 路 面 ( 波 前 ) 前 后 的 
跃 变 值 ,也 是 激 波 相关 的 物理 量 在 上 、 下 游 取 值 之 差 . 其 中 下 标 上 
表示 与 n 垂直 的 两 个 方向 , 即 与 激 波 传播 方向 相 切 的 两 个 方向 . 上 
面 的 表达 式 , 就 是 所 谓 的 兰 金 - 于 戈 尼 奥 方程 (关系 式 ). 利用 上 面 
的 方程 组 ,从 关于 能 量 的 突 跃 方程 中 消去 两 个 速度 变量 四 ,ze 后 
(请 参考 文献 L[5]) ,可 得 于 戈 尼 奥 (Hugoniot) 关 系 

slt i + ral] + tsi] =。 
这 个 式 子 给 出 了 激 波 上 、 下 游 压 强 和 密度 间 的 关系 , 它 代 蔡 了 绝热 
压缩 方程 . 这 是 因为 在 前 面 我 们 用 的 是 比 绝热 方程 更 准确 的 能 量 
方程 ,因此 由 此 导出 的 于 戈 尼 奥 关系 也 比 绝热 方程 给 出 的 上 、 下 游 
P 和 pp 之 间 的 关系 更 准确 ， : 

当 令 兰 金 -于 戈 尼 奥 方程 和 于 戈 尼 奥 关系 中 的 B=0 后 ,它们 

- 就 变 成 了 普通 中 性 流体 中 相应 的 表达 式 
~ [plu n)J = 0， 
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[pt * nu 十 PnJ = 0, 


we- 


Ke: s+ 2 PI + Po 二 | = 0. 
利用 兰 金 -于 戈 尼 奥 方程 ,可 以 分 别 得 出 下 游 的 密度 .速度 和 温度 
与 上 游 相 应 量 以 及 上 游 马 赫 数 (CMa)i 二 wi/C,,C, 是 上 游 声速 ) 的 
依赖 关系 . 


6.2 描述 非 电 中 性 等 离子 体 激 波 的 基本 方程 组 


6. 2.1 出 发 方程 组 ， 


对 于 非 电 中 性 的 等 离子 体 激 波 ,需要 用 双流 体 方程 组 ,这 已 经 
在 第 五 章 中 给 出 . 但 这 些 方程 组 中 的 输 运 定律 及 其 中 所 涉及 的 输 
运 系数 是 在 本 书 第 十 六 章 16. 1. 2 小 节 中 给 出 的 . 当然 也 可 以 参考 
外 文 原著 , 见 文 献 [5]， 
1. 连续 性 方程 : 


On _m o_o; / 
BV nm) 一 ye «= ei, (6. 11) 


其 中 nn。 和 uw。 分 别 是 电子 与 离子 的 数 密度 和 流速 ;而 5na/6t 是 相应 
的 粒子 密度 ( 因 非 弹性 碰撞 而 产生 ) 的 生成 速率 ,在 本 文中 假定 离 
子 是 被 完全 电离 的 ,因此 在 下 面 此 项 恒 取 为 零 . 

2. 运动 方程 

5 2 

mane Bp + Manada * VUs 一 一 VP.—Y*1 


+ gn E+ Tu, Xx B+ R., (6.12) 


”其 中 g,,P, 疗 ,R, 分 别 是 带电 粒子 的 电荷 .压强 、 黏 性 张 量 和 摩擦 
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力 ;而 E,B 则 是 等 离子 体 中 的 电场 和 磁场 . 在 本 文中 不 讨论 外 加 


电 、 磁 场 , 故 上 式 中 的 电 、 磁 场 就 是 等 离子 体 中 的 自治 电 、 磁 场 . 由 

于 在 激流 中 流体 运动 速度 远 小 于 光速 (uc), 所 以 相对 于 静电 

” 力 , 洛 伦 兹 力 可 以 忽略 .这样 平面 激 波 面 结构 的 讨论 可 以 约 化 成 一 

” 维 问 题 . 在 下 面 的 讨论 中 , 取 波 前 推进 的 方向 为 e-, 故 黏 性 张 量 只 
有 一 个 分 量 , 并 且 可 以 用 一 维 纵向 黏 性 系数 jw 表示 成 


a , dz。 » 4 > 
-11,, = A 4? A = (6. 13) 
而 7 则 是 Braginskii 定义 的 黏 性 系数 ， 
nm = 0.733neTerte, % 一 0.96niTir, (6. 14) 


其 中 rs 分别 是 电子 和 离子 的 平均 碰撞 时 间 , 它 们 可 以 用 平均 碰撞 
自由 程 /。 和 热 速度 we 表示 成 


( 一 和 2， ve 一 2 (6.15) 
运动 方程 中 的 摩擦 力 项 也 按 Braginskii 的 定义 , 取 成 
R. =— R,=— mo (ue — i). (6. 16) 
最 后 ,在 本 文中 将 采取 理想 气体 的 物 态 方程 , 令 
P= nT (6. 17) 
其 中 7。 是 带电 粒子 的 温度 
3. 温度 方程 
六 mu SS 十 no, V1, 十 ?eV。t。 
十 i. Vu V* ge = Qo. (6. 18) 
”上 式 中 的 Q. 是 电子 -离子 间 由 于 弹性 磁 挤 而 交换 的 热量 ， 
: Q = Q(T. 7), 
Q. =— RR. (ue — Wu) 一 Qu (6. 19) 


温度 方程 中 的 热流 项 g., 在 经 典 情况 下 是 由 弹性 碰撞 引起 的 . 在 温 
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度 梯 度 不 是 很 大 时 ,热流 满足 傅 里 时 定律 ,并 取 Spitzer-Harm 表 


达 式 : 
ID 一 -一 HK or， Ke 一 yo en, 
k, = 3.9 2 (6. 20) 
1; - 


“但 激 波 面 的 厚度 a 很 薄 , 在 其 中 的 某 些 区 域 会 出 现 温度 梯度 的 特 


征 长 度 (Lr==[(1/n) (dn/dzx)] 1~4) 与 离子 的 磁 擅 平均 目 由 程 4 
相 比 不 够 大 的 情况 . 这 时 , 传 里 叶 定 律 不 再 适用 . 按 文献 [9j], 当 
Lr dad 2 _， 1 
| 二 2.4X10 “,， gr J 
时 ,应 该 用 带 限制 因子 f 的 自由 热流 gq 代替 Spitzer-Harm 表达 


式 了 


gq =— fg:, f= 0.01 ~ 0.08. (6. 21) 
上 式 中 所 给 出 的 f 值 ,是 在 激光 聚 爆 等 离子 体 研究 中 ,通过 和 实 
验 的 比较 而 选择 的 经 验 值 . 实际 上 在 激 波 波 前 中 , 既 存 在 经 典 热 流 
适用 的 区 域 (如 在 波 前 与 上 游 或 下 游 交 界 处 ) ,也 存在 需要 用 非 经 
典 热 流 的 区 域 ( 如 在 波 前 区 的 中 部 ). 因此 在 研究 波 前 结构 时 ,对 不 
同 区 域 需要 仔细 考察 适用 的 热流 表达 式 ; 但 突 跃 面 两 边 流体 量 的 
兰 金 - 于 戈 尼 奥 方程 和 热流 的 具体 表达 式 无 关 , 因 此 就 不 必 顾 及 热 
流 应 该 怎样 选取 了 . 


6.2.2 静态 激 波 结构 方程 组 


取 一 个 随 着 激 波 波 前 一 起 运动 的 坐标 系 ( 设 波 前 以 上 游 速度 
ui, 沿 e 方向 均 速 前 进 ). 在 上 、 下 游 参量 发 生 显著 改变 的 时 间 尺 
度 内 , 波 前 可 以 近似 看 成 是 静态 的 . 因此 在 讨论 激 波 面 (也 即 激 波 
波 前 ) 结 构 时 ,可 以 令 上 面 双 流体 方程 组 中 的 3/3: = 0. 于 是 
(6. 11) 式 成 为 
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nim) 一 一 0. 
全 表示 在 不 存在 二 源 拓 ) 贡 时 粒子 流 是 守恒 的 . 令 
nus 二 = 二 常数 ， (6. 22) 


于 是 粒子 流速 就 不 是 独立 的 ， 它 可 以 从 粒子 密度 导出 
1 dz。 IT, dz7z。 


te 一刀 ， 本 一 用 dz (6. 23) 
其 他 流体 方程 是 | 
+ 二 nT) = 9 把 | due| 二 gm 区 二 及， (6.24) 
ManNnaUa 和 No dx A dz danla 9 . 
3 dus _ ldus)? ad 
2 Maa 二 “十 n < dz 4 dx 本 dz (ga) 十 Qu, (6. 25) 


其 中 的 热流 g 应 该 按照 所 在 地 温度 梯度 的 大 小 而 选取 . 这 些 方程 
和 泊 松 方程 一 起 构成 了 描写 等 离子 体 激 波 结构 的 基本 方程 组 . 


6.2.3 无 量 纲 化 的 激 波 结构 方程 组 


选择 激 波 上 游 的 状态 量 来 归 一 化 激 波 结构 方程 . 按 定义 ,等 高 
子 体 的 总 密度 和 密度 流 分 别 为 
Pp = mene 十 Min; sx (meZ 十 Mi Nn: A mini, 
pu = meneue 十 Miniui ST (ZLZmeue miui ni. 


其 中 用 到 了 准 中 性 近似 mvZm 于 是 等 离子 体 的 整体 速度 为 


Ui NZ Wi， 
Mm; Wi 
其 中 考虑 到 了 
va /下 > me 
.Ui Uit Me Mm; Ui m2; 


设 激 波 上 游 量 的 下 标 为 “<1”, 下游 量 的 下 标 为 “2”, 取 
UU m=n, 11= 7 = Toa. 


用 它们 和 激 波 面 厚度 d 一 起， 就 可 以 归 一 化 激 波 面 中 的 各 参量 
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_ WM _ za 和 
$= d 的 二 Ui Zi fe ni nii” 
了 a ed 
一 元， 应 一 交 26 
to 7 ” E Tt (6. ) 


为 归 一 化 流体 方程 中 的 输 运 系数 除了 上 游 状 态 量 ,还 要 用 到 上 游 
的 离子 -离子 弹性 碰撞 自由 程 (以 上 表示 ) 
Ts 
lli|eo = (ViTi) |e=0 = 一 /= AetZ4in, ? 
其 中 4 是 库仑 对 数 . 4, 离子 平均 碰撞 时 间 zt, 以 及 下 面 所 引 的 电子 
平均 碰撞 时 间 zt 都 按 Braginskii 定义 取 值 . 这 样 ,在 激 波 面 中 的 粒 
子平 均 自由 程 就 可 以 归 一 成 


£2 72 下 
/; 一 /一 ， il. = 一. (6. 27) 
Lad ~、 人/ 2 Pi - 


结 采 ， 在 激 波 面 中 的 各 输 运 量 可 以 表示 成 


A 一 全 2miT nlti®, 


2 
"2 V2meT ml Fess/2, (6. 28) 


He 9 /7 De 
sS 3.9 1 hs ds 
qi 二 2 Mo di dé’ 
YZ 1 Ls dt 
SH /04 1 1 ,5/2 Ce . . 29 
Qe 2e 1M 了 te dé 》 (6 ) 
FS nT:( os) ， (6. 30) 


一 人 2 V 站 pk 加 
1 


3Y26 [2mli pp 1), (6.32) 


mm; /1 te 


Qi QA = 
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2ao / nu? CO; 
e 一 人 2 mel 1 了 5 (ve Zi) 
3 人 /2 27 nT ， 0。0i 
本 一 06.33) 
然后 , 令 
1 miu? 
7 一 一 2 一 一 一 /2 
NU 常数 ， Mi 到 ， 上 一 mm ， 
其 中 
2 
Mi 一 YMa), (Mo = 各 ,C= 
sl i 


其 中 (CMa)1,Cw 分 别 是 上 游 的 马赫 数 和 声速 ,而 7 是 绝热 指数 (对 
理想 气体 ,7 二 5/3). 最 后 ,描写 激 波 面 结构 的 无 量 纲 方程 组 就 可 以 
写成 


dE _ [ 蕊 | 
dé Ap. (2 0i 本 pe) 9» (6. 34) 
PaVa 一 4a, Q 一 1,€， (6. 35) 
dui d l1 2 ~、/ 
M2? 一 (mA 一 《1 2 2 d dv: 
“ide tae) = Mg 3 $e dé 
十 7 . 十 2Q0€ dy Ce0i 
Ci 72 7; gl £3/2 (ve vi) 9 (6. 36) 
dv。 1 2Z2 d { pe 
eMeY. je 十 入 (put ) = — = eM 了 也 全 (& Ces/ 人 
A 2avEe 过 0; 
PE 2 FMa (oo 一 加， (6. 37) 
dz. dv, li1 2~ 2 d do 
2 下] 十 ti A 一 Mi 二 £5/2 Ui — -i 
dé fi dé id 3 ) dé 
3 人 28 Cd pp 


十 ZZ2 人 £3/2 (te —.#&), (6. 38) 
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一 


3y 和 dv _ yf hp | dze1: _ dg . 
2 de tot de Md 2 pr \d)l 
2 d ei 1 WY d ei 1 
十 FR FMa 5 一 一 3 多 入 名 .一人 0 (6. 39) 


其 中 最 后 后 两 个 (能 量 ) 方 程 中 的 无 量 纲 热流 项 g. 一 gw (mTia)，, 而 
gs 是 取经 典 热流 还 是 限制 (自由 ) 热 流 取决 于 波 前 中 每 个 地 方 的 温 
度 梯度 值 . 最 简单 的 方法 是 在 每 个 空间 点 取 这 两 个 热流 中 较 小 的 
那 一 个 

gs = min (go ,qe }» 
这 时 在 某 些 地 点 ,热流 将 不 是 空间 的 连续 函数 . 为 了 使 热流 连续 ， 
更 好 一 点 的 取 法 可 以 令 


gq 的 取 法 是 一 个 正在 探索 的 研究 课题 ,还 可 以 有 许多 其 他 的 办 法 
(如 用 在 一 个 合适 区 间 上 的 积分 代替 这 里 用 当地 状态 量 表示 gq 的 
非 局 域 表示 法 等 ). 目前 还 没有 令 人 满意 的 解决 办 法 ,希望 读者 在 
以 后 的 工作 中 多 加 注意 . 


6.3 等 商 子 体 汶 设 的 兰 多 也 尼 奥 方程 


6.3.1 激 波 上 、 下 游 处 的 参量 关系 


由 粒子 流 守恒 ,可 知 
7 == 7 一 1，7X== Ya 二 7 一 常数 
另 一 方面 ,电子 流 也 可 以 通过 等 离子 体 的 总 电流 Jo 来 表示 . 在 电 
子 和 离子 流 都 守恒 时 ， 总 电流 也 是 常数 ， 四 四 
Jo =giniui 一 eneue = giTi 一 eT : 本 
=enui(ZY:; 一 ye。) 三 eniuiJo 一 常数 ， 
7 一 一 (为 一 2). 
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当 所 讨论 的 等 离子 体 激 波 不 载 ( 电 ) 流 时 ,有 九 一 Z. 

在 激 波 的 上 游 处 (f==x=0, 用 下 标 “1” 表 示 ) 和 激 波 的 下 游 处 
4 一 1,z= 一 d, 用 下 标 “2? 表 示 ) ,我 们 可 以 合理 地 假定 流体 的 状态 
量 是 空间 的 常数 ( 即 4/d# 一 0) ,并 且 因 电荷 分 离 而 产生 的 静电 场 
为 本 尼 (0) 一 巨 ; 一 0, 尼 (1) 一 巨 : 一 0. 这样 ,从 电子 的 运动 方程 可 


vel 二 Vii 二 1]， Ves 一 Vio; 
Uel 一 Vil 一 WU Uw = Uis = Uy. (6. 40) 
而 从 电子 的 温度 方程 可 得 
tel 二 ti 一 ti 一 1 ， 大 2 一 : i2 一 to 轩 (6. 41) 


。 ”上 面 的 wsts 是 分 别 用 上 游 速度 和 温度 归 一 的 下 游 总 速度 和 温度 


6. 3.2 动量 流 和 能 量 流 的 连接 条 件 


1. 动量 流 的 于 戈 尼 奥 方程 
将 电子 和 离子 流体 的 两 个 运动 方程 相 加 ,可 得 等 离子 体 总 动 
量 的 方程 . 然后 积分 这 个 方程 | …d6 ,并 令 积分 结果 中 的 电场 项 和 
含 d/d$ 的 项 为 零 ,就 可 以 得 到 激 波 上 、 下 游 动 量 流 的 连接 条 
件 一 一 即 动量 流 的 于 戈 尼 奥 方程 
[Ma (Yiw 十 ezysve) + (pt; 十 pf )]|; = 0. (6. 42) 
它 的 有 量 纲 的 表达 式 是 


(ml 十 mel 。 )u, 十 (IT 十 1 ) = Tm 人 (6; 43) 


Filui,T) = (mT tmrou + CD + TI) 于 


2. 能 量 流 的 于 戈 尼 奥 方程 
为 了 得 到 关于 总 能 流 的 于 姜 尼 奥 方 程 ， 要 从 粒子 总 
流体 方程 出 发 ， 让 二 的 到 
ofl1l 


误 TF Mea 十 SnT, 
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Ua 十 ge | 


十 V， [3 二 Mmanada 十 SnT, 十 均 


gnu Eu RQ, Qa=i,e. 
在 上 式 中 令 9/3t 二 0, 取 一 维 几何 模型 ,并 将 电子 和 离子 的 两 个 方 
程 相 加 ,可 得 描述 激 波 结构 的 等 离子 体 总 能 量 方程 


ad 1 Le du | | 
1 和 | 2 下 PT。 2 dz 
= JE = 5 《6. 44) 


其 中 gz) 是 电场 对 应 的 电势 , 它 在 上 、 下 游 和 激 波 面 中 都 不 为 零 
同 先前 的 做 法 一 样 , 对 上 式 整体 作 积分 | …dz, 并 令 积分 结果 中 的 
热流 项 g。 和 含 d/dt 的 项 为 零 , 就 可 以 得 到 激 波 上 \ 下 游 能 量 流 的 
连接 (于 戈 尼 奥 ) 条 件 ， 
mT 十 mTOw 十 5(Pm 十 工 。 7 = 一 F,(ui,Ti,A$), 

(6. 45 ) 
Fu Ti A$) = Ts + meT OW + ST 十 ToOTi 一 2JoAy， 
其 中 A$ 一 如一 各 是 下 游 与 上 游 间 的 电势 差 . 可 以 看 出 和 单 ( 磁 ) 流 
体 描述 不 同 ,在 考虑 了 激 波 面 中 等 离子 体 的 非 电 中 性 后 , 激 波 的 能 
流连 接 条 件 中 会 多 出 一 个 可 以 有 观察 效应 的 电势 跳 坚 项 


6. 3.3 ， 激 小 下 游 参量 与 马赫 数 、 电 位 关 
及 所 载 电 流 的 关系 


利用 激 波 总 动量 流 和 总 能 量 流 的 于 戈 尼 奥 方程 ,可 以 在 已 经 
知道 了 所 载 电 流 和 上 下 游 间 的 电势 差 后 ,从 上 游 的 速度 温度 求 出 
ci 将 (6.43) 式 和 (6. 45) 式 
联 立 ; 有 | 
os + b= FluT), (6.46) 
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- 


az 十 567,= F,(ui,T,A$), 、 (6. 47 ) 


其 中 


a = mT 十 mT = minmiu 1 十 二 


e _ ， 入 
M1; 7 一 一 MNIUIA 9 


b=Ti+ T= nal.) = nbd, 


Fi=aut+b ton7, 
Ui 


ws 
ami 7. Tb = 7217 1 广 ， 


万 一 M2a 十 bi (6. 48) 
FE, 一 au? 十 S561 一 2.J,AY 一 711217 1 1 ， 
fi = Mia + 56 — 2jA¢, (6. 49) 
其 中 名 一 /TW)$ 从 联 立 代数 方程 组 可 以 得 到 . 
_ 1 
了 ， 一 15 伙 2 一 Fiu;), (6. 50) 
au, 4 fi t+ HF = 0. (6. 51) 


从 二 次 方程 可 以 得 到 两 个 解 ,其 中 取 正 号 的 解 是 平凡 解 : wsaui; 
而 取 负 号 的 正 是 激 波 下 游 的 速度 对 wi, Ma ,jo,A# 的 依赖 关系 


Us, 
“二 = 这 (1 十 of — /1 16 工 十 59: 一 | 
/ 25 (I Ty J “052) 
1 y 2 ， 0 一 
MA) 元 Wo Ti， 
(Aha )， -一 忆 ， Cs 一 人 Yo 
“Ss NM 
相应 的 下 游 温度 则 可 以 表示 成 


Ti _ 1 四 
1 ee 十 501 一 5 - - G 十 人 ) a] (6. 53) 


由 于 激 波 产生 时 一 定 有 ws/ 过 1, 故 由 ws/u™ a 可 以 求 出 出 现 
等 离子 体 激流 时 最 小 的 上 游 马 基数 Ma). 显然 ， (Ma)*”" 和 2， 


2 国 国 四 加 5 91710. 83610. sh 56010. 51010. 中 中 中 44110. 417 
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0 


jo,A$ 都 有 关 . 这 是 和 中 性 流体 激 波及 磁 流 体 激 波 都 不 相同 的 . 在 
中 性 流体 中 ,只 要 上 游 马赫 数 大 于 1, 就 可 以 出 现 激 波 . 而 在 磁 流 
体 中 , 激 波 出 现 与 磁 马 赫 数 ( 上 游 流 体 速 度 与 相关 的 磁 流 体 波 速度 
之 比 ) 有 关 , 但 不 会 与 上 .下 游 电位 差 以 及 所 载 电流 有 关 . 

为 了 简单 ,下 面 给 出 在 整个 等 离子 体 不 载 流 时 (jh 二 0) 的 
(Ma)?" 解析 表达 式 . 当 ji=0 时 ， 0 一 1 十 Z,0: 一 0， 


ur 


(Ma)”" = 一 人 /1 二 Z. (6. 54) 


下 面 以 Z==1 为 例 ,这 时 (Ma)™=M 2 二 1. 414, 而 uz/ui 和 了 /TT 
的 相应 取 值 与 上 游 马赫 数 (Ma)1 的 关系 见 表 6. 1. 


表 6. 1 下 游 速度 和 温度 与 上 游 马赫 数 的 关系 


四 区 


从 表 6. 1 中 可 以 看 出 , 当 二 uw 二 1. 414Cs 时 ,uz/ui 和 
T/T 都 为 1.0, 也 即 这 时 不 存在 激 波 . 只 有 当 ww” 时 , 激 波 才 


出 现 . 而 且 当 2Z 愈 大 ,ur 值 也 愈 大 ,这 这 和 中 性 流体 激 波及 磁 流 体 


激 波 显然 都 不 同 . 在 更 一 般 的 情况 下 ,ME 不 但 与 Z 有 关 而 且 与 
jo 及 Ag 都 有 关系 .| 

以 上 还 只 讨论 了 带电 场 的 等 离子 体 激 波 的 宏观 、 唯 象 性 质 ( 即 
兰 金 -于 戈 尼 奥 方程 ) ， 但 已 经 看 出 ， EC 们 与 电 中 性 的 磁 流体 激 波 有 
相当 大 的 不 同 了 : | 

G) 在 能 流 的 上 、 下 游 过 接 条 件 中 出 现 了 中 性 激流 时 所 没有 


的 附加 项 , 它 和 离子 电荷 Z, 激 波 所 携带 的 电流 ji 及 激流 上 上 、 下 洲 


间 的 电位 差 Ag 都 有 关系 ( 见 (6: 45) 式 ). 
dii) 因此 激 波 下 游 的 速度 和 温度 不 但 和 上 游 速度 和 温度 有 关 
(这 是 徽 流体 激 波 也 有 的 ), 也 和 2Z;j。, 人 A# 等 与 等 离子 体 中 电荷 状 
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一 
态 及 电场 有 关 的 量 有 密切 的 关系 . 

过 ) 使 等 离子 体 激 波 得 以 建立 的 上 游 临 界 马赫 数 也 和 等 离 
子 体 中 的 静电 性 质 有 关 ,一 般 这 个 临界 值 要 大 于 电 中 性 党 离子 体 
激流 出 现 的 临界 值 z 

这 里 只 给 出 了 不 考虑 激 波 上 下 游 电 势 差 Ag 以 及 通过 激 波 波 

前 的 电流 j 时 的 结果 . 下 一 节 中 我 们 将 通过 数值 计算 给 出 考虑 了 
这 些 效应 后 的 一 些 结果 (图 ). 


6.4 ”电流 与 电势 对 激 波 的 影响 


在 下 面 给 出 的 数值 结果 中 ,为 了 简单 ,我们 将 用 以 下 的 归 一 化 


vv, 二 一， li 一 三 ， Ag = A$, a 一 ,b= 


6.4.1 激 波 上 、 下 游 处 的 参量 关系 


从 (6. 52) 和 (6. 53) 两 式 可 看 出 , 激 波 中 的 电场 (电位 ) 会 对 激 
波 下 游 的 流速 有 影响 . 在 这 里 我 们 只 讨论 等 离子 体 电流 很 微弱 的 


-情况 ,这 时 车 Ag 之 0, 则 当 jo>>0 时 ,电场 会 降低 下 游 流速 度 uz， 相 


应 地 下 游 粒 子 的 密度 和 温度 就 会 升 高 ,所 以 这 种 情况 可 以 加 强 激 
波 . 反 之 ,<0 时 ,电场 会 增 大 下 游 的 流速 xx; 降低 下 游 的 粒子 密 
度 和 温度 ,从 而 会 削弱 激 波 . 

图 6. 1 表示 了 对 于 不 同 的 马赫 数 (Ma), 下 ,ws 和 己 随 着 用 
变化 而 变化 的 曲线 图 . 图 中 的 间断 不 是 真实 存在 的 ,这 是 由 于 在 


计算 中 对 所 有 的 (jo, (Ma)1 ) 都 取 同 一 个 固定 的 A$ 值 引起 的 (图 


6. 2 中 的 间断 也 是 也 是 因为 同样 原因 引起 的 ). 由 于 A$ 的 精确 值 


只 能 通过 泊 松 方程 自治 地 解 出 ,而 这 样 做 很 费时 间 , 所 以 这 里 的 


Ag 是 根据 大 量 数值 计算 的 结果 给 出 的 一 个 近似 值 ， 它 对 多 数 的 j。 
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0 


1.28 


.70 
"000 0 010 
Jo 


图 6.1 对 于 不 同 的 马赫 数 (Ma)1,vz 和 tz 随 着 jo 的 变化 曲线 
(点 线 ， (Ma)1= 二 1.7, 虚 线 : Mi 一 1.75, 实 线 : M1=1. 8) 


值 都 足够 准确 ,就 是 当 jo 跨越 零点 时 会 有 较 大 误差 . 如 果 每 一 点 


-0.10 005 0 00 0l0 
jo 


部 取 和 相应 的 (元 ,CMa)) 所 对 应 的 真实 A 值 ,图 中 的 曲线 应 该 
是 连续 的 . 从 图 6. 1 可 以 看 出 , 当 吉大 于 某 一 值 jn 时 ,oz 随 着 记 


增加 而 增加 ; 反之 , 则 随 之 而 减 小 . 同 ws 相反 , 当 jo> 和 时 则 
随 着 i 的 增加 而 减 小 ;反之 , 则 随 之 而 增 大 . 从 图 中 还 可 看 出 ,vs 
和 z 对 马赫 数 都 很 敏感 . 马赫 数 越 小 ， 激 波 就 对 电流 越 敏感 ,区 之 


则 相反 ， 


6.4.2 临界 马赫 数 
当 激 波 存在 时 , 激 波 的 上 下 游 的 流速 和 温度 22 7 必须 满 
足 人 
.0<F&1 元 之 | 


(Ma); 二 (Ma)1. 而 
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CTC 


1/2 
全 3 .，  、 

2 十 了 7oAy | 
37a 


当 0 过 jg 二 1 十 162 十 /IT 十 16 如 十 328 


(Ma)s _ (到 一 外 | 2 


当 JoAg < (0. 


从 公式 中 可 看 出 , 当 j,=0 时 ,有 


omoi- 民 


对 单 原 子 气体 , 取 =5/3,a<z1,p<1 十 Z, 则 


Mo: = SVE VT 
这 就 回 到 了 前 面 的 (6. 54) 式 .图 6.2 是 在 不 同 Z 的 情况 下 ,临界 
马赫 数 随 电流 的 变化 情况 . 


2.4 


-0.10 -005 ， 0 0.05 0.10 
| 1 . 


图 6. 2 对 于 不 同 Z 情况 下 (Ma)s 随 着 jo 的 变化 
曲线 图 (7jo<0. 015,Ag =1, jo>>0. 015， Ag 一 一 0.5) 


(6. 55) 
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从 图 中 我 们 可 以 发 现 : 当 jo6 志 0 时 ,Ag 之 0 并 且 它 随 着 |j,| 增 
加 而 增加 ;而 当 jo 宇 0 时 ,存在 一 个 临界 的 电流 ju ,大 于 这 个 电流 
则 有 Ag <0, 反 之 则 Ag 之 0。 因 的 值 依 赖 于 激 波 上 游 马 替 数 


和 (Ma)i 例如, 当 (Ma):= 一 1.6 时 ,jos0.0135. 为 了 方便 并 能 定性 


的 分 析 ,在 以 下 的 例子 中 ,我 们 都 取 当 jo 之 0. 015 时 ,Ag 一 13; 当 
N10 之 0.015 时 ,Ag 一 一 0. 5. 


6.4.3 无 电流 时 激 波 波 前 中 各 物理 量 的 空间 分 布 图 


图 6. 3 到 图 6. 6 分 别 是 离子 .电子 相对 密度 ;离子 .电子 相对 
温度 ,无 量 纲 的 电势 ,离子 .电子 的 相对 电荷 分 离 (6=Zpi 一 ps) ;以 
及 电场 ,相对 温度 差 (At 一 一 i.) 在 激 波 波 前 中 的 剖面 . 在 进行 这 
些 图 的 数值 运算 时 ,只 需 考虑 经 典 热流 情况 ,并 取 /id 一 5X107-33 
Ape/l1=5X10™. 

从 图 中 可 以 看 出 离子 (电子 ) 的 密度 .温度 等 物理 量 在 很 小 的 
空间 距离 内 发 生 了 急剧 变化 . 并 且 波 前 中 存在 着 电荷 分 离 ( 虽 然 在 
上 、 下 游 中 不 存在 电荷 分 离 ), 因 而 产生 了 自生 电场 和 上 、 下 游 间 的 
电势 差 (如 图 6. 6). 从 图 中 可 以 看 到 ,这 丫 自生 电场 总 是 负 的 . 这 
是 因为 在 激 波形 成 的 初始 的 阶段 ,离子 向 下 游 的 运动 速度 要 比 电 
子 快 ,这 样 产 生 的 电荷 分 离 造 成 了 方向 指向 上 游 的 负电 场 . 这 个 负 
电场 反 过 来 会 阻 得 离子 继续 向 前 运动 ,并 推动 电子 向 前 运动 . 在 不 
考虑 热 导 、 黏 性 等 耗 散 效应 时 ,离子 .电子 在 这 种 自生 电场 的 作用 
下 会 产生 等 离子 中 常见 的 静电 振荡 或 静电 波 . 然而 ,如 果 考 虑 到 耗 
散 ,就 会 形成 准 静 态 的 电荷 分 离 和 自生 电场 .因此 , 负 的 电场 对 等 
离子 体 激 波 的 形成 起 到 了 和 各 种 耗 散 效应 相同 的 积极 作用 . 如 果 
激 波 波 前 中 形成 的 自生 电场 是 正 的 话 , 它 将 起 着 和 耗 散 作用 相反 
的 结果 ,反而 不 利于 激 波 的 形成 . 

从 图 中 还 可 以 看 出 , 激 波 波 前 中 各 物理 量 的 剖面 对 上 游离 子 
马赫 数 (Ma)i 十 分 敏感 .而且 马赫 数 越 大 , 波 前 的 厚度 就 越 小 . 考 


和 本 
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图 6.3 不 同 马赫 数 情况 下 ,离子 .电子 相对 密度 空间 分 布 剖 面 图 
(虚线 (Ma)1=1.5, 实 线 (Ma)1=1. 6) 
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图 6.4 不 同 马赫 数 情况 下 ,离子 .电子 相对 温度 空间 分 布 剖 面 图 
(虚线 (Ma)1==1. 5, 实 线 (Ma)1=1. 6) 
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图 6.5 不 同 马赫 数 情况 下 , 激 波 中 电荷 分 离 . 电 势 的 空间 分 布 剖 面 图 
(虚线 (Ma)1= 二 1. 5, 实 线 (Ma)1==1. 6) 
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图 6.6 不 同 马 赫 数 情况 下 ,由 电荷 分 离 形 成 的 电场 、 离 子 电 子 相 对 温差 空间 
分 布 剖 面 图 (虚线 (Ma)1==1. 5, 实 线 (Ma)1=1. 6) 


虑 到 对 于 不 太 强 的 激 波 来 说 ,离子 与 电子 的 密度 和 温度 剖面 差异 “ 
很 小 ( 见 图 6. 3 和 图 6. 4) ,它们 的 空间 分 布 图 和 中 性 激 波 几乎 相 
同 . 因此 在 这 种 情况 下 , 激 波 的 厚度 4 可 以 通过 如 下 公式 来 估 
算 


1} _P—l1 
4 = cand (6. 56) 


这 里 的 (dpi/d$)wx 是 梯度 dpi/dé 的 最 大 值 . 例如 ,如 果 (Ma)i = 
1.5,d' 守 100011; (Ma): 一 1.6,d :52. 841. 并 且 从 这 些 结果 ,我 们 
还 可 计算 出 激 波 中 每 一 点 的 平均 自由 程 和 温度 梯度 的 特征 长 度 的 
比值 1/Lr. 对 应 于 CMa)1 二 1.5 和 1.6, 这 个 比值 的 最 大 值 分 别 是 
6X10“ 和 2.5X10 一 .由 于 这 个 值 远 小 于 0. 01, 因 此 在 上 面 的 计 
算 中 只 取经 典 热流 模型 (SH 模 ) 是 正确 的 . 


6.4.4 电流 对 激 波 中 的 各 物理 量 
的 空间 分 布 的 影响 


(1) Li/d<0. 01 的 情况 
这 一 般 都 发 生 在 弱 激 波 情况 下 ,并且 可 以 采用 经 典 热流 模型 . 
图 6. 7 一 图 6. 9 中 显示 了 在 各 种 激 波 电流 j。 取 值 下 ,各 物理 量 在 
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波 前 中 的 剖面 图 . 由 于 这 时 电子 密度 和 温度 剖面 与 离子 的 情况 几 
乎 相同 ,所 以 它们 的 剖面 图 没有 给 出 . 

从 图 6.8 可 以 看 出 : 当 电 流 为 负 时 ,电势 差 为 正 ;电流 取 较 大 
的 正 值 (如 j= 二 0.02) 时 ,电势 差 为 负 . 这 样 , 当 电流 取 负 值 或 者 
取 较 大 的 正 值 时 , joA$ 总 是 小 于 零 . 而 按 临 界 马赫 数 的 公式 
(6. 55) ,joA$ 越 电流 总 是 会 削弱 激 波 或 是 对 激 波 的 形成 起 阻碍 作 
用 的 . 当 电 流 虽 然 为 正 但 很 小 (如 j=0. 01) 时 ,会 有 Ag 之 0, 因 而 
有 joA$ 之 0. 所 以 较 小 的 正 电 流 会 对 激 波 起 增强 作用 . 这 种 趋势 在 
其 他 的 剖面 图 中 都 可 以 明显 地 看 到 . 

(2) li/d 宕 0. 01 的 情况 

这 种 情况 一 般 发 生 在 中 等 或 中 等 以 上 强度 的 激 波 中 . 这 时 ,在 
激 波 波 前 中 靠近 上 下 游 的 地 方 ,温度 的 梯度 相对 较 平坦 , 仍 可 用 经 
典 热流 模型 . 但 在 波 前 的 中 心 , 温 度 梯 度 一 般 较 大 ,就 应 采用 限制 
热流 模型 . 为 了 方便 ,采用 了 前 面 给 出 的 热流 公式 


go ge 
du 一 


ge 二 +g 
以 及 Ma 二 1. 8, f= 二 0. 04, 用 = 二 0( 点 线 ) ,jo 二 0.1( 虚 线 ), 和 j= 
一 0.1( 实 线 ) ,进行 了 数值 计算 . 

首先 ,从 总 体 上 看 ,虽然 在 图 6. 10 一 图 6. 12 中 的 电流 要 比 上 
一 段 中 的 大 了 近 一 个 数量 级 ,但 是 各 物理 量 的 剖面 形状 随 电 流 jj 
的 变化 都 不 是 很 大 . 这 表明 , 当 激 波 较 强 时 , 激 波 电流 取 值 对 激 波 
的 影响 就 会 减弱 . 当然 ,从 这 些 图 中 依然 可 以 看 出 : 负电 流 仍旧 对 
激 波 起 到 了 削弱 作用 i 

通过 数值 计算 ,还 可 以 讨论 不 同 热流 模型 .不 同 的 德 拜 长 度 与 
碰撞 自由 程 的 比值 对 非 中 性 等 离子 体 激 波 结构 ( 波 前 ) 的 影响 . 这 
里 就 不 给 出 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 [10]. 
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图 -6.7 离子 相对 密度 和 温度 的 空间 分 布 在 有 不 同 电流 情况 下 剖面 图 
((Ma)1=1. 6,L1/d= 二 0. 004,hpe/1 一 0. 05, 点 画 线 jo 二 0.02, 点 线 jo 二 0.01， 
虚线 jo= 一 0. 02, 实 线 jo=0) 
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” ”图 6.8 激 波 中 电势 和 电场 的 空间 分 布 在 有 不 同 电流 情况 下 剂 面 图 
(CMa)1=1.6,l1/d= 二 0.004,Ape/ 有 1 二 0.05, 点 画 线 jo 二 0.02, 点 线 jo==0.01， 
虚线 jo== 一 0. 02, 实 线 jo 二 0) 


Ar (X10-3) 
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图 6.9 激 波 中 电荷 分 离 和 离子 电子 的 相对 温差 的 空间 分 布 在 有 不 同 电流 情况 下 
剖面 图 ((Ma)1 王 1.6,0Vd=0.004,hpe/1 一 0.05, 点 画 线 jo=0. 02， 
点 线 jo 二 0. 01 ,虚线 jo= 一 0. 02 , 实 线 1o=0) 


262 第 六 章 ” 非 中 性 等 离子 体 激 波 简 介 


1.35 
1.30 
1.25 
1.20 
1.15 
1.10 


1.05 
。 1.00 
0 02 04 0.6 08 1.0 0 02 04 06 08 1.0 


图 6. 10 ”考虑 限制 热流 的 情况 下 ,离子 相对 密度 和 温度 空间 分 布 在 有 不 同 电流 
情况 下 剖面 图 比较 (Ma=1.8,jF=0.04,hpe/ 一 0. 1， 
点 线 jo 二 0, 虚线 jo=0. 1, 实 线 j0== 一 0.'1) 
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图 6.11 考虑 限制 热流 的 情况 下 , 激 波 中 电势 和 电场 空间 分 布 在 有 不 同 电流 情况 下 

剖面 图 (Ma=1. 8,f=0. 04,Ape/ 有 1 二 0.1, 点 线 jo 二 0, 虚 线 jo==0. 1, 实 线 jo= 一 0. 1) 
2 0.03 . 
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图 6.12 考虑 限制 热流 的 情况 下 , 激 波 中 电荷 分 离 和 离子 电子 相对 温差 的 空间 分 布 
在 有 不 同 电流 情况 下 剂 面 图 (Ma=1. 8, f=0. 04,pe/1= 二 0.1， 
点 线 jo 二 0, 虚 线 jo=0. 1, 实 线 jo0= 一 0. 1) 
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第 七 章 ”激光 和 等 离子 体 的 相互 作用 


激光 入 射 到 等 离子 体 中 后 , 它 本 身 的 电磁 场 会 加 速 其 中 的 电 
子 和 离子 ,而 这 些 被 驱动 的 带电 粒子 反 过 来 又 会 影响 激光 的 传播 
虽然 离子 和 电子 都 会 响应 激光 电磁 场 的 驱动 ,但 电子 由 于 比 离子 
轻 得 多 ， 所 以 两 者 在 激光 场 中 的 行为 就 大 不 相同 ; 反 过 来 它们 对 入 
射 激光 的 影响 也 很 不 相同 . 为 了 能 反映 电子 和 离子 的 不 同行 为 ， 必 
须 用 等 离子 体 的 双流 体 描述 或 者 动 理学 描述 . 本 章 只 讨论 双流 体 
的 描述 . 7. 1 节 将 给 出 在 双流 体 描述 下 ,激光 和 等 离子 体 相 互 作用 
所 需 的 基本 方程 组 . . 

激光 与 等 离子 体 的 相互 作用 ， 大 致 可 以 分 成 两 部 分 ， 线性 过 
程 和 非 线性 过 程 . 在 线性 过 程 中 ,入 射 激光 能 量 比 电子 的 能 量 ( 平 
均 动 能 或 库仑 势能 ) 小 得 多 ,这 时 主要 是 激光 受 被 驱动 电子 所 产生 
的 感 生 电 流 的 影响 ,从 而 改变 了 其 传播 行为 ;而 反 过 来 激光 对 电子 
流体 的 影响 很 小 ,一 般 不 去 讨论 . 同时 被 激光 电场 驱动 的 离子 ,由 
于 反应 太 慢 ,它们 对 激光 传播 的 影响 也 可 以 忽略 . 因此 在 线性 相互 
作用 中 ,只 需 将 描述 激光 传播 的 波动 方程 与 描述 电子 流体 (在 激光 
电场 中 ) 的 运动 方程 相 耦 合 就 足够 了 . 这 个 耦合 方程 组 可 以 描述 激 
光 在 等 离子 体 边界 处 的 耦合 和 反射 ,进入 等 离子 体 后 激光 的 折射 、 
被 吸收 及 反射 过 程 . 在 线性 相互 作用 适用 的 范围 内 ,等 离子 体 对 激 
光 传 播 产生 的 影响 也 是 有 限 的 ,因此 激光 还 维持 了 其 基本 的 特征 . 
在 本 章 的 7. 2 节 中 ,将 介绍 这 方面 的 一 些 基 本 过 程 . 

非 线 性 的 激光 -等 离子 体 相互 作用 又 可 以 分 成 非 相 对 论 的 相 
互 作用 和 相对 论 性 的 相互 作用 这 两 种 有 很 大 差异 的 部 分 . 一 般 认 
为 当 激 光 强 度 


ee a 
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FE? 
T=c gre > 10 W/cm’:, Ewmx > 10” V/cm 


午时 ,被 激光 电场 所 加 速 的 电子 流体 元 的 速度 可 以 接近 光速 ,这 时 激 
咎 。” 光 磁场 对 电子 流体 的 洛 伦 兹 力 和 其 电场 所 产生 的 库仑 力 可 以 相 比 ， 


从 而 不 能 再 被 忽略 . 由 于 理论 描述 必须 是 相对 论 协 变 的 ,这 就 加 大 


时 ”了 了 解析 研究 的 难度 . 但 另 一 方面 ,由 于 相对 论 效应 显现 ,所 以 也 会 有 
只 ”丰富 的 物理 现象 出 现 . 这 些 正 是 当今 物理 学 研究 的 一 个 重要 的 前 


沿 分 支 一 一 强 场 物理 学 ,但 在 本 书 中 不 打算 讨论 这 方面 的 间 题 . 
当 激 光 强 度 在 102 W/cm 过 1 二 10* W/cm 时 ,激光 -等 离子 体 


相互 作用 虽 是 非 相对 论 性 的 ,但 仍 是 非 线性 的 . 这 时 入 射 激光 不 但 


可 以 通过 驱动 处 在 非 束 缚 态 的 电子 和 离子 流体 而 激发 丰富 的 等 离 
子 体 波 ( 如 电子 静电 波 ,等 离子 体 电磁 波及 离子 声波 ) 而 且 也 会 使 
处 在 束缚 态 的 电子 云 ( 即 未 被 完全 和 剥离 的 离子 周围 的 电子 云 ) 强 列 
地 极 化 . 反 过 来 ,入 射 激光 也 会 在 非 线性 的 感 生 电流 及 非 线性 的 极 
化 强度 的 影响 下 ,发 生 强烈 的 变化 . 其 中 最 重要 的 可 观测 物理 过 程 
是 一 些 所 谓 的 “参量 过 程 > 在 7. 3 节 中 将 介绍 在 “纯粹 ”等 离子 体 
( 即 由 电子 和 完全 剥离 的 离子 组 成 的 等 离子 体 ) 中 的 参量 过 程 , 这 
时 参加 相互 作用 的 是 非 束缚 状态 的 电子 和 离子 . 而 在 7.4 节 中 将 
介绍 在 未 完全 剥离 等 离子 体 ( 即 由 电子 和 未 完全 剥离 的 离子 组 成 
的 等 离子 体 ) 中 的 参量 过 程 ,这 时 处 在 束缚 态 的 电子 也 会 加 入 到 与 
激光 的 相互 作用 中 来 . 本 章 的 主要 参考 书 见 文献 [1]. 


7.1 基本 方程 组 


7.1.1 波动 方程 组 
所 用 麦克 斯 韦 方程 组 (高 斯 制 0) 是 


@ 在 激光 -等 离子 体 物理 中 ,习惯 使 用 高 斯 制 . 
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V*D = 47np,, V。 有 一 0， 


-1098 _ 4 1 9D 
VxE c Oot’ VxB = 十 二 ot ， 
D= E+4rP, P= P(E), 
Pa =— ene, J =— eneue. 


由 于 激光 的 频率 很 高 ,所 以 在 方程 中 只 考虑 了 电子 对 电荷 密度 和 
电流 密度 的 贡献 . 在 等 离子 体 中 ,由 非 束缚 电子 和 离子 在 磁场 中 的 
逆 磁 运动 而 引起 的 磁化 强度 很 小 ,所 以 一 般 将 磁 导 率 y 取 作 真 空 
磁 导 率 m (在 高 斯 制 中 p= 二 1). 因此 在 上 面 的 方程 组 中 仍 用 磁 感 
应 强度 B 来 描述 磁场 .上 面 的 方程 组 中 并 没有 规定 电极 化 强度 P 
与 电场 的 函数 关系 ,在 下 面 几 节 中 将 根据 实际 情况 给 出 它 的 具体 
表达 式 . 利用 


Vx VXE)=— VXB=-— 寺 | 冬 /+ 土 骂 |， 


C ot Cc Ot\c c ot 
__4r97 190E 4r93P 
ea C2 Or c? of? ’ 
可 以 得 到 对 于 五 的 波动 方程 
OE oJ oP 


7.1.2 电子 流体 方程 组 


由 于 在 本 章 讨论 的 激光 -等 离子 体 相互 作用 中 ,不 考虑 激光 对 
等 离子 体 的 加 热效应 , 故 在 下 面 取 电 子 温度 为 常数 . 并 令 电 子 流体 
的 热 压强 P.==7eneT。.(7Y。 是 电子 的 绝热 指数 ). 这 样 ,电子 流体 方程 


(7. 2) 


~ YT 
-ue xB 十 Vne = 0. 


MeC Mene 


“Vu 十 二 十 


(7. 3) 


| 
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将 其 中 的 
ue Vue = D VU?) — ue X (YX 中) 
重新 代入 运动 方程 ,得 


X (VXu) tiE 


Yl 


mene 


XB Vne = 0. (7. 4) 
衣 对 方程 两边 同 时 作 wx 后 ， 得 


enh [zs xX (VXu)]J+iVXE 


_ x B)=0. 
(7. 4) 式 的 梯度 项 在 取 旋 度 时 为 零 再 利用 VX E= 一 (1/c)9B/at， 


得 
2 [vxu.— 8 —Vx [u. x [Vx — EB |= o 
这 个 方程 有 一 个 特 解 
/ VXu.= zB, (7. 5) 
将 它 代入 (7. 4 入 但 人 人 国人 和 
iE + Le yn = 一 0. (7. 6). 


上 式 中 的 机 志江 伦 效力 ) 项 并 不 是 因为 4 而 被 赂 去 的 ， 它 是 和 流 
体 方程 中 流速 非 线性 项 中 的 一 部 分 相互 抵消 而 失去 的 .所 以 这 比 
在 最 初 的 电子 运动 方程 中 ,考虑 到 在 非 相对 论 情 况 下 洛 伦 兹 力 比 
静电 力 小 得 多 ,而 简单 略 去 这 项 ,要 更 严格 .更 简化 . 因为 在 消去 磁 
场 项 的 同时 ,也 消去 了 一 个 流速 的 非 线性 项 . 


7.1.3 离子 流体 方程 组 
在 不 考虑 激光 对 等 离子 体 的 加 热效应 时 ,离子 的 温度 也 可 以 
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取 成 常数 ,这 样 离子 的 流体 方程 也 只 由 质量 守恒 和 动量 守恒 方程 
组 成 


十 VY* (niw) 一 0， (7.7) 


| XiT 
BF tu Ve EuxB+iVn=0. (7. 8) 
mM; 7IZiC 7I7Zi72i 


这 个 方程 组 在 形式 上 和 电子 流体 的 完全 一 样 , 只 需 将 原来 的 电子 
下 标 e 换 成 离子 下 标 i、 电 子 电 荷 一 。 换 成 离子 电荷 十 g, 因此 也 可 
站 网 到 不 向 声 和 一个 过 非 线 人 项 的 南 子 运动 广 可 


和 :十 一 > Vu?) — 2E + Vn = 0. (7. 9) 


(7.6) 和 (7. 在 两 
个 方程 中 的 电场 项 是 由 入 射电 磁 波 (激光 ) 的 电场 和 等 离子 体内 本 
征 的 电磁 波及 静电 波 的 电场 组 成 的 . 其 中 ,只 有 静电 波 中 的 离子 声 
波 是 低频 的 ,其 他 电磁 波及 电子 静电 波 都 属于 高 频 波 . 电子 对 高 频 
电场 和 低频 电场 都 可 以 作出 反应 ,但 离子 因为 质量 太 大 ,来 不 及 中 
随 电 场 高 频 地 加 速 和 减速 ,所 以 只 能 停留 在 原 地 不 动 . 因 此 在 离子 
运动 方程 (7. 9) 中 ,起 作用 的 电场 只 能 是 低频 电场 E, 一 一 即 在 高 
子 声 波 频 率 附 近 的 电场 . 这 个 电场 可 以 用 电子 流体 的 状态 量 表示 
出 来 . 

将 电子 运动 方程 (7. 6) 的 电场 项 用 E, 代入 后 , 它 描述 的 是 电 
子 在 低频 电场 驱动 下 的 运动 行为 (下 式 中 的 上 标 L 表示 这 些 电子 
状态 量 的 低频 成 分 ， 


ue 工 2\L -2 7T, L 
Or 十 2 L ye) 十 mt 十 ment Vn TY 0， 


这 在 物理 上 相当 于 电子 在 低频 双 极 电 场 下 的 缓慢 扩散 运动 . 在 离 
子 声 的 特征 时 间 尺 度 ( 周 期 ) 中 ,电子 的 扩散 (漂移 ) 速 度 可 以 当成 
常数 . 于 大 可 名 将 上 式 在 而 的 惯性 项 略 去 这 样 ,低频 电场 就 可 从 
中 求 出 


ee 
等 
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E, =— Vw) — ~ ynt. (7. 10) 
2e E71。 - 
再 将 上 式 代 入 (7. 9) 式 ， 人 
9 i ZYT 。 L _ Yi | 
了 一 二 VC 一 Ver 一 a Vne mm VT 
1 Zme lo 
tv (7.11) 
其 中 
;1 mVne 了 | 
| C: 1|2r7. 二 + XTi|. 
当 电 子 流 和 离子 流 完全 同步 运动 时 ,下 可 以 有 
ni Vne 和 ~ Nio VY neo — 1 
ni Vn noVno 
于 是 
| C= tt (7. 12) 


就 变 成 了 通常 在 等 离子 体 文献 中 常见 的 离子 声波 的 波 速 定义 式 . 
(7. 6) 和 (7. 11) 式 将 在 讨论 激光 在 等 离子 体 中 的 参量 过 程 时 被 用 
到 . 


7.1.4 极 化 强度 与 电场 的 函数 关系 


， 上 面 给 出 了 波 、 非 束缚 电子 和 离子 流体 所 满足 的 演化 方程 .但 
有 时 ,在 激光 和 等 离子 体 的 相互 作用 中 ,还 需要 考虑 束缚 电子 在 各 
种 电场 中 的 极 化 效应 . 这 种 极 化 效应 通常 是 用 极 化 强度 P 来 表示 
的 , 它 出 现在 激光 和 各 种 等 离子 体 波 的 波动 方程 (7. 1) 中 . 极 化 强度 
P 对 EE 的 依赖 关系 ,在 5.4 节 中 给 出 过 ,在 本 章 中 用 的 是 (5. 47) 
式 、 

P(E) 一 XE + XxX? . EEX®: BEB 十 …， (7.13) 


其 中 xy,ye ,Ze 分 别 是 线性 ,二 阶 和 三 阶 的 极 化 率 (electric 
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susceptibility). 对 于 等 离子 体 ,目前 无 论 从 理论 计算 还 是 从 实验 
测量 都 没有 办 法 得 到 其 线性 和 非 线 性 极 化 率 的 具体 值 . 在 本 章 中 ， 
我 们 将 利用 可 查 到 的 文献 所 给 出 的 一 些 估算 值 (高 斯 制 ) :ra 


XV = 4 xX 10-2n,, (7. 14) 
) XY 

X22 过 cm/statvolt,. (7. 15) 

XV = 10-3872。 cm2/statvolt2. (7. 16) 


上 述 ya,Xe,Xe 表 达 式 中 心 , 瓦 分 别 取 以 em-a, statvolt/em 
为 单位 时 的 数值 大 小 ,其 中 x 中 在 高 斯 制 中 为 无 量 纲 , statvolt 
是 静电 伏特 ,而 Ee/rs 是 氨 原 子玉 尔 半径 处 的 库仑 场 强 , ,一 


2X10' statvolt/cm 二 5. 9X10u V/cm. 它们 在 SI 制 中 的 单位 及 与 


高 斯 制 下 取 值 的 换算 请 见 文献 [3] 的 附录 . 

在 7.2 节 和 ?7.3 节 中 ,我 们 所 讨论 的 相互 作用 是 在 激光 强度 
还 不 够 强 时 的 现象 , 故 电场 对 等 离子 体 的 极 化 效应 或 者 不 存在 ( 离 
子 已 完全 离 化 情况 ) ,或 者 是 可 以 忽略 的 (离子 未 完全 剥离 情况 )， 
这 时 ,我 们 所 用 的 波动 方程 中 将 不 含 极 化 强度 P. 


7.2 激光 在 等 离子 体 中 的 传播 和 吸收 


7.2.1 基本 方程 组 


在 (7. 1) 式 中 令 P 一 0; 再 考虑 到 激光 是 电磁 波 ,属于 横 波 , 有 
V' 五 王 0; 则 有 
1 
Ee ViE=— 4r2, (7. 17) 


其 中 

J =— en 
是 激光 电场 所 产生 的 扰动 电流 ,因为 激光 的 频率 很 高 ,能 响应 它 的 
只 有 电子 . 当 不 考虑 激光 对 等 离子 体 的 影响 (如 密度 的 扰动 ) 时 ， 


/ 
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of_9_ ~ 
3 一 这 etetle) 全 一 Ene 了 


而 速度 随时 间 的 变化 ,可 以 从 电子 流体 的 运动 方程 得 出 . 在 (7. 6) 
式 中 略 去 密度 的 梯度 项 和 速度 的 平方 项 后 ,得 
oJ Nee p wiep 


me 及 Ot me 4 


描述 激光 在 等 离子 体 中 的 传播 行为 . 令 
EC(r,t) = EC(r)e-™, J(,t) = J(r)e ”, 


(7. 18) 


有 . 
jv ow)E (7. 19) 
J(r) = fn 二 o(w)E. . 
这 就 是 (频率 空间 的 ) 欧 姆 定律 . 代入 波动 方程 后 ,得 到 
Vi°E(r) 十 和 elr,w)E 一 0， (7. 20) 
其 中 2 
er,o) 三 1 十 1 Se 一 1 一 2 (7. 21) 


在 等 离子 体 文献 中 称 elr,w) 为 (等 价 ) 介 电 常 数 .应 该 注意 的 是 : 
它 反 映 的 是 等 离子 体 通 过 扰动 电流 对 电磁 波 中 电场 的 反 影 响 , 己 
普通 电动 力学 中 表示 电场 和 电位 移 矢 量 间 比 例 系数 的 介 电 常数 
(反映 束缚 电子 的 极 化 对 电场 的 影响 ) 在 物理 上 并 不 一 样 .但 这 种 
命名 法 在 等 离子 体 的 波动 理论 中 已 经 是 惯例 ,我 们 在 这 里 也 沿用 
了 这 种 命名 法 . 

下 面 分 别 讨论 等 离子 体 电 子 密度 均匀 和 非 均 匀 时 ,以 及 激光 
正 入 射 和 斜 入 射 时 ,激光 在 等 离子 体 中 的 传播 行为 . 


7. 2.2 ”激光 在 均匀 等 离子 体 中 的 传播 


令 m(r) 一 mm 一 常数 ,于 是 eCryow) =e(w) 和 wpe Cr) 一 we 一 
(4rmoe2)Vmre 都 是 与 7 无关 的 常数 . 这 时 可 以 取 
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COC 
E(r) = Ee*"", 

于 是 波动 方程 变 成 齐 次 代数 方程 


k°E, 十 人 ep, 一 0， 
由 上 面 方程 有 解 的 条 件 可 得 熟悉 的 等 离子 体 中 电磁 波 色散 关系 


» kic? 


LU” 一 - ee?， w 一 wr 十 R2c2. (7. 22) 


从 这 个 色散 关系 中 可 以 看 出 :; 只 有 当 入 射 激光 的 频率 高 于 截止 频 
率 ( 即 等 离子 体 电子 振 荡 频 率 we) 时 , 它 才 能 在 等 离子 体 中 传播 . 
反 过 来 ,对 每 一 个 给 定 的 电磁 波 频率 ,都 存在 一 个 临界 电子 密度 
ne， 这 个 电子 密度 对 应 的 等 离子 体 电子 振荡 频率 正好 等 于 电磁 波 


» 47nnce? mew? 
”一 或 nc 二 pr 
me 47ne 


这 时 ,这 个 特定 频率 的 电磁 波 , 可 以 在 x%<z 的 等 离子 体 中 传播 ， 
但 不 能 在 n.>>n. 的 等 离子 体 中 传播 (更 详细 的 讨论 可 以 参考 一 般 
等 离子 体 物 理 原理 的 教科 书 ). 还 可 以 看 出 ,电磁 波 在 等 离子 体 中 
的 折返 点 (w= wpe 或 ze 一 ze) 相当 于 波动 方程 (7. 20) 中 关于 EE 的 线 
性 项 的 系数 e=0 的 解 . . 

利用 临界 密度 , 瑟 可 以 四 等 价 介 电 常数 表示 得 更 简洁 


(7. 23) 


c=1 一 从 =1 一 于 (7. 24) 
下 面 来 讨论 一 下 束缚 态 电子 对 激光 传播 的 影响 . 如 果 在 波动 
方程 中 取 普 通 ( 线 性 ) 的 极 化 强度 表达 式 
P= XVE, 
则 代替 (7. 17)， (7. 20) , (7. 22) 式 会 和 到 新 的 流动 方程 和 色散 关系 
(1 十 4rXG) ) 3 — CVE=— 4r 也 ， (7. 25) 


ViE(r) + (1 十 4rXo)eCryo) 巨 一 0， (7.26) 
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| kh2c2 h2c2 
2 ke 2 _ ,2 ke 
ww 一 (1 十 4TX'GD) )E” 或 Ww : Wpe 十 1 十 4TXG 
人 (7. 27 ) 
在 光学 中 ,光波 在 色散 介质 中 的 色散 关系 常常 被 表示 成 
k2c? R2r2 C2 
2 kc 2_kc CC 
NM ww oph 


其 中 N 就 是 折射 率 , 它 代表 光速 与 波 的 相 速 度 (v,) 之 比 .在 几何 


， 光学 中 ,只 要 知道 了 介质 的 折射 率 ,就 完全 知道 了 光 在 其 中 的 传播 
| “行为. 由 于 光学 中 已 经 有 大 量 现成 的 公式 可 供 使 用 ,所 以 这 种 表达 


法 有 很 大 的 方便 之 处 . 对 等 离子 体 ,其 折射 率 可 以 表示 成 


me 


47e2 


= (1 二 4rX' )s 三 | 1 一 一 


nc 


» 7 二 


(7. 28) 
可 见 ,等 离子 体 的 折射 率 由 两 个 相 乘 的 因子 组 成 : 一 个 是 代表 柬 
缚 电子 云 极 化 效应 的 普通 介质 的 折射 率 Ni=- (1 十 4rXG) , 另 一 个 
是 代表 非 束缚 电子 (在 光 的 电场 作用 下 产生 的 ?扰动 电流 影响 的 等 
价 介 电 常数 . 
下 面 来 估算 一 下 这 两 个 因子 的 量 值 取 目 前 激光 聚变 中 典型 
的 等 离子 体 密 度 x。=102 cm-: ,并 假定 所 有 的 离子 都 是 未 完全 和 剥 
离 的 , 则 按 (7. 14) 式 有 
X2 一 4X10-3，N 一 1 十 4rXo 一 1 十 0.05 王 1.05. 
激光 聚变 中 三 种 典型 的 入 射 激光 频率 (波长 ) 与 其 对 应 的 临界 密度 
分 别 为 
wl 一 1.795 X105 (一 1.05pm)， zu 一 1.001 xX 102， 
us 一 3.557 X 105 (hs = 0.53pm), ne 一 3. 969 X 10%, 
ws 一 5.386 X 105 (hs = 0.35pm), ms = 9. 102 X 1021 
这 样 ,由 于 非 束 缚 电子 引起 的 介 电 常数 分 别 为 
el =1—0.999=0.0001, & = 1— 0.2520 = 0.7480, 
és = 1 一 0.1099 = 0.8901. 
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由 此 可 见 , 在 等 离子 体 中 的 非 束缚 电子 对 激光 传播 的 影响 ,要 比 束 
缚 电子 大 得 多 . 所 以 在 等 离子 体 中 ,我 们 通常 并 不 计 入 极 化 率 对 激 
光 传 播 的 影响 . 在 下 面 ,除非 特别 指出 ,否则 我 们 都 不 考虑 束缚 电 
子 云 对 激光 -等 离子 体 相互 作用 的 影响 , 即 取 No 一 1. 


7.2.3 激光 在 非 均 匀 等 离子 体 中 的 传播 


为 了 简单 ,在 本 节 中 先 讨论 激 光正 入 射 到 等 离子 体 中 的 情况 . 
假定 入 射 方 向 为 k=ke:, 而 等 离子 体 中 的 不 均匀 方向 也 在 这 个 方 
回 ze(Cr) 一 2(z). 设 激光 的 电场 为 
E(r) = E(z) = E(z)e,. 

于 是 波动 方程 (7. 20) 可 写成 

d2E (z) 

, dz? 

这 个 方程 的 解 依赖 于 e(z) 的 函数 形式 ,迄今 为 止 只 对 9 种 特殊 形 
式 的 函数 elz) 找 到 了 这 个 方程 的 解析 解 ,其 中 最 有 名 的 是 线性 函 
数 和 所 谓 的 Epstein 函数 (请 参考 文献 [4],[5]). 下 面 就 以 线性 的 
密度 分 布 为 例 , 来 讨论 激光 在 非 均匀 等 离子 体 中 的 传播 行为 . 令 


之 
n(z) = —n., 


L 


之 


于 是 有 e(z) 一 [1 一 六 


其 中 工 是 等 离子 体 区 的 厚度 ,并 已 经 用 到 了 介 电 常数 的 表达 式 
(7. 24). 波动 方程 可 写成 


dE(z) | zz 
de? | oll- 


这 个 方程 可 以 化 成 标准 的 艾 里 (Airy) 方 程 , 令 


2 
十 E(w)E (2) 一 0. (7. 29 ) 


E(z) 一 0. 
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2 
EH 一 Ey) 一 0， 


它 的 通 解 是 两 个 艾 里 函数 ( 见 图 7. 1) 的 线性 登 加 
五 (7) = Ci4i(7) 十 C2B;(7). 


(7. 30) 


图 7.1 艾 里 函数 Ai(7) 和 Bi(7) 的 图 形 


但 从 物理 上 来 看 ,电磁 波 在 2>xe 的 区 域 ( 即 2 二 工 ,或 70) 中 必 

须 急 剧 训 减 (阻尼 ) ,而 Bi(7) 在 7>0 的 区 域 中 却 是 急剧 上 升 的 , 故 

可 以 根据 这 个 物理 图 像 将 Bi(7) 略 去 ( 即 取 C==0) ,结果 有 
E(7) = Ci14i(7). 


(7. 31) 
4; 函数 的 图 形 现 示 的 是 一 幅 驻 波 的 图 形 一 一 即 入 射 波 和 反射 波 
相干 后 的 波形 . 从 图 可 以 看 出 ,如 果 等 离子 体 层 比 激光 波长 厚 得 多 
(wL)/c 之 L/A4 污 1 时 , 电磁波 从 右面 边界 z= 二 0 也 有 即 
7 一 一 (wz/c)2% 处 入 射 到 等 离子 体 中 后 会 向 左 在 等 离子 体 层 中 传 
播 许 多 个 波长 的 距离 ,并 且 振幅 不 断 增 大 . 这 是 因为 电磁 波 在 疝 前 
( 左 ) 传 播 的 同时 ,也 会 在 密度 逐渐 增 大 的 等 离子 体 上 反射 .反射 波 
和 入 射 波 相干 涉 后 增 大 了 幅度 . 然后 波 在 在 传 到 等 离子 体 在 左面 
的 边界 九 二 0(z 二 上 ) 之 后 ,波幅 急剧 衰减 . 这 是 因为 这 里 的 密度 已 
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经 超过 了 临界 值 ,因而 电磁 波 无 法 继续 向 更 高 密度 的 等 离子 体 区 


传播 ,而 是 被 反射 回去 了 (应 该 指出 的 是 : 由 于 目前 的 模型 中 没有 
计 入 任何 吸收 波 的 效应 ,所 以 波 只 能 被 反射 ,而 不 会 被 吸收 掉 ). 由 
于 电磁 波 在 >>Z(7>0) 处 被 完全 反射 ,所 以 反射 波 引 起 的 干涉 峰 
中 ,最 靠近 左边 界 (==0) 的 那个 其 幅度 最 高 . 这 也 是 艾 里 函数 的 
极 大 值 
4i(7max) 一 (Ai)max 一 0.536， 7 一 一 1.019. 

有 的 文献 利用 4; 函数 的 渐 近 展开 表达 式 ,并 从 它 在 左面 边界 z= 
0 处 的 表达 式 中 辨认 出 电场 中 的 入 射 波 成 分 ,然后 令 这 部 分 取 真 
.空中 波 场 的 幅 值 F(z 二 0)==E。, 从 而 定 出 待定 常数 C1. 具体 的 做 
法 如 下 : 当 |7|= (wL/c)””* 污 1 时 ,有 区 里 函数 4i(7) 的 渐 近 展开 
式 


2 3 XT 
cos[ 17 , 


1 
Vl 4 
而 激光 入 射 点 一 0, 也 即 %== 一 CwL/c)” 处 的 电场 就 可 以 用 上 式 
表示 成 

Elz = 0) =C1Ai(— (wL/c)’) 


-mp[ -3 全 一 于 )] 


+em[ 人 和 到- 下 


-mp 一 i 让 [生生 一 | 
x 上 1+exp[iz[ 圣 竺 一 至 | 
考察 上 面 推 得 的 最 后 的 表达 式 ,可 以 合理 地 假定 : 方 括号 中 的 第 
一 项 可 以 看 成 是 入 射 波 , 而 第 二 项 则 可 以 当成 是 反射 波 . 因此 可 信 


5 下 
2 VT CwL/) 3 5 41/ 


.Ai:(— |7|) ~ 
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oo./ wL)™ iy _ 2 TT 2 3/2 工 
CC i Exe, $3 eo 4 3 了 
最 后 可 得 


WOF VE ， 
E(7)=2 元 | e EA:(7). 
.而 电场 的 极 大 值 为 (在 7%wx 二 一 1.019 处 ) 
Emsx = 2 TR CD 2 ep, 一 1. 9| 2 tp 
由 于 CwL/c)~~L/4 之 1, 故 总 有 Emox 记 2Eo. 
但 是 应 该 指出 的 是 ,这 种 将 入 射 波 和 反射 波 拆 分 的 方法 只 是 
一 种 特例 ,其 实 并 不 严格 . 首先 ,上 述 分 析 要 求 L 污 4, 当 层 厚 只 有 


. 几 个 波长 时 ,就 不 适用 了 . 其 次 ,即使 工交 1, 将 入 射 波 和 反射 波 拆 


分 的 方法 并 不 是 唯一 的 (例如 参考 文献 [5j 中 的 25. 8 节 ). 所 以 现 
在 学 术 界 的 一 般 观 点 是 : 对 一 维 几 何 的 非 均 勺 介质 来 说 ,原则 上 
在 任何 空间 点 都 无 法 将 入 射 波 和 反射 波 的 振幅 唯一 地 区 分 开 来 ， 
因而 也 就 无 法 准确 地 定 出 待定 常数 C1. 这 样 (7. 29) 式 类 型 的 波动 
方程 就 只 能 给 出 电磁 波 在 非 均匀 等 离子 体 中 传播 的 波形 ,而 无 法 
给 出 其 准确 的 幅 值 . 


7.2.4 激光 在 等 离子 体 中 的 经 典 ( 碰 撞 ) 吸 收 


激光 (或 电磁 波 ) 在 等 离子 体 中 最 普 适 的 吸收 机 制 是 电子 的 碰 
撞 吸 收 . 这 时 ,电子 首先 从 激光 电场 中 得 到 振动 (抖动 ) 动 能 ,然后 
通过 电子 与 离子 (完全 电离 等 离子 体 ) 或 电子 与 离子 及 中 性 原子 
(未 完全 电离 气体 ) 间 的 弹性 碰撞 ,把 动能 转化 成 等 离子 体 中 各 种 
粒子 的 热能 ,从 而 不 可 逆 地 使 激光 失去 了 波动 能 量 . 其 他 的 吸收 机 
制 也 必须 依赖 一 些 耗 散 机 制 ( 如 波 - 波 、 波 -粒子 共振 , 汕 流 等 ) 来 不 
可 逆 地 转移 波 能 . 否则 的 话 , 带 电 粒 子 在 波 电场 中 得 到 的 振荡 动 
能 ,在 波 通过 了 这 群 粒子 后 ,会 原封 不 动 地 返回 到 波 场 之 中 .因此 ， 


278 第 七 章 激光 和 等 离子 体 的 相互 作用 


在 理论 上 往往 把 带电 粒子 在 波 场 中 的 动能 当 作 波 能 的 一 个 组 成 部 
分 ,而 不 是 粒子 系 能 量 的 组 成 部 分 (例如 参见 : 本 书 8. 2. 2 节 ). 
为 了 计 入 碰撞 效应 ,只 需 在 电子 流体 的 运动 方程 (7. 18) 中 加 
入 由 于 碰撞 而 产生 的 摩擦 力 项 
=— EE — wn (7. 32) 
ot 


就 足够 了 ， 波动 方程 仍 用 (7. 17) 式 . 上 式 中 的 v。 是 电子 总 的 弹性 


碰撞 频率 . 在 对 时 间 变 化 作 了 健 里 叶 变 换 E(1) ,w(t)ocexp (一 iex) 


后 ,上 式 的 解 为 
_ .ekE(r) 
U(r) 一 lw TF iv) 十 这 )， 
因此 扰动 电流 可 写成 
2 
J(r) =— endlr) 一 oB(r)， 一 工 一 人 


4 w 十 1 
其 中 的 电导 率 已 经 是 复数 . 这 样 激光 在 等 离子 体 中 的 传播 和 吸收 
仍 可 用 (7. 20) 式 描述 ,只 需 将 其 中 的 电导 率 和 等 价 介 电 常 数 的 表 
达 式 改 成 


A470 wi’ 


sl1ti, -1 gm (7. 33) 
1. 空间 均匀 情况 
类 似 7. 2. 2 小 节 的 讨论 ,在 对 空间 函数 作 传 氏 变换 E(r) = 
Evexp( 一 jk。r) 后 ;可 由 波动 方程 得 复数 的 色散 关系 
2 一 wt 2 1 一 让 此 | 十 ac (7. 34) 


为 了 看 出 复数 色散 关系 的 物理 意义 ， 先 假定 波 数 ( 波 矢 ) 是 实数 ,于 
是 波 频 现在 成 为 复数 . 令 w= 二 wr 一 iv/2, 于 是 电场 的 时 间 行 为 可 表 
示 成 


E(t) = 已 ete ”/. 


即 电场 在 以 频率 we 作 简 谐振 葛 的 同时 还 随时 间 以 exp (一 ww/2) 
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作 指 数 衰减 .由 色散 关系 可 得 


wt = wi + hic?, v= Rv., (7.35) 


其 中 已 经 假定 了 v/wr<1; 也 即 w/w<1. 可 以 看 到 ,振荡 频率 与 无 
碰撞 吸收 时 完全 一 样 ,而 阻尼 速率 则 正比 于 碰撞 频率 .阻尼 速率 v 
在 物理 上 相当 于 电磁 波 能 量 的 衰减 速率 ,因为 波 能 正比 于 电场 强 


度 的 平方 ,因而 其 随时 间 下 降 行为 是 
sr) = ED = Se 一 er(0)e- 


类 似 上 面 对 电 的 讨论 ,也 可 以 讨论 电场 的 空间 变化 行为 . 现在 假定 

频率 是 实数 ,但 令 & 一 如 十 ie/2, 这 时 电场 的 空间 行为 可 表示 成 
E(x) = Ee se 2 

这 表示 : 电场 在 空间 以 波 数 如 作 周 期 变化 的 同时 ,还 随 空间 以 

exp( 一 kz/2) 作 指数 衰减 . 由 色散 关系 可 得 


] oo 
展 一 总 (ol 一 吸 )， k= 


其 中 也 用 到 了 x/kr<<1. 当然 原则 上 频率 和 波 数 可 以 同时 都 为 复 
数 ,但 碰撞 引起 的 波幅 在 时 、 空 中 的 衰减 的 结论 是 不 变 的 . 电磁 波 
场 幅 度 的 衰减 说 明 波 能 已 经 因 碰 撞 而 被 转化 和 吸收 了 . 

应 该 注意 的 是 ,上 述 讨 论 在 电子 碰撞 频率 远 小 于 电磁 波 频 率 
的 假定 下 才 是 正确 的 . 这 时 电磁 波 因 碰 撞 吸 收 而 导致 的 阻尼 过 程 
其 特征 时 间 比 波 的 周期 长 ,其 特征 长 度 比 波长 要 长 ( 即 要 经 历 许多 
周期 或 波长 ,波幅 才 有 明显 的 下 降 ). 如 果 电 子 碰撞 频率 接近 电磁 
波 频 率 .~w, 这 时 波幅 将 在 波 的 一 个 周期 内 显著 下 降 , 因 而 对 时 
间 函 数 的 健 里 叶 变 换 不 再 正确 . 这 时 应 该 考虑 波动 方程 (7. 17) 与 
电子 流体 方程 (7. 32) 的 全 波 解 . 不 过 在 本 书 中 ,只 讨论 傅 民 变 涡 人 
适用 的 情况 . 

2. 空间 非 均 匀 、 正 入 射 情况 
类 似 7. 2.3 节 的 讨论 ,这 时 波动 方程 (7 29) 仍 适用 ,只 是 介 电 


， (7. 36 ) 


ye 
ww 
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常数 要 改 成 复数 形式 : 
wi (2) 
e(z,wW) 一 ] 一 Dw TF iy (7. 37) 


各 厄 分 布 是 厚度 的 线 性 增长 函数 ,n。 /1s 上 式 变 


é(z,wW) 一 ] 一 


了 (1 二 过 /w) 
其 中 : 是 在 临界 密度 处 的 电子 碰撞 频率 . 这 时 可 以 将 波动 方程 


《7. 29) 写 成 上 节 中 的 艾 里 方程 ,因而 有 其 解析 解 


2 1/3 . c 

EC) = Cl4i(7)， 7 一 [元 | | 一 zl 1 十 1i 此 | | 

- (7.38) 

应 该 注意 的 是 ,上 式 中 的 7, 现 在 已 经 是 复 变量 了 ,其 虚 部 和 碰撞 

频率 有 关 . 当 无 碰撞 时 , 它 就 回 到 7. 2. 3 小 节 的 w 表达 式 . 通过 和 
7. 2. 3 小 节 相 同 的 定 解 程序 ,可 得 

c 1/6 
匹 (7) 一 2 eled 1+i | | efEoAi(7), (7.39) 


其 中 波 场 的 相 角 也 为 复数 


2|lwL .人 区 
= 引 史 + | -到 ， (7. 40) 
_22 rt ,_2L,. 
办 一 3 c 。 2 3 Cc e° (7. 41) 


其 中 的 实 部 (内 ) 就 是 7. 2. 3 小 市 中 给 出 的 相 角 ,而 虚 部 (#$) 则 与 碰 
撞 频 率 有 关 . 这 些 在 变量 和 相 角 中 的 虚 部 造成 了 波幅 的 衰减 ,也 即 
电磁 波 的 被 吸收 . 为 了 简单 ,我 们 来 看 在 激光 入 射 处 (z= 二 0,nn== 
[CwL/c) (1 十 w/w) 了 “) 的 波 场 ， 
2 E(z = 0)= E+ Ee’e 2 一 五 Ek., 

其 中 第 一 项 E 可 以 看 成 向 左 (z>0) 传 播 的 入 射 波 ,而 第 二 项 五 。 
可 以 当成 是 激光 在 等 离子 体 中 被 吸收 并 反射 出 去 时 在 入 射 点 处 向 
右 (z<<0) 传 播 的 反射 波 . 由 电场 能 量 的 定义 "二 E2/(8n) 可 以 求 


和 


本 


”区 域 是 固体 ,而 >> 工 的 区 域 是 真空 
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出 在 这 点 的 激光 能 量 吸收 率 , 也 即 激光 总 的 吸收 率 


Ee Sb | 一 号 Ly - 
fa = mm = er = 1 exp 3 Ze) (7. 42) 


其 中 “是 被 等 离子 体 吸收 的 波 能 . 因此 吸收 率 与 碰撞 频率 有 关 ， 


碰撞 频率 愈 大 ,吸收 率 就 愈 高 . 


7.2.5 在 非 均 匀 等 离子 体 中 余 入 射 的 S 波 
和 PP 波 的 传播 和 吸收 


如 图 7. 2 所 示 ,等 离子 体 在 0 三 z 志 LL 区 域 ,并 在 z 方向 上 不 均 
句 . 设 电 子 密度 为 n.(z)= 二 nof (z) ,no 为 固体 的 密度 (大 大 超过 入 
射 激光 所 对 应 的 等 离子 体 临界 密度 );F(0) 二 1,F(L) 一 0.z<<0 的 
. 设 (y,z) 平 面 为 入 射 平面 , 即 
由 激光 入 射 方向 与 入 射 表面 法 线 方 同 e -所 构造 的 平面 ， 

当 激光 斜 入 射 时 ,其 电 
场 的 极 化 方向 会 对 激光 在 
等 离子 体 中 的 传播 和 相互 
作用 (如 吸收 ) 有 很 大 影响 . 
电场 方向 与 入 射 平面 (y,z) 
垂直 的 入 射 波 被 称 为 S 波 ， 
电场 方 癌 在 入 射 平 面 (y，,z) 
内 的 入 射 波 被 称 为 P 波 .S 
波 在 传播 和 反射 过 程 中 , 电 
场 E== Ee; 的 极 化 方向 ez 
始终 不 变 , 因 此 用 关于 电场 | 
E 的 一 维 波动 方 程 就 可 议 图 7.2 激光 斜 入 射 非 均匀 等 离子 体 
描述 ;P 波 在 传播 和 反射 过 程 中 ,其 电场 的 方向 不 断 在 变 ,因此 必 
须 用 二 维 电场 B=,e, 十 Ee: 的 波动 方程 描述 . 但 在 了 波 中 ,激光 
的 磁场 方向 B= Be: 垂直 于 入 射 平面 , 它 在 传播 过 程 中 方向 不 会 
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改变 ,因此 关于 B 的 波动 方程 只 需要 是 一 - 维 的 . 下 面 先 讨论 S 波 
”的 斜 入 射 , 再 讨论 P 波 的 斜 入 射 . 


1. S 波 情况 
从 波动 方程 (7. 20) 


? CU2 2 
VE(r) 十 ze(7 ,2)E(r) 一 
出 发 ,在 图 7. 2 的 几何 中 S 波 的 电场 可 表示 成 
E(r) = E,(z)e ye ， k, = Asinl0. 


于 是 波动 方程 可 写成 一 维 形式 


dE,(z) ， 
了 十 包 3 (elz, w) 一 sin:0)E,(z) 一 0， (7. 43) 


其 中 的 介 电 常数 就 是 (7 33) 式 给 出 的 复 函 数 . 引入 新 的 复 函 数 
“一 纪 十 启 , 可 把 介 电 常数 重新 写成 


2 
se 一 NI -1 ce 1 ew), 


w2(1 十 ie/wo) 


wi.(Z) 
和 一 BT 4 Re) & 一 一 下 6 (7. 44) 


按 7. 2. 2 小节 中 对 于 电磁 波折 返点 的 讨论 : 折返 发 生 在 波动 方程 
线性 项 的 系数 等 于 零 之 处 ,该 处 用 zs 表示 , 则 
s(zrefyw) 一 Sin20 = cos20 一 é(z.4) = 0. (7. 45 ) 
由 上 式 的 实 部 名 =cos20, 可 得 折返 点 处 的 密度 ze 
wz (zxef) 一 wl 十 到 /wz2)cos20， 


47ne (Zref )e’ C 一 te 
772e 


(1 十 只/oz)cos2g， 


n=— n.(l 十 风 /w2)cos20. (7. 46 ) 

由 于 在 本 书 中 只 讨论 /wl 的 情况 , 故 上 式 表 明 : 在 斜 入 射 情况 

下 ,折返 总 是 发 生 在 电子 密度 小 于 临界 密度 之 处 ; 当 正 入 射 时 ,0 一 
0, 土 式 就 回 到 了 正 入 射 时 的 折返 点 密度 n™* 二 n.. 

下 面 来 给 出 一 种 数值 求解 波动 方程 (7. 43) 以 及 入 射 波 的 反射 
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率 、 吸收 率 的 方法 . 
(i) 在 z<zr 处 ， 这 时 光波 是 纯 阻尼 的 , 可 以 把 电场 的 行为 写 


成 : 


E(xz) oe”, k>0, B=B.+iB. (7.47) 
将 上 式 代 入 波动 方程 (7.43), 得 
Bk? 十 ki[e(z,w) 一 sin20] 一 0， 
也 即 
PB? 一 一 [cos20 一 é]. 
按 前 面 的 讨论 ,在 折返 点 z 二 zr 处 ,有 &==cos”0, 故 有 p 三 0. 在 > 去 
zx 的 区 域 中 ,上 式 的 解 为 


.P= - 方 全 $1}, 


(7. 48) 


1/2 


一 (cossg — &) 十 [Geossg 一 名 )2 + J) (7.49) 


M2 
为 了 使 电场 是 阻尼 的 ,要求 6.>0, 这 就 要 求 上 式 中 总 >cos 0. 
(ii) 在 xs<z< 工 处 ,电场 行为 满足 波动 方程 467. 43) ,这 是 一 
个 常 微分 方程 . 为 了 求 出 在 任意 电子 密度 分 布 n.(z) 下 的 方程 解 ， 
可 以 用 在 z=z 忆 处 的 形 如 (7. 47) 式 的 表达 式 作 为 初 条 件 , 通 过 数 
值 方法 (例如 龙 格 - 库 塔 (Runge- Kutta) 法 ) 得 出 这 个 区 域 的 电场 
E.(z). 
(ii) 在 zx 一 工 处 ,将 上 面 区 域 的 数值 解 与 真空 中 计 入 了 入 射 
波 与 反射 波 的 电磁 波 解 衔接 ， 
ElL) = Ee tr reek OF). (7. 50) 
由 于 (ZL) 二 一 kcos9 是 已 知 的 , 故 从 边界 连接 条 件 可 以 定 出 
yexp(i$) 的 值 . 然后 可 以 计算 出 (在 工 这 一 点 的 ) 电 磁 波 在 非 均 义 
等 离子 体 层 中 的 反射 率 R 和 吸收 率 了 
R= lre’|l:=r,， T=1—R. “(7. 51) 
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2, P 波 情 况 


Vx BO,t)= Jr, 四 十 十 守 


C 
— = 全 Br， 1) i Elr, 1) 


一 一 1 elr,w) Er,t). 


其 中 已 经 用 到 了 关于 时 间 函 数 的 傅 氏 变换 ,而 e=1 十 i(4xo)/w 就 
是 (7. 33) 式 给 出 的 复 介 电 常 数 . 于 是 有 


VX (VX B(r,t))=—i Vx (se(r,w)E(r,t)), 
VCV .8) 一 V2B 一 一 1i 一 [eVX E+(Ve) X 五] 
=—ieli eB + (Ve) x [Toy x B) |. 
考虑 到 V. 8 王 0, 故 最 后 有 关于 磁场 的 波动 方程 
ViB(r,w) 十 号 er,o)BKryo) 
+ Velr,0)) xX (VX BCryo)) = 0. (7.52) 


按 图 7.2 的 几何 , 令 
Bl(r) = B,(z)e'”, k,= ksinb. 


则 有 
de _ .drdo 
dz wd， 
及 
d?B,(z) 47 do dB,(z) 
J 十 &2[s(z) — sin?01B,(z) —i—— ack ech dz 一 一 0. 
再 令 
， 瑟 。 (2) = B(z)e™*?, (7.53) 


其 中 B(\z) 是 磁场 的 幅度 ,也 是 z 的 慢 变 函数 ;而 相 角 部 分 则 是 > 
的 快 变 函数 . 将 上 式 代 入 波动 方程 ,分 出 实 部 、 虚 部 ,最 后 得 关于 


， BC 和 (2 一 df()/dz 的 两 个 联 立 方程 
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Fo + GBu 
aaB 2 2 20 __dz 
了 co &.)B + 0 ， 
(7. 54) 
dB 
Fo— FBu 
du | 2u dB dz 
dz B dz 十 RS 十 (1 _ & 7)? 十 6 一 0， (7. 55) 
其 中 ,6 的 定义 见 (7. 44) 式 ,而 
F= F(z)=é& de — (1 一 所) de (7. 56) 
. dz dz 
G = G(z) = 三 ) 9 “(7.57) 


则 是 一 些 依赖 于 电子 密度 分 布 n.(z) 的 函数 . 当 给 定 n.(z) 的 具体 
形式 后 ,就 可 以 通过 类 似 上 面 S 波 求解 的 程序 来 得 到 磁场 B-(z) 
的 数值 解 ,及 了 P 波 在 非 均 匀 等 离子 体 层 中 的 反射 率 和 吸收 率 . 例 
如 ,在 文献 [6] 中 就 给 出 了 


me) 一 |1 一 主 
情况 下 ,P 波 的 数值 解 . 
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当 入 射 激光 的 强度 达到 一 定 阔 值 后 ,一 方面 它 在 介质 中 的 传 
播 会 受到 带电 粒子 系 极 化 及 扰动 电流 效应 的 影响 , 男 一 方面 它 也 
会 在 介质 中 激发 出 比较 强 ( 即 可 以 被 观测 到 ) 的 本 征 模式 . 这 时 , 激 
光 可 以 通过 波 - 波 耦 合 的 方式 将 波 能 (以 声 w 的 形式 ) 和 波 的 动量 
(以 Kk 的 形式 ) 转 换 给 新 产生 的 波 . 这 类 的 光 - 介质 相互 作用 过 程 
一 般 被 称 为 参量 过 程 . 光 的 参量 过 程 最 初 是 在 光 和 晶体 的 相互 作 
用 中 发 现 并 被 充分 研究 的 ,在 较 后 的 激光 -等 离子 体 参量 过 程 研 究 


q 


n. (g> 0) 
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中 也 采取 了 光 在 固体 中 参量 过 程 的 大 量 术 语 . 所 以 王 面 在 7.3.1 
小 节 中 ,首先 介绍 中 性 介质 (包括 固体 ) 中 的 主要 参量 过 程 ,然后 概 
述 等 离子 体 中 的 主要 参量 过 程 . 在 7. 3. 2 小 节 中 ,首先 给 出 了 所 用 
的 出 发 方程 组 . 然后 给 出 了 描述 参量 过 程 中 的 电磁 波 (包括 入 射 激 
光一 一 也 称 泵 波 , 和 等 离子 体 中 的 本 征 电磁 波 ) ,高 频 静 电波 (电子 
静电 波 ) 及 低频 静电 波 ( 离 子 声波 ) 的 耦合 波动 方程 组 .在 7. 3.3 小 
节 中 ,给 出 了 描述 主要 参量 过 程 的 线性 理论 . 而 在 7. 3. 4 小 节 中 ， 
则 给 出 了 由 泵 波 衰竭 而 引起 的 参量 非 线 性 演化 过 程 . 


中 性 介质 和 等 离子 体 中 参量 过 程 的 简介 
1. 中 性 介质 中 的 主要 参量 过 和 


7.3.1 


一 -~ 0 = (0-0 
1 = 7 7 
(a) (b) (c) 
图 7.3 (a) 介质 本 征 模 wo 与 入 射电 磁 波 wo 的 耦合 模式 , (b) 斯 托 克 斯 模 ， 
(c) 反 斯 托 克 斯 模 


假定 晶体 中 存在 N 文本 征 的 集体 运动 模式 WasKkas AQ—=1,2, °° 
入 ,并 令 入 射电 磁 波 (以 下 称 泵 波 ) 为 wo,Ko, 如 图 7. 3. 于 是 当 泵 波 
强度 超过 某 一 阔 值 后 ,入 射 的 泵 波 与 本 征 模 的 耦合 会 产生 下 列 新 
的 电磁 波 ( 又 称 为 散射 电磁 波 ): 

w 二 wo 一 wa, 降 频 散 射 模 (down scattering mode) 或 斯 托 克 斯 
模 (Stokes mode); 

wr 二 wo 十 wa, 升 频 散 射 模 (up scattering mode) 或 反 斯 托 克 其 
模 (anti- Stokes mode); 
z Wo Wa ,共振 模 转 换 . 
”以 上 三 类 耦合 模式 是 参量 过 程 中 的 主要 模式 ,它们 必须 满足 
波 能 量 和 动量 的 守恒 定律 ; 


wo 一 WwW。 十 wa， Ro 


= ks 十 Ko， 
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wo = of 一 oo， ko 一 大 一 ka, 
ko 一 k,. 
在 晶体 中 有 两 种 重要 的 本 征 模式 ， 高 频 的 电子 等 离子 体 波 we 和 
低频 的 声波 ws, 前 者 是 由 在 导 带 中 的 电子 集体 运动 造成 的 ,后 者 
是 被 约束 在 晶 格 中 的 离子 唱 格 振荡 造成 的 . 由 这 两 支 本 征 模 引起 的 


Wo 一 Wao, 


- 斯 托 克 斯 ( 降 频 散射 ) 型 的 参量 过 程 是 
wo 二 w 十 wp， ko 二 上 十 ko， 受 激 拉 曼 CRaman) 散射 . 
wo 二 wt 十 ws， ko 二 k 十 k， 受 激 布 里 渊 (Brillouin) 散射 . 


此 外 在 其 他 中 性 介质 ( 非 晶 体 、 气 体 、 流 体 ) 中 还 会 有 : 瑞 利 中 心 
(center) 散 射 ,这 是 由 光 在 气体 密度 扰动 ( 涨 落 ) 上 的 散射 ; 瑞 利 经 
(wing) 散 射 , 这 是 由 光 在 各 向 异性 分 子 的 取向 扰动 上 的 散射 . 下 
面 简 要 介绍 等 离子 体 中 的 主要 参量 过 程 . 
2. 等 离子 体 中 的 主要 参量 过 程 

(1) 受 激 拉 曼 散射 (Stimulated Raman Scattering， SRS) 过 
程 ,发 生 在 等 离子 体 中 n. 二 ne/4 的 区 域 中 . 

wo — os 十 wp， 

其 中 w 是 等 离子 体 中 的 电子 等 离子 体 波 . 在 等 离子 体 中 的 电磁 
波 , 只 有 当 四 之 we 时 才能 传播 ， 如 果 令 内 一 or 十 Aw, 则 有 w= 
2wpe 十 Aw. 所 以 由 叹 委 ws/4， 分 别 代入 等 离子 体 所 频率 的 定义 
式 和 电磁 波 与 临界 密度 的 关系 式 后 ,可 以 得 出 能 够 发 生 这 个 参量 
过 程 的 电子 密度 范围 是 


1 
= CO—n.. 
Ne ~ 个 4 7 


(2) 受 激 布 里 渊 散射 (Stimulated Brillouin Scattering, SBS) 
过 程 ,发 生 在 等 离子 体 x.=n. 的 区 域 中 . 
wo 一 Cs 十 wa， 
其 中 w, 是 等 离子 体 中 的 离子 声波 . 下 面 来 估算 一 下 离子 声波 的 波 
矢 ( 波 长 ) 和 频率 . 取 目 前 激光 和 等 离子 体 实 验 中 的 典型 参数 ， 
mx102 cm-3,T。2 keV ,wo 二 1.8X10' Hz,h 一 1pm 于 是 有 
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wpes1. 78X10”Hz,C。 守 107 cm/s. 离子 声波 的 波 矢 可 以 从 背 散射 
的 情况 估算 出 ,这 时 散射 波 的 波 矢 在 数值 上 与 入 射 泵 波 的 相近 ,但 
方向 相反 kk 过 一 k。, 故 从 动量 守恒 可 知 离子 声 疲 的 波 矢 k。 一 如 一 
入 2h. 于 是 离子 声 波 的 频率 近似 为 : 


ww 一 一 C, ~ 2k,C. 一 一 和 C， 人 102 Hz < wo(10 Hz). 


(3) 双 等 离子 体 波 衰变 (Twin Plasmon Decay ,TPD ) 不 稳定 
性 ,发 生 在 n. 一 n./4 的 等 离子 体 区 域 附近 . 
Wo 一 pl 二 .Wpy. : 
双 等 离子 体 波 衰变 产生 的 电子 等 离子 体 波 ,频率 约 为 泵 波 频率 的 


一 半 wasewse 广 oo. 这 个 频率 对 应 的 电子 临界 密度 是 泵 波 临界 


， 秘 度 的 1/4, 因 此 这 个 过 程 只 可 能 发 生 在 n./4 的 密度 点 附近 . 频率 
在 wo/2 附近 的 吕 卫 商 了 体 波 和 友 波 的 再 次 站 合 可 以 产生 频 束 
为 1/2 倍 和 3/2 倍 泵 波 频 率 的 电磁 波 


Wo 一 Wp1,p2 一 Cu。 [~ 二 wj ， 
Wo 十 wpl,pz 一 ws [~ Be). 
由 于 实验 上 的 确 探测 到 这 种 散射 电磁 波 ， 并 且 还 没有 其 他 原因 可 
以 合理 地 解释 这 种 现象 ， 因此 可 以 把 它 当成 TPD 不 稳定 过 程 存在 
的 间接 证 明 . | 
(4) 离子 声 衰变 不 稳定 性 (Ion Acoustic Decay Instability， 
IADDI) ,发 生 在 ">0. 8n. 的 等 离子 体 区 域 . 
wo 一 op wa (wp A al)， 
它们 往往 被 用 来 解释 在 实验 上 观测 到 的 2 信 ( 泵 波 ) 频 散射 电磁 波 
有 产生 机 制 
wo 十 up 一 0。 (w, 2w0). 
(5) 天 波 和 等 离子 体 波 的 共振 模 示 全 ;发生 在 临界 密度 层 附 
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这 时 和 泵 波 直接 通过 波 -粒子 共振 相互 作用 转换 成 电子 等 离子 体 波 ， 
因此 所 产生 的 等 离子 体 波 其 频率 和 波 天 都 和 泵 波 相 同 . 


7. 3.2 描述 参量 过 程 的 基本 方程 组 


1. 出 发 方程 组 
按 (7. 1) 式 ,不 考虑 束缚 电子 的 极 化 作用 (只 讨论 完全 电离 等 
离子 体 ), 则 有 基本 的 波动 方程 
: 人 +c[Vx (YX E)|= 4rne SCnm). 
其 中 用 到 了 扰动 电流 主要 由 电子 流 贡 献 的 近似 ,并 且 为 了 简单 \ 略 
去 了 表示 电子 流体 的 下 标 : J = 一 eneue 十 Zeniui 之 一 enu. 
对 于 电磁 波 EE=E., 由 于 是 横 波 ,有 V，E. 志 0; 故 有 电磁 波 的 
波动 方程 
2E, 
. or” 
而 对 于 电子 等 离子 体 波 EE=E,, 由 于 是 静电 波 ( 即 纵波 ) Vx E, 二 
0; 故 有 高 频 静 电波 的 波动 方程 
3 
Qt 
上 面 用 到 的 e: 和 es 分 别 是 表示 横 波 Ce, | k) 和 电子 静电 波 ( 高 频 纵 
波 ) (es | 大) 的 单位 矢量 . 
低频 静电 波 一 一 离子 声波 也 是 纵波 ， 但 习惯 上 是 通过 离子 流 
体 方程 来 描述 的 ,我 们 将 在 后 面 讨论 . 
在 上 面 两 个 波动 方程 右面 的 ， 


三 (mao = 一 Pn 十 2 (7. 60) 


而 后 两 个 时 间 演 化 项 是 由 电子 流体 方程 组 决定 的 . 按 (7.2) 和 
(7. 6) 式 ,并 上 略 去 表示 电子 流体 的 下 标 后 ,电子 流体 的 连续 性 方程 


2 VE, = 4ne A (7.58) 


一 47e Snm). (7. 59) 
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和 动量 方程 为 
+y: (nu) = 0, (7. 2) 
= Vw) EE- Vn. (7. 6) 


将 (7. 2) 和 (7. 6) 式 代入 (7. 60) 式 ,得 
SCnm) 二 一 y。 (nuu 十 n| 一 记 Vl(u’) 一 二 至 一 人 Va |， 


4re SCnm) 一 一 4ret[z(V。z) 十 (ze 。 Dn] 一 27re7 Vu’) 


47ne?’ 
m 


其 中 队友 由 一 部 分 组 成 一平 光 ( 粗 态 ) 守 度 分 布 , 半 度 的 高 

nn 一 nF) 十 和 十 5 (7. 62) 
而 电场 则 由 电磁 波 ( 又 分 为 泵 波 0 和 散射 波 s, 统 称 横 波 t) 的 电场 
和 静电 波 ( 电 子 等 离子 体 波 p 和 离子 声波 a, 统 称 纵波 1) 的 电场 组 
成 . 


— ne st Vn. (7. 61) 
mm 


E=E+E, E=E+E., E=E,+E,. (7.63) 
将 (7. 62)、(7. 63) 式 代入 C7. 61) 式 的 最 后 两 项 ,四 将 它们 改写 成 


47nnoe’ 
7I2 


1 十 六 -十 到 (E+ E, 十 五 。) 


一 4re 一 VCzo 十 和 十 7L) 


一 一 wiE. 二 | 过 2 一 oo 4] 书 一 生地 十 2) 五 
一 wiE,— 4re 一 Vlno 十 nt). (7. 64) 
在 上 式 的 推导 中 用 到 了 电子 静电 波 所 满足 的 泊 松 方程 
V 五, 一 一 4nxent, (7. 65) 


另外 (7 61) 式 中 的 电子 总 流速 也 同样 可 以 写成 各 波 场 所 驱动 的 
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扰动 速度 之 和 
WU 二 丽 十 机 二 于 十 码 十 WU 丽 二 届 十 Us (7.66) 
于 是 wu。u 可 以 分 成 高 频 部 分 和 低频 部 分 
=u Wp + Ua) 
一 2 十 us 十 十 2u.。 Us 十 2Ut i 十 2Up * Ua。 . 
一 (22) "十 (wu?)". 
其 中 高 频 部 分 由 两 个 高 频 成 分 相 乘 后 的 和 频 分 量 , 及 高 频 成 分 与 


， ”低频 成 分 的 乘积 (不 论 和 频 与 卷 频 ?组 成 


(Ww2)° = Cu) 2) 二 2(W Wp) QU» Us + 2Up * Us, 
- (7. 67) 
而 低频 部 分 中 由 低频 成 分 的 相当 项 ,及 两 个 高 频 记 分 相 采 后 的 关 
频 分 量 组 成 
(z2 并 一 za 十 (站 十 (并 十 2(0 Wo). (7.68) 
在 某 些 电磁 波 和 静电 波 方程 的 非 线性 耦合 项 中 ,我们 只 需 取 高 频 
成 分 (x?)". 而 在 离子 声波 波动 方程 的 非 线 性 耦合 项 中 ,我 们 只 取 
低频 部 分 (w?)…. 
扰动 的 流体 速度 与 扰动 密度 分 别 与 驱动 它 们 的 各 种 波 场 有 
关 . 由 电子 流体 的 运动 方程 ， 在 最 低 阶 的 近似 下 ,只 ‘保留 电场 驱动 
力 项 ,有 


Ou 
Br mE 
于 是 z 
n= -— [Ede. (7. 69) 
频 扰动 的 电子 密度 可 以 从 泊 松 方程 (7. 65) 得 出 
nv 一 一 re E,. 
在 低频 下 ,电子 密度 扰动 可 以 完全 与 离子 的 扰动 同步 ,所 以 可 以 令 
mL =, “(7.70) 
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而 扰动 的 离子 密度 可 以 由 离子 的 运动 方程 得 出 . 在 (7. 11) 式 中 略 


去 非 线 性 的 力 项 ,只 保留 线性 ( 热 压力 ) 驱 动 项 后 ,有 


.其 中 二 nio 十 ni 分 别 是 平衡 (无 扰动 ) 的 离子 密度 分 布 和 离子 声 
频 的 扰动 离子 密度 ， 于 是 


一 C2 工 1 [va 《7. 71) 


对 于 给 定 的 波 模 ( 泵 波 或 各 种 等 离子 体 波 ) , 波 电场 有 确定 的 频率 
和 波 矢 ,其 时 间 快 变 部 分 (也 即 是 线性 部 分 ) 可 以 取 平 面 波 的 形式 . 
因而 上 面 的 积分 或 微 商 就 可 以 容易 地 求 出 ,这 样 扰动 流速 及 密度 
就 和 驱动 它 的 电场 有 线性 的 代数 关系 . 
2. 电磁 波 的 粒 合 方程 组 

将 (7. 61) 及 (7.64) 式 代入 (7. 58) 式 ,并 把 原来 方程 右面 的 
一 已, 项 移 到 左面 ,电磁 波 的 非 线性 耦合 波动 方程 可 写成 


Es ‘|E. = AnJ',. (7. 72) 


方程 式 的 左面 对 于 电磁 波 的 电场 来 说 是 线性 的 ,而 方程 右面 代表 
可 能 出 现 的 所 有 非 线性 高 频 斐 合 项 


4r74 一 一 dneu[n(V 。z) 十 (KK。V)7 | 一 2ren Vu ) 


十 于 二 _ wr E, 一 en 十 ni)E. (7. 73) 


和 非 扰 动 的 梯度 项 Vr(no 二 nn ). 
为 了 看 出 波动 方程 右面 非 线 性 耦合 项 能 描述 什么 样 的 参量 过 
程 , 以 第 一 大 项 一 4re(xu: 十 三 十 za)[2CV。z) 十 人。V)z] 为 例 来 说 
明 . 将 (7. 62) 和 (7. 66) 式 代入 其 中 的 第 一 项 以 后 ,可 以 进一步 把 它 
写 开 成 
一 4rettLza(V。zD) 十 (wu Wn 
一 一 dnxeui[no(Vi Ww) 十 Wi Vnot (ue V,)zo 
(7.74) 
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一 4rer[7a(W 。1) 二 + (ul Vm 十 (ut 。 Vn | 
(7.75) 
一 4nxeu[nt (Vi WW) 十 ae VO 十 Cu * VOn]. 
(7.76) 
如 果 假 定 波动 方程 左面 的 横 波 (下 标 t) 为 泵 波 wo, 而 其 右面 的 横 


， 波 代表 散射 电磁 波 w, 且 纵波 (下 标 1) 由 电子 静电 波 we 和 离子 声 


波 w, 组 成 , 则 (7.74) 一 (7.76) 三 项 就 为 泵 波 所 满足 的 波动 方程 提 


供 了 右面 的 非 线性 耦合 项 . 其 中 (7. 74) 项 可 以 描述 以 下 三 波 参量 
过 程 


Wo 一 WwW, 十 wp， wo — os 十 wa， Wo 一 sl 十 Wy; 


”它们 习惯 上 被 称 为 ; 受 激 拉 曼 散射 (SRS) , 受 激 布 里 渊 散射 (SBS) 


和 三 (电磁 ) 波 混 频 . 而 (7.75) 项 可 以 描述 以 下 四 波 参 量 过 程 
Wo > Cs 十 cpl 十 wpz， Wo 一 ws 十 wp 十 ws， 
Wo 一 Wsl 十 Wss 十 wp. 
最 后 (7. 76) 项 可 以 描述 以 下 四 波 参 量 过 程 
wo > ws 二 wp 二 Wa wo > ws 二 wal 十 Woz， 
Wo 一 osl 十 Wsz 十 was. 
如 果 把 we 和 ww 对 换 , 则 (7. 74) 一 (7. 76) 项 就 提供 了 上 述 过 程 中 
散射 波 ww 波动 方程 右面 的 非 线 性 耦合 项 . 这 时 取 左 面 的 横 波 为 散 
射 波 ;右面 的 项 中 当 只 有 一 个 横 波 时 , 取 它 为 泵 波 , 当 有 两 个 横 波 
时 ,其 中 一 个 是 泵 波 , 另 一 个 是 第 二 个 散射 波 . 用 类 似 的 方法 可 以 
将 4xJ 5 中 的 所 有 其 他 项 对 应 的 参量 过 程 辩 认 出 来 . 所 有 过 程 一 
共有 14 个 (包括 上 面 已 经 给 出 的 ), 其 中 有 三 波 过 程 5 个 (包括 
SRS,SBS,TPD,IADI 等 几 个 在 7. 3. 1 小 节 中 提 到 过 的 典型 过 
程 ) : . 
wo -> 内 十 由 (SRS), wo — w+ w, (SBS), 
wo 一 opl 十 op (TPD); oo 一 ou 十 ws (ADI)， 
Wo 一 Ws 十 sz. (7.77) 
四 波 过 程 8 个 : 
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Wo -一 0s 十 opl 十 opz， oo 一 sl 十 ss 十 om， 
Wo 一 opl 十 wpz 十 Wps; ao 一 os 十 op 十 oa， 
Wo 一 Wsl 十 Wsz 十 oa; 

oo 一 os 十 oal 十 oa， oo 一 op 十 oa 十 aa， 


Wo 一 wpl 十 wp 十 os. 《7. 78) 


以 及 1 个 二 波 过 程 , 即 由 4ry i 中 (CYT/m) VV 一 wt.)E， 项 所 贡献 
的 共振 模 转换 
wo 一 wb,. (7.79) 
3. 电子 静电 波 的 耦合 方程 组 
将 (7. 61) 及 (7. 64) 式 代入 (7. 59) 式 ,并 把 原来 方程 右面 的 
(CT TV: 一 os) 忆 项 移 到 左面 ， 电子 静电 波 的 非 线性 看 合 波动 
方程 可 写成 


[区 十 ope 一遍 过 VB = 4 . (7. 80) 


方程 右面 代表 可 能 出 现 的 所 有 非 线 性 高 频 扰 动 电流 项 
AnJ?,, 一 一 4nxeu[n(V*e WU) 十 WW* Wn|— 2ren Vu’) 


一 wi.E. — nt ni)E. (7. 81) 


用 和 电磁 波 情况 时 相同 的 讨论 方法 , 可 以 得 出 涉及 静电 波 的 所 有 
三 波 和 四 波 参 量 过 程 .除了 在 (7. 77) 一 (7.79) 式 中 含有 静电 波 的 
9 个 参量 过 程 外 (这 时 静电 波 波动 方程 描述 在 这 些 参量 过 程 中 , 静 
电波 所 满足 的 耦合 方程 ) ,还 有 以 下 5 个 不 涉及 电磁 波 的 纯 静 电波 
间 的 相互 作用 过 程 : 
ap 一 pi 十 opz， ap 一 pl 十 opz 十 osy cp 一 cp 十 cas ， 、 
wp 一 pl 十 pz 十 oa， ”wp 一 op 十 cal 十 caz. (7. 82) 
4. 离子 声波 的 烛 合 方程 组 
出 发 的 离子 流体 方程 组 是 (7.7) 和 (7. 11) 式 , 即 


十 y: (niu; ) 一 0， (7. 7) 
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y+) | Ci vn 


Es (7. 11) 


对 连续 性 方程 再 求 一 次 时 间 导 数 , 有 


2 二 六， [各 + 物 ]=0， 


,代入 连续 性 方程 和 运动 方程 后 ,可 得 描述 离子 声波 非 线性 耦合 过 


CT Vini 一 V， | aa “Vnit nu Ve uu 


(7. 83) 


十 性 vu 十 pconl 


当 不 考虑 上 式 右面 的 非 线性 项 时 ,就 回 到 了 描述 小 扰动 的 线性 离 
子 声 波 方程 


2 一 C Vini = 0， 
当 令 mi(r,) 二 nioexp (ik。，r 一 iwt) 后 ,可 得 离子 声波 的 色散 关系 
w, = ARC。， (7. 84) 


其 中 C, 就 是 (7. 12) 式 给 出 的 离子 声速 . 而 (7. 83) 式 右面 的 非 线 性 
项 则 可 以 描述 以 下 8 个 涉及 离子 声波 的 参量 过 程 ,其 中 上 面 已 经 
涉及 的 有 6 个 : 
wo — wW, 十 w, (SBS), on > wp 十 w。(IADA); 
wo -> 由 十 wD 十 (2) ， wo —> w, 十 mw 十 (2) ; 
wp 一 dp 十 oa dp 一 ap 十 wr 十 w(2) . 
而 这 里 新 出 现 的 只 涉及 离子 声波 本 身 的 过 程 有 2 个 一 一 离子 声波 
的 三 波 与 四 波 衰变 过 程 ， 
w, > w 十 we) > w, > wh 十 ww? 十 oG)， (7.85) 
以 上 给 出 的 涉及 电磁 波 、 静 电波 和 离子 声波 的 所 有 参量 过 程 
一 共有 21 个 ,分 别 列 在 (7. 77) 一 (7.79),(7.82),(7. 85) 各 式 中 . 
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7.3.3 主要 参量 过 程 的 线性 理论 


1. 受 激 拉 曼 散射 (SRS) 过 程 的 波 、 模 灶 合 方程 及 其 简化 
(1) 耦合 波动 方程 组 
由 一 般 性 的 电磁 波动 方程 (7. 63) 和 静电 波 波动 方程 (7.78) 可 
以 得 出 只 涉及 SRS 过 程 
wo = ws 十 w， ko = k, 十, 
的 非 线性 耦合 方程 组 . 其 中 描述 入 射 ( 泵 ) .散射 电磁 波 和 电子 等 离 
子 体 波 的 三 个 方程 分 别 是 


2 
Es 十 ope 一 V: |E, 一 一 4neus no V°* Us, + Us, * Vno) 


2 


一 4neno VUp * Us) 一 dreupus * Vno— ntE,, (7. 86) 
0 
ca 2 2 
| 十 ope 一 Vy 5 一 一 4nxeuo(noV* Up Up * Vno) 
一 4neno VC * U0o) 一 4neuUo * Vno— we nrE,, (7.87) 
120 
Oz 
医 十 wr 一 3v2 V: |E, 
一 一 4nxeno V(Uo * Us) 一 4ne(Uuous 十 UUo) * Vno. (7. 88) 


在 导出 最 后 一 个 方程 时 ,采取 了 通常 文献 中 假定 的 
7T 3T 2 2 7。 


一 一 一 三 (ze 一 37 . 
777 1 e te 》 me 


其 中 (ve 是 电子 速度 的 平方 (在 麦克 斯 韦 速 度 分 布 上 的 ) 平 均 ,而 
ze 是 电子 的 特征 热 速度 . 

绝热 指数 (或 比 热 比 ) 取 一 维 时 的 值 *=3, 是 考虑 到 电子 静电 
波 相 速度 大 于 热 速 度 ,因此 它 对 电子 流体 的 压缩 过 程 可 以 被 当成 
一 维 的 绝热 压缩 . 即 在 一 个 波 周期 中 ,被 压缩 流体 的 动能 只 在 波 的 
传播 方向 上 发 生变 化 ,还 来 不 及 通过 热 运动 或 磁 擅 而 均 分 到 另 两 


| 
。 


a 


， 法 一 一 模 耦 合 方程 解 . 当 参 量 过 程 中 诸 波 间 的 能 量 、 动 量 交换 只 占 


7.3 参量 过 程 的 线性 演化 和 非 线 性 演化 297 


个 方向 上 去 


上 面 方程 中 的 电场 是 时 间 和 空间 的 任意 函数 ,从 这 类 方程 求 
出 的 解 被 称 为 全 (完整 ) 波 解 ,一 般 只 能 通过 数值 的 方法 得 到 . 本 书 
中 不 讨论 全 波 解 的 具体 求解 法 ,下 面 我 们 给 出 一 种 近似 的 求解 方 


各 波 能 量 和 动量 的 很 小 部 分 时 ,它们 的 幅度 绝对 值 随时 间 、 空 间 的 
变化 很 缓慢 . 也 即 在 一 个 波 周 期 内 或 一 个 波长 的 距离 中 , 波 的 幅度 
的 变化 可 以 当成 小 量 . 这 样 各 个 波 基本 上 仍 保持 平面 波 的 形式 ,只 
是 其 波 模 ( 波 幅 ) 不 再 是 常数 ,而 是 随时 间 、 空 间 缓 变 的 函数 . 在 这 
种 近似 成 立 的 物理 条 件 下 ,可 以 通过 下 面 的 方法 将 上 面 的 全 波 耦 
合 方程 组 改写 成 ( 波 ) 模 耦合 方程 组 . 

(2) 模 耦 合 方程 组 

为 了 将 波 场 分 成 时 空 慢 变 和 快 变 的 两 部 分 , 设 


E. 一 sealer 十 e+ iter ， (7. 89) 


其 中 ( 波 ) 模 elr,t) 是 时 、 空 慢 变 的 复 变 量 ( 因 而 s” (~, 妃 是 它 的 复 
共 轿 ), 而 上 式 中 的 指数 部 分 是 原来 无 克 合 平面 波 的 时 、 空 快 变 部 


a 二 0,s,Pp. 


分 . 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 引入 表征 时 间 慢 变 的 特征 量 也 ,有 


~ e(t) cc e(0)e 
当 工 >>0, 波 模 就 随时 间 指 数 增长 (不 稳定 ); 反 之 , 波 模 就 减 小 ( 阻 
尼 ). 一 般 在 |P/ol 委 10-? 时 ,通过 模 耦 合 方程 可 以 很 好 地 描述 参 
量 过 程 中 各 波 的 时 间 行 为 . 对 空间 慢 变 行为 的 描述 可 以 用 完全 类 
似 的 办 法 进行 ,这 里 就 不 详 述 了 . 利用 上 面 对 波 电场 的 分 解 ,以 及 


hm 一 一 eV: E,, u,=— £ [Ed, 
可 以 将 全 波 方程 组 中 其 他 物理 量 分 成 慢 变 和 快 变 部 分 ， 和 如 速度 部 
可 以 写成 
mw 一 六 2 el ese "ro e* -ikar—e |], qa = 0,s,p. 


(7. 90) 
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下 面 给 出 从 和 泵 波 的 全 波 方程 导出 相应 模 耦 合 方程 的 方法 . 根据 
《7. 89) 式 ,利用 
3 1 


mE 一 te, ee 一 iwe 十 S| & 十 c.c. |， 
其 中 c.c. 和 大， 以 及 
VY* E,. = 六 ee。 | eic Gil。 十 We 二 c.c， ]， 


系 波 电场 的 方程 (7. 86) 可 以 化 成 相应 的 模 耦 合 微分 方程 (下 面 只 
保留 了 慢 变量 的 一 阶 时 间 导 数 项 8/at, 而 略 去 了 与 它 相 比 小 得 多 
-的 时 间 二 阶 导数 项 3?/82) 


+ 人 ko VC— 1%, & 


加 EC ([- . Wswp 
4mwowsw, (eo * ed) ll To 名 


十 1Ceo。es) (ee。Vlnzo) 
二 1(eo * ep) (es * Vlnno) 十 iee。es)(eo。 W es, 


+il 十 pe | ce 。es)es(e， Vel. (7. 91) 


在 导出 上 式 时 用 到 了 k。， eo。 一 k。。e. 三 0( 横 波 ) 和 Kk。，e, 二 ks( 纵 
波 ) ,其 中 


2 2 
wo Woo 2 


—— /2 272 
2owo Woo 一 wpe 十 cAo， 


可 以 解释 为 因 参 量 过 程 中 模 耦 合 所 引起 的 泵 波 频 移 (对 本 征 频率 
wo 的 偏离 ). 在 上 面 方程 中 的 空间 梯度 都 是 对 空间 慢 变 量 no ,6 ,6， 
来 作 的 ,在 最 低 阶 的 近似 下 ,可 以 把 它们 作为 小 量 而 略 去 . 这 样 最 

后 可 得 泵 波 的 模 耦 合 方程 
[ 喜 一 iD so 一 一 4(eo。 :| 1 十 | ee， (7. 92 ) 


其 中 非 线 性 耦合 系数 


12, = 
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2 
A = ee (7. 93) 


4mwows wp 


同 理 可 得 另外 两 个 波 的 模 耦 合 方程 组 


[总 一 1f2。 js 一 4(eo :| 和 一 1jsos' ， (7.94) 
9 . 
EE 一 iD s 一 4(eo。es)EsoE。， (7. 95) 
其 中 散射 波 和 等 离子 体 波 的 频 移 分 别 是 z 
2 ,2 
0. = - pt bo 一 wpe 十 cs; 
ws — co2 
2 = 一 一 妆 ， wy 一 外 十 3vi。 
p 2w, p 
(3) 模 耦 合 方程 组 的 简化 
今 
es = galt)er et, a= 0,s,p, (7. 96) 
并 假定 2.=2. 十 2,, 可 以 进一步 简化 模 耦 合 方程 . 结果 得 到 以 下 
的 联 立 方程 组 
2 g, go de = Bogsgosing; (7.97) 
Br pogsgpcos 20 Dr 08sSpSllC ; 。 
8 Bsgogocos0, gs A 一 Bgogosin0; (7. 98) 
a = ,gogscosO， gp he 一 B,gogssing. (7. 99) 


而 耦合 系数 
ps = Aleo el 1 十 党 ,pb. = Ale, | 全 一 1| ， 
Bp 一 A(eo e。). 
方程 (7. 97) 一 (7. 99) 就 是 下 面 对 SRS 过 程 作 线 性 和 非 线 性 稳定 


性 分 析 的 出 发 点 . 
2， 受 激 拉 受 散射 CSRS) 过 程 的 线性 稳定 性 分 析 
在 SRS 不 稳定 性 发 展 的 初始 阶段 也 即 线性 阶段 , 泵 波 很 强 ， 
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而 散射 波 刚 刚 超过 热 噪声 或 本 底 ( 种 子 ) 的 扰动 水 平 . 这 时 泵 波幅 
度 可 以 近似 地 当成 常数 ,于 是 可 令 


9g 
BH = 0 go= g0(0) = goo. 


结果 SRS 的 模 耦 合 方程 组 就 只 剩 下 两 个 (其 中 含有 作为 时 间 函 数 
的 相 角 差 9(z) ,但 它 的 具体 值 不 影响 线性 分 析 , 故 这 里 不 列 出 关于 
相 角 的 演化 方程 . 在 线性 演化 阶段 ， 我 们 避 凡 取 它 们 的 初始 值 
0(0)=0,): 


区 Sg 


Soogpcoslo， 一 Pgogs cosO,. (7. 100) 


今 occ croT 上 面 的 和 分 方程 训 成 代 玫 广 各 着 衣 


Wn Ow , 
2 — 1|e。* e.| |cosd,|. 


pe 


显然 二 0, 也 就 是 说 这 时 入 射 泵 波 会 将 能 量 带 给 散射 的 等 离子 体 
电磁 波 和 电子 静电 波 ,使 它们 随时 间 指 数 地 增 大 一 一 这 就 是 SRS 
不 稳定 性 . 代入 耦合 系数 ,并 取 wp 过 wm, ww, 最 后 可 将 SRS 不 
稳定 过 程 的 线性 增长 率 写成 下 面 的 常见 形式 


站 a ato we 


bBogo0 lcosO, | 一 |Al|go 


4 w. leo * es | |cosbu |. (7. 101) 
其 中 


E800 
mwo 


是 电子 在 泵 波 电 场 go 中 的 “ 拌 动 ”速度 .将 增长 率 写成 上 面 的 特殊 
形式 是 为 了 和 用 其 他 方式 所 得 出 的 表达 式 作 比较 . 一 般 文献 中 给 
出 的 增长 率 是 和 电磁 波 的 极 化 (偏振 ) 取 向 无 关 的 (如 文献 [7])， 


wo 一 


六 忆 Rouo | wr 


9 
4 Cs wbp 


只 有 刘 全 生 等 人 ( 见 文献 [8]) 给 出 过 与 电场 极 化 取向 有 关 的 增长 
率 表 达 式 
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~ Ke “ee |e，。e。 |. 
2 Vw 


这 个 增长 率 表 达 式 和 (7. 101) 式 给 出 的 极 化 关联 是 相同 的 ,它们 表 
明 ， 当 散射 电磁 波 的 极 化 方向 和 泵 波 的 极 化 方向 垂直 时 ,增长 率 
为 零 . (7. 101) 式 还 表明 SRS 的 增长 率 和 三 支 焰 合 波 的 初始 相 角 
差 9, 有 关 , 这 是 其 他 增长 率 表达 式 所 不 曾 指出 的 . 这 些 理论 结果 
都 可 以 通过 精心 设计 的 实验 来 检验 . 
3、 受 激 布 里 渊 散射 (SBS) 过程 的 线性 稳定 性 分 析 

(1) 全 波及 模 看 合 的 方程 组 . 由 一 般 性 的 电磁 波动 方程 
(7. 63) 和 离子 声波 波动 方程 (7. 81) 可 以 得 出 只 涉及 SBS 过 程 

wo 一 ws 十 Wa， po 一 有 十 As 
的 全 波 波动 方程 组 
去 十 op 一 V: |E, 一 一 4rets (noV* Us Us * Vno) 


— 47neu us . VYno -一 47eno V(u, “ Us) 


2 
— TpenLE,., (7. 102) 


no 
[六 十 wr 一 C2 V: |E. 一 -一 4neuo (no V °。 Ua 十 Ka “ V no) 
一 AneusuUo * Vno 一 dreno VC * Uo) 


2 
— Spentp,, (7. 103) 


No 
攻 _ Cs Vi’ |n; = 一 一 一 2 [no V(uo * Us ) |]. (7. 104) 


当 波 模 ( 幅 ) 是 时 间 和 空 ,加 的 慢 变 量 时 , 可 以 将 全 波 方程 改写 成 模 
方程 . 对 电磁 波 E。 和 E,, 仍 利用 (7. 89) 和 (7. 90) 式 来 把 波 场 分 成 
时 、 空 慢 变 量 和 快 变量 . 对 离子 声波 中 的 离子 密度 扰动 则 可 以 写成 

ni 一 [Ne wt 二 c.c. j」， (7. 105) 


而 相应 的 离子 速度 扰动 则 可 以 用 线性 近似 下 的 运动 方程 得 到 ， 


全 
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2 
| WU, 二 一 | vndt. 
当 n; 取 表 达 式 (7. 105) 时 ,可 得 
Cs 


Ki 一 nw kn kK, 一 ke,. (7. 106) 


将 这 些 表达 式 代入 全 波 方程 组 ,并 同 SRS 中 一 样 ,忽略 其 中 对 空 
间 慢 变 量 的 空间 导数 后 ,可 得 相应 的 模 灿 全 方程 组 


3 . 
EE 一 iD so 一 一 iBLks (eo * e.) 十 kok, (es。es)]NVe， 


co2 
+ _ pe 
1 (e e ) 人 Ne 
4niowo 0 Ss s? 


9 . . 
EE 一 iD,| és 一 1B[LA(e。e。) 一 kk,(es * eo) IN*e, - 


ws 
» Pe. x 
一 1 (eu。e ) 人 Ne 


a 1 
区 加 im] N 一 一 iC&s(eo。es)eoey . 
其 中 
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s noe w 一 CR 
一 C = 一 -2 ，0. 一 至 二 ~ 


9 -一 
mM CO0CUs wa 4mimwows ws 20w, 


注意 到 ,在 上 面 两 个 电磁 波 模 方程 右面 的 非 线性 项 中 ,第 一 项 远 小 

于 第 二 项 . 因为 第 一 项 的 量 级 为 

dnnoe: ksC: 加 Wo ww wpe Ww, 
4n0 Wows ws, 4nowo, Cs 

上 式 中 的 第 一 个 因子 就 是 非 线性 项 中 的 第 二 项 的 数量 级 ,而 由 于 

离子 声波 的 频率 远 小 于 散射 电磁 波 的 频率 w<w, 故 上 式 的 第 二 


BA: = 


4720 mwow,w, ? 


个 因子 远 小 1. 也 即 非 线性 看 合 项 中 第 一 项 只 是 第 二 项 的 w/w,~ 


10 忆 左右 ,因此 下 面 在 电磁 波 模 厢 合 方程 中 我 们 将 略 去 右面 第 一 
项 . 


下 面 ,采取 同 SRS 过 程 中 相同 的 简化 方法 , 令 
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cc -一 
ce —g @iosa CD) +ilo,st N=g ih +iO 
0,s 0,s 9 a 9 
并 假定 Q, 二 0 十 02,, 最 后 可 以 得 到 描述 SBS 过 程 的 模 耦 合 方程 组 

3d 
一 Pogsgssind, go oh 一 Pogsgacos0; (7.107) 
O _ 
3 一 一 Pp.gogasing, Bs A 一 pgogscosDO; (7. 108) 
OF, 
a 一 agogsSinO， &a 一 一 pgogscosl. (7. 109) 
其 中 0 二 加 一 各 一 各 ,而 看 合 系数 (已 略 去 了 小 量 ) 
| 2 2 
dt pe /,.， 
B, 一 一 Ct. “es), bp, = fw. (eo e。) ， 


PB, = Chks (eo * es). 
可 见 和 SRS 一 样 ,在 SBS 中 也 不 存在 散射 波 的 极 化 方向 和 和 泵 波 极 
化 方向 相互 垂直 的 散射 过 程 。 

. (2) 线性 稳定 性 分 析 . 在 SBS 不 稳定 性 发 展 的 初始 阶段 , 同 
SRS 过 程 一 样 可 以 假定 泵 波 的 波 模 为 常数 , 即 令 go(t) 一 go 二 党 
数 . 于 是 模 耦 合 方程 组 进一步 简化 成 ( 同 SRS 的 线性 分 析 一 样 ,这 
里 也 不 讨论 相 角 的 时 间 演 化 ) 


9g。 
Ot 


Opg, . 
=— Pgwgosinds, “= Brgongssingo. (7.110) 


令 
Te 
Bs Ba SC € 9 


可 得 SBS 过 程 的 线性 不 稳定 增长 率 


T= YV -一 p8.0.glsingo | |eo 。 e。| (7. 111) 
， 2 
Kuo | om | olsing| le esl. (7. 112) 
4 COs 0, CUs 


上 式 右面 的 第 一 、 二 个 因子 是 一 般 文献 中 也 给 出 过 的 ( 见 文献 
[7]) ,第 三 个 因子 在 SBS 中 接近 于 1. 和 SRS 线性 增长 率 表 达 式 
一 样 ,这 里 给 出 的 表达 式 还 指出 增长 率 跟 初始 相位 差 以 及 泵 波 与 
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-一 


散射 电磁 波 极 化 关联 有 关 . 

前 面 曾 指 出 ,在 本 童 给 出 的 理论 框架 下 ,可 以 讨论 多 达 21 种 
的 参量 过 程 . 下 面 作为 例子 ,将 对 一 个 已 知 文献 所 不 曾 分 析 过 的 参 
4. 三 电磁 波 混合 的 线性 稳定 性 分 析 

这 个 过 程 涉 及 的 三 个 波 均 是 电磁 波 , 它 们 满足 的 能 量 和 动量 
守恒 条 件 为 

Wo = wsl wo, ko = ks 十 天， (7.113) 

描述 这 个 过 程 的 全 波 波动 方程 是 


| 十 wze 一 c? V: |E, 
一 一 4reLus Us * Vno) 十 Ws Us * Vno)] 一 4re VOus » us), 
[各 十 号 一 ev]|E, 
= 4xefu, (uu, “Vo) 十 zsz (ko。Vz7o)] 一 4re Vuo * us), 
[这 十 we yz 
一 一 4reLuo(l。Vzo) + WiCUo * Vno)] — 4ne Vuo * ue). 
利用 与 讨论 SRS 及 SBS 相似 的 办 法 ,将 泵 波 电 场 写 成 


ie e™ koro Ao | 十 Cc,C., } 


而 将 两 个 散射 波 电 场 (下 面 ,为 了 简单 ,将 它们 的 下 标记 为 1 和 2) 
写成 
1 


:= Fe (Bole®™ + el] ec, ), i= 1,2, 


可 以 得 出 这 个 过 程 的 线性 增长 率 
1 =b?[ (el e2) (Eo * Vno) 十 (el 。 Eo)(e,»* Vno) | 
X [le * e2) Eo * Vno) + (ez * ES) (er Vno)].(7.114) 
其 中 耦合 系数 


9 
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272 Wows1 0s" 

从 增长 率 表 达 式 可 以 看 到 

(GD 此 过 程 只 发 生 在 具有 很 大 密度 梯度 的 等 离子 体 中 ,例如 
在 由 强 激 光 打 固体 靶 而 产生 的 薄 等 离 体 层 中 ;对 均匀 等 离子 体 ,此 
过 程 不 会 发 生 (T 寺 0). ) 

(i) 此 过 程 是 否 不 稳定 还 与 各 波 间 极 化 关联 ,以 及 各 波 极 化 
方向 与 密度 梯度 方向 的 关联 有 密切 关系 . 当 泵 波 是 斜 入 射 的 P 
波 , 而 散射 波 也 是 斜 出 射 的 P 波 时 ,线性 增长 率 鱼 总 是 正 的 一 一 即 
此 过 程 总 是 不 稳定 的 . 


7.3.4 稍 波 衰竭 引起 的 非 线性 演化 过 程 


在 前 面 的 线性 稳定 性 分 析 中 ,我 们 假定 泵 波 的 强度 (因而 波幅 
或 波 模 ) 是 常数 .但 随 着 时 间 推 进 ,散射 波 的 幅度 会 指数 型 地 增 大 ， 
以 至 于 达到 和 和 泵 波幅 度 可 以 相 比 的 程度 . 于 是 泵 波 的 幅度 就 会 不 
断 衰 减 ,而 散射 波 也 不 可 能 再 以 指数 形式 增 大 . 这 时 不 稳定 过 程 进 
入 了 非 线 性 的 发 展 阶段 . 最 后 当 泵 波 耗 尽 时 ,散射 波 也 会 达到 饱 
和 . 事实 上 导致 参量 过 程 进入 非 线性 发 展 阶段 的 机 制 还 有 很 多 ,但 
在 本 节 中 ,我 们 只 讨论 由 于 泵 波 衰竭 引起 的 非 线性 演化 过 程 . 
1. SRS 过 程 的 非 线 性 行为 

讨论 的 出 发 点 是 式 (7. 97) 一 (7. 99) ,与 线性 分 析 不 同 , 这 里 不 
再 令 泵 波 波 模 为 常数 . 在 解 上 述 6 个 联 立 方程 前 ,我 们 先 分 析 一 下 
其 中 所 包含 的 积分 不 变量 ,也 即 守恒 量 . 

(1) 方程 组 所 含有 的 守恒 量 

一 共存 在 3 个 守恒 量 . 第 一 个 是 

gogsgrsing = C1. (7.115) 

其 中 Ci 是 常数 , 它 的 取 值 可 以 从 初 值 googsgrosing。 给 出 ,也 可 以 
从 任 一 时 刻 的 这 几 个 量 的 测量 值得 出 . 这 个 守恒 关系 的 推导 如 下 . 
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由 (7.97) 一 (7. 99) 式 中 的 三 个 相位 方程 可 得 


加 A gS - #) = = sing| es。 sgp Bgogp — frgog: |， 
Bs Bp 
在 上 式 两 边 同 乘 sin6 后 ,得 pe . | 
dcos0 _ sin’g| Bul pb. Bgogp — Bgug: | 
ot go gs gp 了 


”” 另 一 方面 ， 从 三 个 波 模 方程 可 得 
: Boggy. Bugogs Brgoge | 
Bs | BP 
生息 在 上 面 两 个 导出 的 式 于 而 ， 方 括 导 中 的 项 是 相同 的 将 这 项 
: en 可 得 


Sln(gog, gp) 一 一 ‘cos0| 8 


115) 式 ,也 即 第 一 个 守恒 量 . 下 面 来 求 另 两 个 守 
恒 量 . 从 关于 ge 一 0,s,p) 的 微分 方程 出 发 在 两 入 同 乘 g。 后 ,可 


加 得 连 等 式 
1 4 
2B, ot 一 20。 ar 一 2p， Ot 一 BogsBoeos 
有 这 三 个 连 等 式 可 以 得 到 两 个 独立 的 等 式 
四 人 二 生 一 Cs， 名 + 清二 C， (7.116) 


”这 就 是 第 二 三 个 守恒 量 ,它们 将 ge 和 g,(g) 分 别 联系 起 来 


. . B Bp, 一 C， 本 Cs. z (7. 118) 
这 两 个 常数 也 可 以 通过 泵 波 和 散射 波 的 初 值 来 给 出 . : 

(2) 方程 组 在 某 些 特殊 情况 下 的 解析 解 

如 果 在 初 给 (一 9) 时 ,有 Ci= 0. 这 可 以 是 由 初 的 相位 类 
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sin 一 0 引起 的 ;也 可 能 是 由 于 在 一 开始 ,等 离子 体 中 只 有 权 波 ， 

而 没有 散射 波 ( 它 们 只 处 在 热 噪声 的 水 平 ), 即 gzgrmo<“0. 这 时 
第 一 个 守恒 量 在 以 后 的 任何 时 刻 也 一 直 保 持 零 值 ,C1 二 0. 但 在 

_ SRS 不 稳定 性 发 展 起 来 后 (:>>0) ,散射 波 的 模 不 断 增 大 ,g,(z) 和 
GD) 不 “再 为 零 , 这 时 为 了 保持 第 一 个 守恒 量 仍 为 零 ， 就 必须 有 


sin0(t) 守 0 或 cosg 十 1. 
另 一 方面 ,从 泵 波 的 演化 方程 可 以 看 到 , SRS 不 稳定 性 的 发 展 使 


泵 波 波 模 在 上 >0 时 不 断 减 小 (go(t) 过 go) ,这 就 要 求 ago/2t>0. 
因此 当 Po (eo Cs ) 盖 0 时 ,应 该 取 cos0 = 十 ]; 而 当 PCeo。 Cs )<<0 


时 ,应 该 取 cosb 一 一 1. 在 下 面 的 讨论 中 ,为 了 确定 ,我 们 取 cosO= 


| 上。 1. 于 是 将 (7. 117) 式 代入 关于 ago/at 的 方程 后 ,有 


多 2 
. 加 ， s. . Pp 


Gi 一 851 十 人， Zz 二 名， 


ome st 


I: ~ V BGul1 — 和 x’), 
V 包 PoGot 十 C,, 


[i = 


arctanhzx _c,— 和 Bb. Gu ， 


将 zx( 也 即 go) 反 解 出 来 后 ， 认得 到 奈 流 流 模 随时 间 训 起 的 解析 表 
达 式 


‘golt) 一 _ Gtanhke, . _YV 有 BGut), 《7. 119) 


其 中 是 积分 常数 ， 可 由 坛 0 时 刻 的 波 系统 初 什 定 出 
] 


C 4 一 = arctanh - 
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C4 对 于 散射 波 的 初 值 A 很 不 敏感 , 当 4:/g2 从 10-* 变 到 10-: 时 ， 
C4 才 从 9. 557 变 到 2. 65; 即 前 者 变 了 6 个 数量 级 ,而 后 者 才 变 了 
3. 6 倍 . 由 (7. 119) 和 (7. 117)? 式 可 以 得 出 散射 波 的 非 线性 演化 行 
为 


gs(t) = Go Aa] Ps siccosh(C, — VBPBGot), (7.120) 
0 


gp(t) = Go \/ Bearccosh(C, 一 人 BBpGot). (7. 121) 
0 


在 图 7.4 中 给 出 了 Cs=3(A?/gw~10 悦 ) 和 C4 二 10(A?/gto 达 107s) 
时 ,SRS 非 线性 演化 过 程 中 泵 波 和 两 支 散射 波 的 行为 : 散射 波 的 
波 模 从 初 值 开始 经 历 了 指数 型 、 短 指数 型 的 增 大 ,然后 趋 于 饱和 ，; 
与 此 同时 , 泵 波 从 一 开始 的 缓慢 下 降 到 急剧 下 降 , 最 后 几乎 耗 尽 . 


， 可 以 看 到 ,散射 波 的 初 值 越 小 ,它们 开始 就 发 展 得 越 慢 , 泵 波 衰 减 


得 也 慢 ; 但 最 后 它们 都 经 历 了 一 个 变化 非常 快 的 演化 ,而 达到 饱和 
或 竭尽 . 


g(t) 
g(t!) 


0 3.5 
1 
(a) 


图 7.4 SRS 中 各 波 的 非 线性 演化 
(a) C4=3,po=2, ps=1. 2,pBp=0. 8,.Cb) C4=10,po=2,pP=1.2,pPp=0.8 


在 非 线性 演化 过 程 中 ,增长 率 ( 或 衰减 率 )T 不 再 是 常数 . 为 了 
估算 不 稳定 过 程 发 展 的 快慢 , 可 以 从 各 波 模 的 解析 和 解 


Py 


go0(t) Go tanh (C, — “VYV PsBoGot) 


2 
演 
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=Go eah| 一 VPsbp , 
中 , 令 插 号 中 的 量 为 零 来 得 到 一 个 特征 的 “ 非 线 性 饱和 时 间 ” 
| TsRS 一 4 (7. 122) 
N BBoGo : 
和 相应 的 “ 非 线 性 增长 率 ” 
T'sps 一 二 一 他 Go (7. 123) 


可 以 看 出 ,增长 时 间 正 比 于 Cs, 当 散射 波 的 初 值 和 /goo 小 时 ,Cs 较 
大 ,因而 整个 非 线 性 演化 耗 时 较 长 . 这 就 解释 了 上 面 图 7.4 中 不 同 
Cs 值 演化 趋势 的 不 同 . 为 了 使 大 家 对 于 SRS 不 稳定 达到 饱和 所 需 
的 特征 时 间 有 一 定 的 量 的 概念 , 取 泵 波 强 度 为 I。=10* W/cm， 
波长 为 加 二 0.35 um, 可 得 rsgs<0. 2 ps (在 估算 中 Cs 设 为 一 个 在 
3 一 10 间 的 量 ). 对 于 更 强 的 泵 波 , 饱 和 时 间 会 更 短 . 一般 说 来 在 多 
数 激 光 聚 变 实验 所 感 兴趣 的 特征 时 间 中 ,SRS 过 程 总 是 能 达到 饱 
和 的 . 

(3) 一 般 情 况 下 SRS 因 泵 波 衰 竭 而 引起 的 非 线 性 行为 

如 果 在 SRS 过 程 的 一 开始 ,散射 波 的 波 模 与 泵 波 相 比 并 不 可 
忽略 (例如 ,存在 着 超出 热 噪 声 水 平 的 电子 静电 波 , 即 所 谓 的 “种 
子 ” 波 场 ) ,或 相位 差 9(0) 关 0, 同 时 以 后 的 0(i) 和 天 0,t>0. 这 时 上 面 
的 解析 分 析 就 不 合适 了 . 但 利用 前 面 得 到 的 三 个 守恒 量 , 仍 可 以 给 
出 非 线 性 演化 行为 的 定性 描述 . 最 后 ,通过 数值 解 模 耦 合 方程 也 可 
以 得 出 非 线 性 演化 的 图 像 ,并 可 以 检验 各 种 近似 方法 的 正确 程度 . 

利用 三 个 守恒 量 , 可 将 SRS 的 模 耦 合 方程 (7. 97) 一 (7. 99) 改 
写成 - 
Eg + 4[CipBo 一 BeBogi (go 一 C2Bo) (go 一 C3Bo)]= 0， 

(7. 124) 


a 


本 9 

站 i 

1 人 a 
a 

加 6 


310 第 七 章 激光 和 等 离子 体 的 相互 作用 


十 4[C1p。 十 ppsgs (8 一 C2pB.) (gs 一 《C: 一 C3)B.)]= 0， 
(7. 125 ) 
3 十 4[C282 十 BoBsgr (ge CPB.) (gt? 一 (Cs 一 C,)p,) |]= 0. 
(7. 126) 

仔细 看 来 ,上 面 三 个 方程 都 有 着 “动能 十 势能 = 总 机 械 能 ”的 形式 
dz 
| dz 
其 中 z 就 是 三 个 方程 中 的 波 模 平方 8*, 忆 就 是 三 个 方程 中 的 常数 
4C1Ba, 而 Ve 则 是 三 个 方程 中 的 剩余 项 ,它们 具有 势能 的 物理 意 
义 一 通常 被 称 为 厦 势 或 者 说 Sagdeev 势 . 按照 这 样 的 物理 图 像 ， 
泵 波 和 两 个 散射 波 就 像 在 保守 势 场 中 的 “粒子 ”. 可 以 证 明 ( 这 里 就 
不 详 述 了 ), 对 应 着 上 面 三 个 方程 的 势能 V。 都 是 开口 朝 上 的 势 阱 ， 
泵 波 像 一 开始 位 于 阱 口 边 的 粒子 ,而 散射 波 则 是 位 于 阱 底 附 近 的 
粒子 . 在 “ 泵 波 粒 子 ” 沿 阱 壁 向 下 滑 的 过 程 中 它 把 动能 交 给 “散射 波 
粒子 ”, 从 而 使 “散射 波 粒 子 ” 从 低 势能 处 上 升 到 高 势能 处 . 最 后 ， 
“ 泵 波 粒 子 ” 到 达 阱 底 时 ,“ 散 射 波 粒子 ”也 达到 了 其 最 高 势能 处 . 由 
于 在 本 章 中 没有 考虑 各 种 耗 散 效 应 (如 碰撞 或 波 -粒子 共振 相互 作 
用 所 引起 的 波 能 被 吸收 ), 故 整个 SRS 三 波 体系 中 的 总 波 能 是 守 
恒 的 . 因此 在 “ 泵 波 粒 子 ” 到 达 阱 底 后 , 它 会 因 “ 惯 性 ”而 继续 沿 壁 上 
升 ,而 “散射 波 粒 子 ” 则 会 回头 下 降 ; 如 此 往返 不 已 ,就 像 光滑 的 弹 

子 在 重力 势 场 中 的 运动 一 样 . 


2 
十 了 (ze) 一 EJ., da 一 0,s,p， 


对 方程 (7. 124) 一 (7. 126) 的 数值 解 也 证 明了 上 述 图 像 . 图 
7.5 就 是 通过 数值 计算 得 出 的 SRS 三 波 非 线 性 演化 图 . 图 中 分 别 


给 出 了 势能 V, 波 模 g。(z) 及 相位 差 9() 的 图 像 . 从 相位 差 的 时 间 
演化 可 以 看 出 , 它 在 一 个 演化 周期 中 基本 保持 常量 ,只 是 在 泵 波 误 
竭 到 底 ( 同 时 散射 波 达 到 饱和 ) 的 前 后 有 一 急剧 的 跳跃 一 一 从 0 一 
x. 因此 相位 差 的 突变 ,在 使 整个 SRS 过 程 随时 间 往 返 振荡 时 起 了 
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关键 作用 . 


A 


x 
(a) 


6 (人 


f 
(9) 
图 7.5 SRS 非 线性 演化 过 程 中 , (a) 势 能 Ve(ze) ,(b) 波 模 go() 及 
(c) 相 位 差 9(z) 的 图 形 


2. SBS 过 程 的 非 线 性 行为 z 
从 SBS 的 模 耦 合 方程 组 (7.105) 一 (7. 107) 出 发 ,完全 类 似 于 
上 一 节 中 对 SRS 非 线 性 演化 的 讨论 ,可 以 找到 此 组 方程 的 三 个 守 


B&B0 &s 80 8 
Ci 一 gogsgacOSO， C, 一 Bo 十 B,? Cs —— Bo 一 B,. 
要 可 (7. 127) 
由 此 可 得 出 第 一 个 守恒 量 C1==0 时 , 非 线性 演化 方程 的 解析 解 : 
go(t) 一 Gotanh (Ca 和 MC— PB.PaGot) 9 (7. 128) 


gs(t)= Gon | Frarceosh(C, —N— PPGot), (7. 129) 
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\ gp (t) = Go , | 一 人 arccosh(C， 一 入 /一 PBsaGot). 《7. 130) 


— 2 _ Bogs 
Go 人 一 8. ， 
而 SBS 的 “ 非 线 性 饱和 特征 时 间 ” 为 
rens 一 Cs C, = arctanh (7.131) 
V BsBa 
在 初始 散射 波 模 和 相位 差 取 任意 值 时 ,也 有 相应 的 履 执 方程， 
82) + 4[Ctps + BB.giC8; — CsBo) Cg? 一 C3B)] 一 0， 
(7. 132) 
E33 + 4[C18s 一 BoBags(g: 一 C2Bs) (g: 一 (Ci; — C3)B.)] =0, 
: (7. 133) 


| a 


(7. 134) 

其 演化 的 行为 和 物理 图 像 也 与 SRS 的 非 线性 演化 相似 ,这 里 就 不 
详 述 了 . 
3.- 四 波 过 程 非 线 性 行为 的 特点 

本 章 给 出 的 非 线性 耦合 模型 ,还 可 以 描述 许多 四 波 过 程 . 这 些 
四 波 过 程 的 线性 分 析 和 非 线性 分 析 完 全 可 以 类 比 于 上 面 讨论 过 的 
三 波 过 程 来 进行 .但 四 波 ( 因 泵 波 衰竭 而 引起 的 ) 非 线性 演化 与 三 
波 非 线性 演化 过 程 在 物理 上 有 些 不 同 ,它们 对 于 散射 波 的 初始 幅 
度 ( 也 即 种 子 的 强度 ) 更 为 敏感 . 因此 ,对 一 个 已 经 被 扰动 过 的 汕 流 
等 离子 体 ,四 波 参量 过 程 可 能 会 起 到 很 重要 的 作用 . 下 面 将 以 一 个 
四 波 过 程 为 例 来 说 明 . 这 个 过 程 相当 于 SRS 过 程 的 扩展 一 一 出 现 
了 两 支 电子 静电 波 . 它们 的 能 量 和 动量 耦合 关系 是 


和 
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wo = ws + wi + wpes ko = ks Koi +-kpz. 
由 于 它 和 SRS 过 程 很 类 似 , 所 以 可 以 类 比 于 SRS 线性 稳定 性 分 
析 一 样 的 方法 来 讨论 ,详细 的 推导 过 程 在 这 里 就 不 给 出 了 (有 兴趣 


的 读者 请 参看 文献 [9]). 
从 这 个 四 波 过 程 的 模 耦 合 方程 可 以 导出 四 个 守恒 量 
C1 一 gogsSl1g2Slinl0， C, 一 一 全 
go ，81 So 82 
C=—p th’ “7 pp 


当 第 一 个 守恒 量 C:=0( 这 时 cos0。= 二 1 或 初始 散射 波 的 强度 可 以 
忽略 ) 时 ,有 解析 解 


go0(t) = Go 


1— I 


9 


(1 — 2)? 十 A/go 
其 中 的 四 波 “ 非 线性 增长 率 ” 为 
pp Cn 

po ge Co = 


bo 
bs 


三 波 的 “ 非 线 性 增长 率 ”T'srs 的 最 大 不 同 在 于 : I'srs 对 散射 波 
的 种 子 ( 初 始 幅度 ) 不 敏感 ,而 书 却 正比 于 散射 波 的 种 子 (初始 幅 
度 )A. 前 者 在 种 子 的 相对 值 (A/go) 变 化 3 个 数量 级 时 只 有 3 倍 左 
右 的 改变 ;而 后 者 却 有 同样 数量 级 的 改变 . 因此 ,如 果 在 一 开始 等 
离子 体 中 就 已 经 有 了 相当 强 的 电子 静电 波 ( 它 们 可 以 是 由 先期 发 
展 的 SRS 或 其 他 参量 过 程 所 激发 的 ) , 则 这 种 四 波 过 程 就 会 有 很 
大 的 非 线性 增长 率 和 很 短 的 饱和 时 间 . 因此 我 们 应 该 对 各 种 四 波 
参量 过 程 给 予 足够 的 重视 . 

对 于 C1 头 0( 初 始 相 位 差 不 为 零 , 或 散射 波 的 种 子 较 强 而 不 可 
忽略 ) 的 一 般 情况 ,从 模 耦 合 方程 和 四 个 守恒 量 ,可 以 得 到 四 个 波 
的 厦 势 型 的 运动 方程 . 这 些 方程 组 所 描述 的 四 波 参量 过 程 的 非 线 


有 = 


A 人 2 一 2 = 
. gy0 一 Be 
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性 演化 行为 和 前 面 SRS 非 线性 演化 有 相同 的 图 像 和 特点 . 


7.4 未 完全 剥离 等 离子 体 中 的 参量 过 程 ， 


本 章 从 7. 2 节 开 始 , 是 从 波动 方程 (7. 17) 出 发 来 描述 各 种 参 
量 过 程 的 . 在 (7. 17) 式 中 只 考虑 了 感 生 电流 对 波动 方程 的 影响 . 这 
些 感 生 电 流 是 由 于 等 离子 体 中 自由 带电 粒子 (电子 及 离子 ) 受 到 了 
. 外 来 电磁 波 ( 泵 波 ) 以 及 等 离子 体 中 散射 波 电 场 的 扰动 而 产生 的 ， 
但 在 强 激光 照射 高 Z 固体 靶 所 产生 的 等 离子 体 中 ,往往 还 存在 着 
大 量 未 被 完全 电离 的 离子 . 这 些 离子 还 带 有 一 些 处 在 束缚 态 的 电 
了 于, 这些 束缚 电子 云 会 在 入 射 的 强 激光 或 等 离子 体 中 被 激发 的 强 
散射 波 电场 的 作用 下 ,产生 极 化 效应 . 按 电动 力学 的 普遍 规律 ,这 
种 极 化 效应 又 会 通过 波动 方程 反 过 来 影响 泵 波 和 散射 波 的 耦合 过 
程 . 所 以 在 这 种 情况 下 ,除了 自由 电子 ,束缚 电子 也 将 对 参量 过 程 
起 重要 作用 .本 节 将 以 受 激 拉 曼 散射 (SRS) 过 程 和 受 激 布 里 渊 散 
射 过 程 (SBS) 为 例 ,导出 它们 在 部 分 剥离 等 离子 体 中 的 非 线 性 模 
耦合 方程 组 . 然后 通过 线性 增长 率 的 解析 表达 式 和 非 线性 演化 的 
人 离 等 离子 体 的 非 线性 极 化 率 对 这 两 个 过 程 的 

啊 ， 
本 节 的 主要 参考 文献 见 文献 [10]. 


7.4.1 基本 波动 方程 


我 们 从 最 一 般 的 波动 方程 (7. 1) 出 发 
4 +c[Vx (VYx E)]=— 4r A 一 4r S 
E= EE++ERE. (7. 1) 
其 中 Eo,s, 分 别 是 泵 波 、 散 射电 磁 波 以 及 散射 (电子 或 离子 ) 静 电波 
的 电场 强度 ,J 二 一 enev。 是 通常 的 由 自由 电子 在 泵 波 和 散射 波 电 
场 扰动 下 运动 而 产生 的 感 生 电 流 ,P 则 是 由 于 束缚 电子 云 的 极 化 
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而 产生 的 等 离子 体 极 化 强度 矢量 . 和 以 往 讨论 参量 过 程 时 的 做 法 
一 样 , 这 里 ,扰动 电流 是 通过 耦合 的 电子 流体 方程 组 求 出 的 . 而 极 
化 强度 对 外 加 电场 的 依赖 则 比较 复杂 ,在 外 电场 强 小 于 “和 玻 尔 场 
强 ”Eo,EE 过 Ew (Es 是 在 毛 原 子 玻 尔 半径 处 的 核电 场 强度 开 s 
5. 2X10 V/cm, 对 应 激光 强度 Tue<*3.6X108" 双 /cm ) 时 ,一 般 非 
线性 光学 文献 中 往往 取 ， 
P(E)YTXIE+X .EEX (E.E)E, (7.135) 

这 里 zx ,X2 ,Xx“ 分 别 是 线性 的 ,二 阶 的 及 三 阶 的 非 线 性 极 化 率 ，. 
而 且 是 与 电场 无 关 的 常数 . 在 一 般 情况 中 ,一 阶 极 化 率 应 该 是 二 阶 
张 量 ,二 阶 极 化 率 应 该 是 三 阶 张 量 , 三 阶 极 化 率 应 该 是 四 阶 张 量 ， 
“ee .但 这 些 张 量 在 我 们 所 感 兴趣 的 部 分 剥离 等 离子 体 中 ,应 该 如 
何 取 值 ?以 及 在 强 激光 场 (Io 这 Is) 下 , 极 化 强度 对 电场 的 竹 级 数 展 
开 不 再 适用 后 , 极 化 强度 对 电场 应 该 是 什么 样 的 依赖 关系 ?这 在 目 
前 都 不 清楚 , 它 正 成 为 当前 强 场 物 理 研究 中 需要 解决 的 一 个 诬 题 . 
在 本 节 中 为 了 确定 性 起 见 , 取 非 线性 极 化 率 为 上 面 的 表达 式 . 

把 (7. 135) 式 代入 (7.1) 式 ,并 代入 从 电子 .离子 流体 耦合 方程 
组 解 得 的 扰动 电流 J 后 ,可 以 分 别 给 出 在 参量 过 程 中 电磁 波 E. 和 
电子 静电 波 E, 所 应 满足 的 非 线性 耦合 (全 波 ) 波 动 方程 组 


9 <c us | dry ve ,OEE), 
| NV TN Ni NX oar’ 
4rX LE:E)E]l 
NN Ge? 

攻 — 3vw V? 十 人 | 一 4 代 P _ A 2) (EE), 
or? N: N’ Pp NN non 入 DX2 


47XG3) [EE 。 E)E| 
N? Qi2 


其 中 v= CT。/ms)22 是 电子 的 特征 热 速 度 , No= (1 十 4 xx ) 是 
等 离子 体 的 线性 折射 率 , 而 7 ,J "6, 则 是 电磁 波 和 静电 波 相应 


316 第 七 章 ”激光 和 等 离子 体 的 相互 作用 


的 非 线性 感应 电流 的 变化 速率 ( 见 (7.73) 和 (7. 81) 式 ). 

对 于 SRS (wo 二 ws 十 wpyko 二 ks 十 kb, 这 里 0,s 和 p 分 别 是 代表 
泵 波 、 散 射电 磁 波 和 电子 等 离子 体 波 的 下 标 ) 来 说 ,总 电场 由 下 面 
三 部 分 组 成 : EE 十 E, 十 E,. 对 于 SBS (w= ww, ,ko= kk,, 
这 里 0,s 和 a 分 别 是 代表 泵 波 、 散 射电 磁 波 和 离子 声波 的 下 标 ) 来 
说 ,总 电场 由 下 面 三 部 分 组 成 ; E 二 Eo 十 E. 十 E,. 在 前 面 (7. 3. 3 小 
节 ) 讨 论 纯 等 离子 体 的 SBS 过 程 时 ,对 离子 声波 用 的 是 关于 离子 
密度 扰动 满足 的 波动 方程 . 在 本 节 , 为 了 统一 ,将 采用 对 于 离子 声 
波 扰动 电场 所 满足 的 波动 方程 ,这 个 低频 扰动 电场 可 以 通过 泵 波 
场 及 离子 密度 扰动 从 (7. 10) 式 


一 六 2L Yl 
E, 2 Vi) 


eno 


Var 
来 得 出 ， 

下 面 将 讨论 可 以 将 波 场 分 成 快 变 和 慢 变 因子 时 的 情况 , 即 可 
以 采用 模 耦 合 近似 来 处 理 参量 过 程 的 情况 . 采取 和 前 面 几 节 相同 
的 作法 , 令 


E. (Cr ,1) — pe | ee" 十 ee ， 1 一 0,s,p(a) ， 
和 
mL(r 人 = 方 [LNeitr 十 cc. ]， 
则 有 | 
€a 一 一 1(G1E0E。 十 asN ) 9 C1 -一 Rae 9 
2ZMmMWows 
4ne k, 
0 一 we ee ， (7. 136) 
1 _e iCk, er—wt) # iCk, er—wt) 
Ui (r,t) 7 6; 记忆 | se 一 Eee i ]， 
1 一 0,s ,Pp (a). (7. 137) 


( 极 化 ) 方 向 矢量 . 
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经 过 宛 长 的 代数 运算 后 ,可 以 得 到 描述 上 述 两 参量 过 程 的 关 
于 s(G=0,s,p(a)) 的 非 线性 耦合 方程 组 . 然后 ,进一步 将 s 的 幅 


。。 值 与 幅 角 分 开 
' 8 = ge ts, (7. 138) 
， 其 中 
' 0 = < pe i=0,s,p(a), (7. 139) 
oloeo = what Chi wpo 一 wpe 3vtkhp, oao 一 ksCs. 
(7. 140) 


进一步 假定 Q6 二 02, 十 Qpe) ,可 得 关于 实 幅 值 g; 及 实 幅 角 a 的 模 耦 
合 非 线性 方程 组 ,它们 描述 了 本 节 两 个 参量 过 程 的 非 线 性 时 间 演 
化 行为 . 
1. SRS 过 程 的 模 看 合 方程 

对 于 SRS 过 程 ,它们 的 具体 形式 是 ( 详 见 文献 [11J]) 


276; | Ww; . 
0 
rb 3g， Ba 
一 | cosy 十 sin7, gg | 
一 Er i, (7.141) 
i O 1 。 2 1 CU 
| (1 十 6.)g; 3 一 一 Aisiny, 一 二 | 3 一 《2， cosy [gig, 
0 
| . 276i[ . »y O88 Oak 
十 N? | siny Dy COSY En gig | 
| 十 | 站 一 0 Oigi. (7. 142) 
其 中 
(3) 0,s,Pp 
3= [二 Da 201s), 07.143) 
0 ji 


本 人 
机 
Eee 

i 
二 
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Gi= 2) as(X™ «ei),) (7. 144) 
JF RE 

一 4aou(] wwp/w), i=0, 
Ai= 4— 4ao(] 一 wowp/ws), i=s, (7. 145) 

au， 2 一 了 P， 

2 
4 一 ee qi = @: .el (7. 146) 
此 外 7Y==w 一 a 一 a, ,而 

Qa 十 a， 1 二 0 7y, 1 二 0， 
QQ Ap, i=s, Y=1—7, i=s, (7.147) 

ao 一 as， 1 二 p 一 YY，7 一 Pp. 


2. SBS 过 程 的 模 耦 合 方程 


对 于 SBS 过 程 , 非 线 性 耦合 方程 组 是 ( 详 见 文献 [12]) 
(1 十 60) 2 8 十 5a| 多 —0 ,| go — 


O60 2X 
误 8n 十 2 Be ‘28s8asinY) 


(posiny 一 Borcos7) gsg, 一 


2 DO 
一 (an 十 az8gsgacoSY) 一 一 EE 


(7. 148) 


at+5 黎 + 汉人 -js = 


— (Bssin? 十 Bicos7)gogs 一 3 8 Ni 3 028 08ssinY) 


2 
十 (a1g0gs 十 C2S0Sa 
0 


(7. 149) 


Oga . 
六 一 pgogssSIny. 


(7. 150) 


3 
(1 十 gog 可 0 一 | 加 — 0 | go 一 


a (avg.gsiny) Be 2 


(pocosy 一 Busin7)gsg, 十 


tenia rte 


| 
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十 2mse © (agigo 十 azgsSgacOSY) (7. 151) 
_ N? Ot lSse0 2 sa 9 
Ba， ws 四 - 
(1 十 0.)g。 3 ,| 7 0,js 
. 2Toe。 
(pcosy 一 Pssin7)gogs 十 2 
0 
口 
一 2 (agigs + azgogacoSY)， (7. 152) 
Oa 
Sa 3 一 一 agogscOSY， (7. 153) 
其 中 ; 
2nX TF 3 0,s,a 
中 一 Ny [Sls ?+ >， (1 十 200) 16 |， i=0,s， 人 6, 三 0， 
0 ji 
(7. 154) 
0,8,a 
4 一 > aiCX “ee:), ZL 一 0,S， Ga = 三 0， . (7. 155 ) 
JFi 7 | 
co co 
Pe Pe . 
Bo=— fon’ PF fo 0? (7. 156) 
kiw’, 
Ps= 16nmoo ww ? Qij = Ci * @j. (7. 157) 


此 外 模 看 合 方程 中 的 7 一 ww 一 ww 一 ww 是 SBS 过 程 中 三 波 间 的 相位 
差 ,而 


2 WwW 276 

ol 一 ae £20 一 名 | ， Oo 一 一 Nz aa8*， (7.158) 
27T S Ws 27n6s 

pu 一 一 站 0Qz| 人. 一 加 ， Oi 一 N: aigo， (7.159) 


其 中 ai,as 见 (7.136) 式 . 
当 不 考虑 极 化 效应 时 XY2 一 X 一 0， 上 面 的 方程 组 就 都 回复 
到 普通 、 完 全 电离 等 离子 体 中 的 表达 形式 ( 见 7. 3. 3 小 节 )， 
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7.4.2 SRS 和 SBS 过 程 的 线性 不 稳定 性 增长 率 


在 不 稳定 性 发 展 的 最 初 阶段 ,可 令 
8g0(t) go 二 和 常数， gs。 一 go 一 0， 
Oa/9t ~~0 (i 二 0,s,p(a))，7 二 常数 . 
1. SRS 过 程 的 线性 不 稳定 性 分 析 
由 于 幅 角 不 再 变化 ,由 模 方程 (7. 141) 可 得 


+0) 种 = 一 站 各， 
Qt) B= Mg — be, 
和 + 2 gcosy, 
A; = | Aicos7 一 Nasin go (i = s,p). 
令 gi(t) = gioexp (CTRt)， 代入 上 上 面 的 两 个 类 合 方程 后 后 ,可 得 到 线性 
增长 率 . 


mm 
R -一 0 0 | wl 
2LGL 十 6)(1 十 2) 十 和 饼 纪 ] 


x |- 1 A + + + Ce) 
(& A: 十 入 4) 
(7. 160) 
GD 当 不 考虑 所 有 的 非 线性 极 化 率 ( 即 取 Xx“ 二 x 一 0) 时 ,上 
式 中 的 
0° 一 和 一 0， A, 一 4icosygoo， 工 一 S，p， 

结果 (7. 178) 式 退化 到 普通 的 SRS 线性 增长 率 . 

Po 一 人 4 sAbgo0 |cos7| 一 Rwo wp |eo。es| |cos7|, (7.101) 


4 w, 
(ii) 当 保 留 所 有 的 二 、 三 阶 极 化 率 项 8(Xs) 和 和 0xX2) ,并 假 


3 
‘2 
§ 
i 
3 
区 
Ey 
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定 它 们 对 线性 增长 率 的 修正 为 小 量 时 ,(7. 160) 式 可 以 近似 写作 


Tk 二 TR 十 TE 十 T'S®) ,其 中 
TO) 


TO 十 T®) — > TI 站 六 CO 十 Geo ， 


(7. 161 ) 


六 3) (3) 
F 去 (6® 一 2 


(1 十 ea2 十 Co ) gi 


(7.162) 
_ 2N, ， 站 
一 N: (] 十 <& 十 ao)T2, 
其 中 NN; 是 “等 效 的 非 线 性 折射 率 ”， 而 7 是 泵 波 强度 ， 


: 8 
N, = NX 9 


在 强 激光 造成 的 高 Z( 未 完全 剥离 ) 等 离子 体 中 ; 准确 的 非 线性 极 
化 率 取 值 目 前 还 无 法 得 到 . 但 在 文献 [2] 的 附录 2 中 给 出 了 极 化 率 
的 佑 算 公 式 ( 方 括号 内 的 单位 为 方 括号 紧 左 侧 物理 量 的 单位 ) 

X > 4 X 10 2n[cm 3], XY (esu) 2 1073, Lcem™ 1, 
其 中 esu 表示 静电 单位 制 ， 于 全数 站 直线 生态 生 于 (在 原文 献 中 
表示 成 7,) 


NLcm’:/W] = 


(7. 163) 


0 一 ENoE, ， Eo) 一 afNVogio 


TMG 一 5 X 10-4zs[cm-3]， (7.164) 


在 激光 聚变 和 激光 -固体 靶 相 互 作用 中 ,所 产生 等 离子 体 中 的 离子 
密度 约 为 msz102cm-*, 于 是 在 FS 中 的 折射 率 可 估 为 
No 之 1 二 -4x10 Tl1,， N, 守 5 X 1071 ecm/W, 
这 样 
TR’ /TR ~— 10-8I[ W/cm-?]. 

这 表示 ,; 当 泵 波 强度 I, 之 107" W/cm? 时 ,三 阶 非 线 性 极 化 率 对 
SRS 线性 不 稳定 增长 率 会 产生 明显 影响 (但 这 时 等 离子 体 的 极 化 
强度 对 电场 强度 的 依赖 也 不 再 能 通过 朝 级 数 展开 来 表达 ). 在 下 面 
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对 模 耦合 方程 非 线性 演化 作 的 数值 解 中 可 以 看 到 ,实际 上 在 7 记 
105 W/cm? 时 ,三 阶 非 线 性 极 化 率 对 SRS 的 非 线性 演化 就 已 经 产 
生 明 显影 响 了 . 因此 线性 分 析 中 对 非 线性 极 化 率 影 响 的 估算 是 偏 
低 的 . 

二 阶 非 线性 极 化 率 (xX) 对 SRS 线性 增长 率 的 贡献 是 
be ws Se 


tany | 


I 一 一 六 | oh 十 和 4p)gocos2y 十 三 六 Te 


(7. 165) 

可 以 看 到 , 它 对 线性 不 稳定 增长 率 的 影响 比较 复杂 ,上 面 式 子 的 符 
号 取决 于 相位 差 7、 各 波 间 极 化 关联 a;; 以 及 各 波 极 化 矢量 在 二 阶 
极 化 矢量 XxX” 上 的 投影 . 不 过 按 非 线 性 光学 对 固体 非 线 性 极 化 率 
的 一 般 讨 论 可 知 ( 例 如 参见 文献 L[3]), 只 有 在 束缚 电子 所 处 的 静电 
势 阱 是 非 中 心 对 称 的 晶体 中 ,X 才 不 为 零 . 在 一 般 的 未 完全 剥离 
等 离子 体 中 ,虽然 对 二 阶 非 线性 极 化 率 XxX” 完全 没有 讨论 过 ,但 它 
可 能 非常 小 ,从 而 可 以 忽略 . 因此 在 本 书 中 将 不 对 它 的 影响 作 进 一 
步 的 讨论 . 
2. SBS 过 程 的 线性 不 稳定 性 分 析 

从 SBS 过 程 的 模 耦 合 方程 组 (7. 148) 一 (7.153) 出 发 ,按照 和 
SRS 可 得 


(1 十 0) >: 8 十 六 osgs =— (Bsiny 十 :Ba cos7)8goo8g。 


Og。 


2 
2。 Q2g00oSIDY 2 ， 


N° 


十 


Og 
> 一 agoogsSInY ， 


其 中 


(1 十 2as )go 》 07 一 :a1g0 》 sl 全 Q2W,. 
s0 00 Ni 00 N? 


0) 一 enp Lr) ,代入 上 面 的 而 个 站 合 方程 后 ,可 得 到 线性 


~ 2 
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Cu (Ga )2 
一 一 一 1 So 7 S 
ET 


(7. 166) 


其 中 
T=— A/— BB,|sin7||e, .6.| = ~ 局 这 sin7 | eo ， e | ， 


就 是 不 考虑 非 线 性 极 化 率 时 的 普通 SBS 二 性 增长 说 111) 一 
(7. 112) 式 . 

如 果 在 非 线 性 极 化 率 中 只 考虑 三 阶 极 化 率 的 影响 , 则 可 以 在 
上 式 中 只 保留 含 86,”ccx” 的 线性 项 ,而 上 略 去 与 二 阶 极 化 率 有 关 的 
项 (Ba,69 oct,(X”)), 这 样 就 得 到 


TT 
TW TS = 一 一 一 . (7. 167) 


1 十 60 
其 中 8: 在 SBS 与 SRS 中 有 相同 的 表达 式 , 因 此 可 以 用 同样 的 方 
法 作 量 值 估算 : 8 一 2 (1 十 245)Ns1o~10-BIo[W/em?]. 结果 三 
阶 极 化 率 对 SBS 线性 增长 率 的 影响 也 与 SRS 过 程 一 样 ，Pe' ~ 
一 10-17[Wy/em- 缮 Po 

至 于 二 阶 非 线性 极 化 率 对 SBS 线性 增长 率 的 影响 ,由 于 表达 
式 (7. 182) 比 较 复 杂 , 并 且 X2 的 具体 取 值 无 法 确定 ,所 以 这 里 就 
不 讨论 了 . 对 这 个 问题 有 兴趣 的 可 以 参考 文献 [12]. 


7.4.3 SRS 和 SBS 过 程 的 非 线 性 演化 行为 


从 SRS 的 非 线性 耦合 方程 (7.141) 一 (7.142) 以 及 SBS 的 非 
线性 看 合 方程 (7.148) 一 (7.153) 出 发 ,通过 数值 计算 可 以 得 出 它 
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们 的 非 线性 演化 行为 . 为 了 便于 数值 计算 ,需要 对 上 述 方程 组 进行 
重新 整理 . 首先 ,将 这 些 方程 进行 无 量 纲 化 . 定义 无 量 纲 量 


”1 Soo” > Soo 和 Soo 
Qo Cs Q, 
区 goo” “5 go0” Soo P l 


其 中 gw 是 泵 波 的 初始 波 模 . 对 某 一 个 过 程 (SRS 或 SBS), 这 6 个 
量 构成 一 个 6 维和 拓 量 y= {y;} (1 二 1,2,…,6). 无量 纲 的 时 间 变 量 
定义 成 w==wot, 其 中 wo 是 泵 波 的 频率 .于 是 经 过 繁重 的 代数 运 
算 , 可 以 将 这 两 个 过 程 的 非 线 性 演化 方程 组 分 别 写成 下 列 形式 


DB.Yy. (7.170) 


dw 
其 中 6X6 的 二 阶 的 张 量 访 ={D,} (i,j 二 1,2,…,6) 是 各 波 模 和 幅 
角 时 间 导 数 前 的 系数 矩阵 ,而 6 维 矢 量 f= {fi} 二 1,2,…,6) 是 
各 方程 式 的 非 线性 斐 合 项 . 由 于 它们 的 具体 表达 式 很 复杂 ,这 里 就 
不 列 出 了 . 上述 方程 的 解 可 以 表示 成 


一 一 一 2 一 1 2……，0， (7. 171) 


其 中 D=det[D;] 是 矩阵 户 的 行列 式 ,而 D*=det[Ds] (k= 二 1,2， 
…,6) 则 分 别 是 另外 6 个 矩阵 的 行列 式 ,其 中 第 个 和 矩阵 {D5) 是 
通过 将 原 系数 矩阵 {1D, } 中 的 第 & 列 用 耦合 矢量 {(A)G 一 1,2，…， 
6) 中 的 诸 元 素 取代 后 得 到 的 . 
(7. 171) 式 是 典型 的 常 微分 方程 组 ,在 给 给 定 初 值 后 ,可 以 用 数 
值 方法 (例如 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 法 ) 求 出 它们 的 时 间 演 化 行 
为 . 在 图 7. 6 一 图 7. 8 中 分 别 给 出 了 极 化 等 离子 体 中 SRS 和 SBS 
的 非 线性 演化 过 程 ( 详 见 文 献 [10],[13])， 

图 7.6 给 出 了 SRS 非 线 性 演化 过 程 的 一 般 图 像 (SBS 也 类 
似 ), 其 中 六 是 三 波 相位 差 90( 或 7) 的 无 量 纲 量 . 其 基本 行为 和 不 
考虑 束缚 电子 的 极 化 效应 时 (如 图 7. 5 所 示 ) 的 非 线性 行为 相似 ， 
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1.2 


1.0 


0 1000 2000 
wot 


图 7.6 一 般 的 SRS 非 线性 演化 行为 

这 里 就 不 再 讨论 了 . 其 中 散射 波 的 时 间 行 为 可 以 用 三 个 量 来 定性 
地 描述 非 线 性 增长 率 (反映 散射 波 上 升 速率 ) ,饱和 强度 (反映 散 
射 波 所 能 达到 的 最 大 幅度 ) 及 饱和 时 间 ( 散 射 波 到 达 最 大 值 所 需 时 
间 ). 增长 率 愈 大 表示 参量 过 程 愈 不 稳定 ,饱和 强度 愈 大 则 表示 参 
量 过 程 所 能 耗 散 掉 的 泵 波 能 量 傅 多 . 如 果 我 们 所 关心 的 物理 过 程 
的 特征 时 间 与 饱和 时 间 同 量 级 , 则 饱和 时 间 的 准确 估算 是 很 重要 
的 ;但 多 数 情况 下 饱和 时 间 ( 一 般 在 10-*s 数量 级 ) 都 比 所 讨论 过 
程 的 特征 时 间 短 许多 , 故 它 的 重要 性 不 是 很 大 . | 

”从 图 7.7 和 图 7.8 中 可 以 讨论 非 线 性 极 化 率 对 SRS 和 SBS 
过 程 所 产生 的 影响 . / 
1. 三 阶 极 化 率 Xx” 的 纯 影响 (此 时 令 x 中 二 0) 

从 图 7.7(a) 可 以 看 到 , 当 泵 波 强度 保持 不 变 时 ,散射 波 的 增 

长 率 随 Xx” 的 增加 而 减少 ,同时 其 饱和 时 间 延 长 ,但 饱和 强度 却 几 


” 孕 不 变 ( 但 这 要 求 三 阶 极 化 率 足 够 大 , 当 它 太 小 ,如 只 有 X2 = 


10-?m[cm-5] 时 ,散射 波 的 强度 就 小 得 可 以 被 忽略 ,而 泵 波 强度 
也 疙 乎 不 随时 间 而 变 ). 在 此 图 中 , 泵 波 强度 为 108 W/em?, 但 x 中 
对 SRS 的 演化 过 程 就 已 经 有 明显 的 影响 了 . 而 按 线性 稳定 性 分 
析 ,XY” 要 在 五 >107 W/cm? 时 才 会 对 线性 的 不 稳定 增长 率 有 明显 


326 ”第 七 章 激光 和 等 离子 体 的 相互 作用 


图 7.7 极 化 率 对 SRS 的 非 线性 演化 过 程 的 影响 


影响 . 这 表明 ,如 果 考 虑 了 泵 波 豪 竭 而 引起 的 非 线性 效应 , 则 x 
对 SRS 演化 过 程 的 实际 影响 要 比 它 在 线性 分 析 中 所 被 期 剖 的 影 
啊 大 得 多 . 

图 7.8(b) 显 示 了 X ”对 SBS 非 线性 演化 过 程 的 影响 ， 其 定性 
上 和 对 SRS 过 程 一 样 : 即 三 阶 非 线 性 极 化 率 XxX” 对 SRS 和 SBS 
过 程 来 说 都 是 起 稳定 作用 的 . 
2. 二 阶 极 化 率 X2 的 纯 影响 (此 时 令 X 一 0) 

图 7.7(@) 给 出 了 了 I= 二 10* W/cm? 时 X ”对 SRS 过 程 的 影响 . 
这 时 ,散射 波 的 饱和 强度 随 x 中 的 增 大 而 下 降 ; 而 增长 率 (饱和 时 
间 ) 却 只 略 有 增 大 (减少 ). 因此 x” 对 SRS 过 程 有 轻微 的 解 稳 作 
用 .图 7.7(c) 给 出 了 到 一 108 W/cm? 时 的 SRS 演化 过 程 . 可 以 看 
到 这 时 饱和 时 间 约 为 0. 02 ps, 要 比 图 7.7(b) (1 二 10* W/cm ) 时 
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(a) 


wot (X104) 
《9) (d) 


wot (X10°) 


' 图 7.8 极 化 率 对 SBS 的 非 线性 演化 过 程 的 影响 


的 0. 2 ps 小 一 个 量 级 左右 . 这 表明 在 考虑 二 阶 极 化 率 的 影响 时 ， 
泵 波 的 初始 强度 会 对 SRS 的 演化 速率 有 很 大 影响 . 

图 7. 8(c) 显 示 了 Xx” 对 SBS 非 线 性 演化 过 程 的 影响 . 图 中 显 
示 : 随 X ”的 增 大 ,增长 率 下降 , 饱 和 时 间 延 长 ,而 饱和 强度 只 略 有 
下 降 . 因此 X“ 对 SBS 过 程 来 说 与 xX” 一样 ,都 是 稳定 因素 (这 和 上 
面 所 说 的 x” 对 SRS 过 程 有 解 稳 作 用 相反 ). 只 是 在 两 个 极 化 率 之 
中 ,x 的 稳定 作用 比较 大 . 
3. 二 阶 和 三 阶 极 化 率 xX”'” 关 0 的 共同 影响 

从 图 7.7(d) 中 可 以 看 出 ; 当 二 阶 和 三 阶 极 化 率 X 2 ,X2 均 存 
在 但 保持 常数 值 时 , 随 I 的 增加 ,SRS 过 程 的 散射 波 增 长 率 呈 单 
调 增 大 趋势 (因此 更 不 稳定 了 ) ,同时 其 饱和 幅度 仅 略 有 下 降 . 而 其 
饱和 时 间 的 行为 却 比 较 复 杂 : 这 时 可 以 发 现 一 个 临界 的 泵 波 强度 


一 Ey 、 
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To:5X105 允 /cm2:( 具 体 值 与 祥 有 关 ). 当 了 I 过 Iw 时 ,饱和 时 间 随 
To 增 大 而 单调 下 降 ;而 当 Jo 之 Iw 时 ,饱和 时 间 却 随 I 增 大 而 单调 
增 大 . 
图 7. 8(d) 与 图 7.7(d) 相 似 , 只 是 给 出 的 是 对 SBS 过 程 的 影 
响 . 随 着 7 的 增加 ,SBS 过 程 的 散射 波 增长 率 与 饱和 强度 都 单调 


下降 ( 因 此 更 稳定 了 ). 这 时 也 存在 一 个 临界 的 泵 波 强 度 fu:4X 


105 W/cm?. 只 不 过 当 I 二 Iw 时 ,饱和 时 间 随 I 增 大 而 增 大 ;而 当 
To 之 Tw 时 ,饱和 时 间 却 随 I 增 大 而 下 降 . 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,三 阶 非 线 性 极 化 率 Xx” 对 SRS 和 
SBS 演化 过 程 的 影响 是 相似 的 (起 稳定 作用 ), 但 二 阶 非 线性 极 化 
率 x” 对 这 两 个 参量 过 程 的 影响 却 有 很 大 不 同 . 
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第 三 部 分 


弗 拉 索 夫 波动 理论 


第 八 章 ”和 粒子 有 相互 作用 的 波 一 一 它 的 
物理 特点 及 数学 描述 


8.1 弗 拉 索 夫 方程 组 


8.1.1 线性 问题 及 其 分 类 


动 理学 描述 的 是 等 离子 体 在 6 维 相 (3 维 坐 标 十 3 维 速度 ) 空 
间 中 的 状态 及 其 时 间 演 化 行为 ,这 时 等 离子 体 的 状态 是 用 相 空 间 
的 分 布 函数 f.(r,v ,) 来 描述 的 ,其 定义 及 归 一 为 


N 一 za| 六 Ca .idrdo ， nw = N/V, V= |ar. 
若 fv ) 和 坐标 无 关 , 则 有 以 下 归 一 定义 
Jf )dv = 1. 


分 布 函 数 的 时 间 演 化 ,是 由 动 理学 方程 和 麦克 斯 韦 方程 组 联合 描 
述 的 (从 这 部 分 开始 本 书 都 采用 高 斯 制 的 单位 系统 ): 


Se oe Vy 大 十 至 | 巨 十 2 B22 Ek 


V*:E= 4r Dl nag |fedo 十 4TCapl， 


1 OP 4dx 4 
yxX B -一 ec Dr 十 竺 Znog| vfido 十 Van 
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Vy.:B=0. 

其 中 V=3/ar, 风 =3/ao ,而 pw 及 Ju 则 是 外 加 的 电荷 密度 与 电流 
密度 . 动 理学 方程 右面 的 (3f。/3z)。 是 碰撞 引起 的 分 布 函数 变化 速 
率 ,在 无 磁 擅 ( 即 f(z) 变 化 的 特征 时 间 尺 度 远 小 于 平均 碰撞 时 间 ) 
的 情况 下 ， 此 项 往往 可 以 略 去 . 这 时 ,上 述 方程 组 就 称 为 弗 拉 索 夫 
方程 组 , 它 描述 的 主要 等 离子 体 行为 是 一 些 和 高 频 集体 运动 相关 
的 性 质 ,通常 把 它们 一 概 称 为 弗 拉 索 夫 描 述 或 弗 拉 索 夫 (等 离子 
体 ) 波 动 理论 ， 

无 论 是 一 般 的 动 理学 描述 还 是 弗 拉 索 夫 描述 ,都 是 多 元 的 .6 
维 空间 的 高 度 非 线 性 微分 方程 组 ,要 得 出 其 通 解 是 不 可 能 的 . 因此 
”总 要 对 它 作 一 些 简化 ,最 常用 的 简化 是 “无 碰撞 化 ”及 “线性 化 ”. 无 

”碰撞 化 上 文 已 经 指出 ,而 所 谓 线性 化 是 指 : 当 可 以 把 状态 量 按 其 
时 空 的 变化 速率 分 成 慢 、 快 两 部 分 时 ， 
: flr ,t)= folrsv ,t) + falr,v ,1), 
Elr,t)= Eolr,t) + Elr,t), 
Bl(r,t)= Bolr,t) + Blr,t). 
如 果 有 


fa El Bl 
Ff 分 1， E, < 入 ]， B, < 入 ]， 


则 可 以 把 总 演化 方程 式 分 开 写 成 零 阶 (平衡 或 慢 变 ) 的 方程 


| 


V… 一 4 D2) nwge fuodv 十 4rpsl， 


oF 
Vx Bo — 一 总 十 Dnag| ofodv 十 EJ, 
__ 1%8, 
Vx E, = Cc Or ， 
V，。 B, = 0; 


以 及 一 阶 ( 快 变 ) 的 线性 方程 (其 中 已 略 去 了 二 阶 和 高 于 二 阶 的 


8.1 弗 拉 索 夫 万 程 组 : 


a 


十 上 Vfat E+? ~ Bfa 


. XB 2 
+ [E+ 外 we= | 和 . 


Vy*E'= tr Droge]f madv ， 


9 
vx 如 一 二 强 二 经 mo] vf， 
1 38, 
VX Ei=— C Qi 


V B=0. l 
一 般 E。,Bo, ps,Jomi 都 被 认为 是 已 知 的 ,不 受 等 离子 体 带 电 粒 子 系 
统 的 影响 ,因此 零 阶 方程 式 可 以 和 相应 的 零 阶 麦克 斯 书 电磁 方程 
组 解 耦合 . 而 E1, Bi 则 是 等 离子 体 中 的 自生 ( 洽 ) 电 磁场, 它们 征 
和 等 离子 体 的 带电 粒子 系 (通过 自生 电荷 分 离 与 自生 电流 ) 相 耦合 
的 . 故 一 阶 的 弗 拉 索 夫 方 程式 必须 和 一 阶 的 麦克 斯 韦 方程 组 相 耦 


合 . 令 
Lo=v V+ [E+ "< | V， 
Ga v XX Bi , 
= ge (E+ C Ve. 
则 零 阶 和 一 阶 的 演化 方程 可 分 别 简 写成 
Ofw _ /9f。 
or 十 Lofw= | ot | 
9fa of, 


[关于 (Ei,B,) 的 线性 麦克 斯 书 方程 组 ]. 

在 比较 简单 的 情况 (如 空间 均匀 、 速 度 空间 各 向 同性 、 无 外 电 

场 .均匀 外 磁场 ) 下 ,平衡 分 布 六 往往 取 热 力学 平衡 分 布 一 一 麦克 
斯 韦 形 式 : 
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3/2 : 
faulv ) = nol 2 exp | — 2T (0 一 ze 9 a = ,ise. 


而 当 平衡 等 离子 体 中 的 密度 no、 温度 Ta 和 电流 J。( 因 而 外 磁场 
B。) 都 是 空间 不 均匀 的 ( 即 都 是 坐标 的 函数 ) 时 候 ,平衡 的 、 无 磁 擅 
的 弗 拉 索 夫 - 麦 克 斯 韦 联 立 方程 组 的 严格 解 直到 目前 只 找到 两 种 ， 
静电 解 和 磁 解 . 详情 请 参考 文献 [1] 
对 此 本 教程 的 主要 目的 是 ,给 出 各 种 简化 条 件 下 的 线性 问题 
(fa,E1,B1) 的 解 ,说 明 其 物理 意义 ,并 介绍 其 可 能 的 应 用 . 对 线性 
方程 组 的 简化 可 按 是 否 考虑 碰撞 、 坐 标 依赖 .速度 空间 各 向 同性 
和 入 了 有 和 本 大 作 分 类 (机 8. 1). 


碰 擅 项 ( 


关 0( 有 耗 散 ) 


有 无 外 磁场 


外 磁场 形态 


Pi 
Bi(4) =0( 静 电波 ) 


均匀 外 磁场 全 二 不 均匀 (环形 ) 外 磁场 
a BE 
(电磁 波 


有 无 扰动 磁场 )B, (4) 尖 0 


图 8.1 ”线性 弗 拉 索 夫 问 题 分 类 示意 图 (4 是 矢 势 ) 


“其 中 最 简单 的 是 , 无 磁场 空间 均匀 、 速 度 空间 各 向 同 ， 
耗 散 的 静电 波 以 及 电磁 波 . 站 同性 且 无 


8.1 弗 拉 索 夫 万 程 组 


间 均 匀 、 速 度 空间 各 向 异性 的 无 耗 
间 不 均匀 、 速 度 空间 各 向 异性 的 


然后 依次 是 : 均匀 磁场 、 空 
散 静 电波 及 电磁 波 ; 均 匀 磁 场 、 空 


. 无 耗 散 (漂移 ) 静 电波 及 电磁 波 . 


最 复杂 的 情况 是 : 环形 (或 更 复杂 的 ) 磁 场 、 空 间 不 均匀 速度 
空间 各 向 异性 的 耗 散 静 电波 及 电磁 波 . 

本 教程 只 处 理 前 三 类 的 线性 弗 拉 索 夫 问题 . 对 最 简单 的 静电 
波 , 我 们 给 出 了 本 征 模 及 弹道 模 解 ;而 对 磁化 等 离子 体 则 只 给 出 它 
们 的 本 征 模 色散 关系 . 

线性 弗 拉 索 夫 问 题 的 解 一 般 可 以 分 成 三 大 类 : 本 征 值 问题 ， 
初 值 问题 及 参量 过 程 . 当 一 个 等 离子 体 体系 在 不 受 外 来 扰动 的 影 
响 时 ,其 线性 弗 拉 索 夫 问 题 的 解 往往 是 一 个 表示 其 内 豪 集 体 运动 
(又 称 等 离子 体 波 ) 频 率 和 波长 关系 的 色散 关系 

w 一 wk). 
这 就 是 等 离子 体 的 本 征 值 问题 (又 称 本 征 模 ), 这 时 由 线性 弗 拉 索 


夫 方 程 组 得 不 出 这 些 集体 扰动 的 绝对 幅度 . 如 果 在 某 一 时 刻 ( 设 为 


;二 0) 从 外 界 突然 对 所 讨论 的 等 离子 体 体系 施加 一 个 脉冲 扰动 , 则 
相应 的 线性 弗 拉 索 夫 问题 就 为 初 值 问题 一 一 这 时 等 离子 体 中 除了 
本 征 模 外 ,还 有 由 于 外 加 扰动 而 激发 的 集体 运动 一 一 轨道 模 
(ballistic mode) ,轨道 模 和 本 征 模 有 着 很 不 相同 的 传播 行为 和 时 
间 演 化 过 程 ,并 且 和 外 加 扰动 的 幅度 和 形式 有 关 . 最 后 ,如 果 所 研 
究 的 等 离子 体 体系 持续 地 受到 一 个 外 加 的 、 较 强 的 扰动 电磁 波 的 
作用 , 它 会 被 激发 出 一 系列 的 线性 本 征 模 , 这 类 线性 弗 拉 索 大 问题 
通常 称 为 参量 过 程 . 在 后 两 类 问题 中 ,通过 线性 弗 拉 索 夫 方 程 组 还 
可 以 得 出 等 离子 体 集体 模式 的 幅度 . 在 本 书 以 下 部 分 只 讨论 前 两 
种 线性 弗 拉 索 夫 问 题 . 在 第 七 章 中 曾 通 过 等 离子 体 的 双流 体 方程 
组 讨论 过 参量 问题 ,参量 问题 的 动 理学 描述 可 以 参考 其 他 文献 ,本 
书 不 再 介绍 (例如 文献 [2]). 
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8.1.2 拉 氏 变换 和 传 氏 变换 | 


”在 解决 线性 弗 拉 索 夫 问题 时 常用 的 数学 方法 是 : 通过 积分 恋 
换 , 将 时 间 点 与 空间 的 微分 方程 组 (全 部 或 部 分 地 ) 变 成 频率 和 波 数 
空间 的 代数 方程 组 ,从 而 大 大 简化 求解 的 过 程 . 下 面 就 简单 介绍 一 
下 这 几 个 积分 变换 . 

1. 无 限 空间 用 傅 氏 变换 

ADSAR) (一 co 去 r 雪 co)， 

正 变 次 


4(k) = = dre—*rA Cr), - 


(2r)” 
其 中 4 表示 空 间 的 维 数 ; 道 变换 


A(r) = | dke*rACk). 


2. 初 值 问题 用 拉 氏 变换 - 
| A()<SA(p) (0<itZ co)， 
正 变换 
A(p) = | die~*Ac), Rep > po > 0, 


逆 变 换 
， 1. c+ico 


4() = dperA(p), 5 > po. 


本 27N1) .i 
上 述 变 换 中 的 如 和 积分 路 径 见 图 8. 2 (a). 

““ 在 弗 拉 索 夫 波 动 理论 中 常 取 以 下 变量 代 换 : 

总 访 王 一 lo 一 一 io 十 7 (Co 一 十 17). 

即 Rep==7,Imp 一 一 w, 这 样 拉 氏 变换 就 成 了 单 边 侍 氏 变换 ( 见 图 
8. 2(b) , (c)): 加 . 


A(w)=| dte“A(), 7 二 7, 二 0, 


0 
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中) G 
图 8.2 拉 氏 变换 的 积分 路 径 ( 在 p 和 w 空间 ) 


其 道 变换 
1 [tr 
A() = 区 | de A(w), c=7,. 
在 下 面 的 讨论 中 我 们 都 用 单 边 傅 氏 变换 代替 拉 氏 变换 来 进行 分 
析 . 


3. 本 征 值 问 题 用 双边 傅 氏 变换 
这 时 把 单 边 健 氏 ( 拉 氏 ) 变 换 解 析 延 拓 到 :<0 的 时 间 中 去 : 


A(w) = | dte“A(t)，7Y 宇 No 宇 0; 4( 一 co) =0， 


道 变换 
] co 十 i0 十 jer ~ y 
A(t) = 2 元 td A(w), 5 二 /0 


8.1.3 和 粒子 相互 作用 的 波 的 表达 方式 


一 个 在 均匀 空间 传播 的 “稳定 ”平面 波 , 在 数学 上 可 以 表达 成 
exp (kiz 一 1w.t) = exp (k(x 一 vst)). 
其 中 ww 和 分 别 是 取 实 数值 的 波 频 和 波 数 ,而 vs 二 wr/k: 则 是 波 的 
相 速 度 . 设 上 一 如 时 刻 波 在 =x。 处 的 相位 为 po 二 k(xo 一 vpto); 则 
在 某 个 t>to 时 刻 , 此 波 中 相位 为 p 的 点 将 传播 到 
T= Xo vs(t Co— to) > zo. 


这 表明 用 这 种 表达 式 表示 的 波 是 朝 着 x 坐标 的 正 向 传播 的 (而 
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”exp(ikez 十 iwt) 则 表示 一 个 向 左 传播 的 波 ) ,在 本 书 中 都 采取 这 种 
物理 图 像 比较 自然 的 表达 式 . 

当 波 和 等 离子 体 中 的 粒子 之 间 有 相互 作用 时 ,它们 之 间 会 交 
换 能 量 . 如 果 波 从 粒子 处 得 到 了 能 量 , 则 波 能 应 当 增加 ,也 即 波 的 
振幅 会 变 大 (不 稳定 的 波 ) ;反之 ,波幅 要 减少 (阻尼 的 波 ). 这 种 波 
幅 会 随时 间 、 空 间 而 变 的 波 可 以 通过 引入 有 虚 部 的 复 频 率 和 复 波 
数 来 表示 . 当 取 

w=—=w17,k=hk., > exp(kz 一 lo 十 2)， 
可 以 看 出 ,这 是 一 个 随时 间 不 断 减 小 ( 当 yY<0 时 ) 或 增长 ( 当 ” 盖 0 
时 ) 的 波 .反之 , 当 取 
w=w,, k=k 二 iT, > exp(kz — Tr — wt), 

这 是 一 个 在 向 右 传播 过 程 中 随 z 增 大 而 衰减 (有 >0) 或 增长 (和 天 
0) 的 波 . 而 当 频 率 和 波 数 均 为 复数 时 ， 

exp (1kz 一 1wt) = exp(iki(z — vst))exp(— Tz + 7t), 
这 是 一 个 在 空间 只 存在 于 有 限 区 域 中 的 “ 波 包 ”. 当 ”>>0, 有 >0 时 
这 一 般 是 一 个 在 空间 一 面 移动 一 面 变 大 的 (不 稳定 ) 波 包 . 如 果 波 
包 移 动 的 速度 we 比较 快 ,就 称 为 可 移 (convective) 不 稳定 ;而 当 群 
速度 vo 之 0 时 , 则 表现 为 绝对 (absolute) 不 稳定 ( 见 图 8. 3). 
波 包 幅度 

可 移 不 稳定 


{>it0 


图 8.3 可 移 和 绝对 不 稳定 的 波 包 图形 

对 于 许多 实验 室 等 离子 体 来 说 ,绝对 不 稳定 的 模式 要 比 可 移 
不 稳定 的 模式 危险 得 多 ,因此 在 动 理 学 不 稳定 模式 的 讨论 中 除了 

需要 求 出 频率 虚 部 的 符号 外 ,在 存在 不 稳定 性 时 还 应 该 进一步 辩 
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别 它 是 可 移 的 还 是 绝对 的 . 由 于 绝对 不 稳定 波 包 的 特征 是 群 速度 
很 小 , 故 可 在 求 出 它 的 色散 关系 后 ,通过 是 否 满足 条 件 ， 
Ow, 


Ok. 
来 把 它 辨 别 出 来 . 


8.2 ”扰动 波 场 的 能 量 传播 方程 


8.2.1 坡 印 亭 波 能 传播 方程 
从 波 场 的 麦克 斯 韦 方程 组 


4 ， 1 OF 。 
Vx B= 六 十 二 可 J 1 一 > va.| vfado ， 
可 得 
Bl: (VX Ei)— El: (VX B') 
__1l».9B8, 1 | ， S| 
一 ~B; 2 -Ei 47J1 十 也 


oB 
LlB, “sr + * ari + 


C 


了 | , 
> |+v: (Bx B)=0. 


对 于 真空 , 记 二 0, 上 式 就 可 写成 能 量 守 恒 方 程 
oW, ] 


3 十 VP 一 0， 丽 ,一头 (本 十 BD， 己 一 已 X 8 


(8. 1) 
其 中 W 是 电磁 场 能 量 ,P 是 电磁 场 能 流 , 又 称 坡 印 亭 矢 量 . 在 等 
离子 体 中 ,扰动 电流 方 总 是 存在 , 它 是 粒子 对 波 场 的 一 种 响应 . 对 
于 静态 和 准 稳 态 的 等 离子 体 电流 ,有 了 欧姆 定律 站 ==oEi; 故 波 能 传 
播 方程 中 的 Ei°* 六 二 o 1! 六; 即 代 表 欧 姆 加 热 功 率 . 这 时 Ji0 都 是 
实数 . 但 对 于 高 频 情 况 ,一 般 并 不 存在 上 述 (r,t) 空 间 的 欧姆 定律 . 
不 过 从 实验 及 下 面 的 线性 理论 都 可 以 证 明 , 这 时 存在 着 (k,w) 空 


bi 
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间 的 “欧姆 定律 ”， 
六 (wo 有 = ow,k) » ECw,k). (8. 2) 
因此 这 时 在 坐标 空间 电流 和 电场 的 关系 是 非 定 域 有 记忆 的 ， 
Ji(r,t) = | ,tt) -El(r—r ,tot )dr'dt.. (8. 3) 
进而 E1， ji 对 电场 的 依赖 关系 就 很 复杂 . 
但 是 对 于 Yow 的 弱 衰 减 (不 稳定 ) 波 ,可 以 将 扰动 电场 分 成 
快 变 部 分 (由 ww 描述 ) 及 慢 变 部 分 (取决 于 7) 
E(t) = 五 (et)e 
这 时 (在 下 面 的 小 节 中 将 证 明 ) 在 电流 和 电场 之 间 存 在 如 下 的 简单 
近似 关系 : 


oOo 


一 1wt 


Ji(r,t) = e wr 十 1 | 。 FE, (et). 


因而 有 可 能 得 出 一 个 近似 (准确 到 二 阶 小 量 ) 的 波 能 传播 微分 方 
程 . 以 下 先 只 给 出 时 间 行 为 的 分 析 , 然 后 再 (不 加 推导 地 ) 给 出 同时 
又 计 入 空间 行为 的 结果 , 详 见 文献 [3]. 


8. 2.2 两 种 时 间 尺 度 下 的 波 能 传播 方程 


当 |7Y|/|w|==e 区 1 时 ,可 将 扰动 电场 写作 
EC) =7[E(et)e "+E (et)e'%’], E*(t)=E(t). (8.4) 


其 中 w 是 实数 ;E* 代 表 的 复 共 元 . 这 种 写法 表示 扰动 电场 是 实 
的 ,其 快 变 部 分 是 单 频 的 ,而 慢 变 部 分 则 构成 了 一 个 穿 而 低 的 连续 
谱 背 景 . Bi(G) 的 傅 氏 变换 为 

E,(w) = | diE, (te 


= Z|dtBoCe ee + Fd? Gere 


= Elelw 一 oo)) + FE¢ (elw + 0)). 
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利用 w 空间 的 欧姆 定律 ,可 得 出 在 频 域 中 的 扰动 电流 
ji(w) =z(o) .BCo) 


一 方 z(o)， Eolelw 一 oo)) + 06%) * Es Celw + wn)). 


再 通过 逆 储 氏 变 换 , 就 得 到 时 域 的 扰动 电流 


hi) 一 | he 
| S27 Cw) ‘Ele(w 一 wo))e-™ 


2 


+ 了 | 33 (0) “Es (e(w 十 oo))e 
nd 52 十 w 一 加 
。 Ele(w— wo))e “0 


+ ze"| 525( 一 oo 十 中 十 on) 


. 再: (e(o 十 wo))e ®t 


.El(e(w— wo))e “0” 


—> 
—> 


十 ye "| | wo) 十 3 


« E* (e(w 十 wo))e te 
日 
。 2 


| SE Celw — wo))e ee 


?2X 
.2 
a 


(w +t) | 


~ 


1 一 iow tt 和 ac 
一 2 0 3G 十 dw 


—> 
—> 


| 六 9 
十 Dew 5 vo) 十字 
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本 Be + wn) 


1 —1w := 了 9 
= pe og wm 十 i 及. Eolet) 
十 1 i 一 wo 二 1 |. 五 (et )， (8. 5) 
2 0 or 


这 最 后 的 表达 式 就 是 上 一 小 节 给 出 的 近似 式 . 再 考虑 到 ji (2) = 
J1(£) ,9 知 


地 、 9 地 9 

“ 十 i 训 |= 也 一 w+i 辟 |， 

去， 9 六 .OO 

o -w+i 羡 = ww 十 i 忆 | (8. 6) 


这 样 , 波 能 传播 方程 中 的 乘积 


E(t) 。 记 (t) = [Ele)e -is 十 Ev (et)e™o] 


Baz 
e | ee 0 0 


之 


十 eicot 了 


Wo 十 1 2 。 Eo (et) 


— ow +i) E: (en)]; 


出 现 含 e““% 及 e** 的 快速 振荡 项 .但 我 们 感 兴 
趣 的 是 上 面 乘 积 中 的 时 间 慢 变 行 为 (st) , 故 可 以 通过 对 上 述 乘积 


在 慢 变 时 间 间 隔 (2x/ (ewo。) 汛 t 污 2x/wo) 上 的 平均 来 消除 
(BCD + (1)) 一 二 | (ep .5 


在 相 乘 展开 后 


它们 : 
一 ww +i 多 ) .Es (et) 
wo 二 1 | 。 E,(et) |， 


站) 一/79] ,ew 用 同 可 的 为 法 可 
(E(t))， SBC)) 一 


+ Ee‘ (et).o 


[BoCen)| 一 wo 十 i 及 . Ec (et) 


+ EB: Ce) [w+iD). Ecen) |. 


一 一 一 一 


i 
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把 上 面 二 项 相 加 ,得 (下 面 为 方便 , 略 去 时 间 平 均 符号 (… 


， 9 
E!: ar 十 三 | 一 二 {Bo(et) “LI 五 (et) 


十 E: (et) 


。| 工 ] 。 五 (et) ). 
上 式 中 的 


站 多 | 十 4r5| 一 wo 十 i 如 | 
一 ie + 全 Co | 二 iay/at 


一 一 i[we (w) ]-。+iayat 


> 一 | (~ wo) e(— wo) 十 (一 EO 
十 Ee(— w)1l 三 | 


,3 
so Ot 
0 


一 iwe(— wo) 十 Be (oe(— wo ) ) 5. 
其 中 引用 了 等 价 介 电 张 量 


E=i¥+ 钙 5(w)， (8.7) 


在 静电 波 情况 下 就 是 介 电 张 量 ,但 在 电磁 波 情况 下 直接 和 电导 
张 量 相关 . 同 理 可 得 


[1 |]=— i[we (w) J +ia/a 


一 一 iw e (wo) 十 Be woe (wo) ) 


glo 


结果 有 


O . 、 3 
Ei ® 4XJ1 十 2E, -| -一 1wo0E, (ez) ® € (wo) ® Eo (et ) 


下 i1woEo (et) ® EC 一 Wo) 。 。 五 。 (ef) 


十 E: (et) 。 


3 e (wo) ]. SE (et) 


下 
，， 
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+ Eolet) « 3 Lonel— w0)] HE: (et)). 
其 中 第 一 、 二 项 可 归并 成 


1wo 


本 [一 Es oi Ei Wo) Eo 十 Eo; Ei(— wo) Ee2] 


”lo 


本 LE (€:;(wo) En(— wo) ) Eo; | 


Wo 其 入 
一 2 


在 上 式 的 推导 中 用 到 了 
Eix(— wo) = ei (wo) = ei (wo). 
式 中 上 标 “ 十 ”表示 厄 米 共 厄 ， 它 和 介 电 张 量 的 尼 米 部 分 “h” 及 反 
厄 米 部 分 “a” 有 如 下 关系 
E = Eh Es, sa 一 六 (E 一 e+)， 
人 
1 1 


Ee Du [auei(wo)] 2 SEw+ aE Be Loea— wo) | BE 


a (wo) 。 E,. 


en- 
十 et)， 


(E 0 ;如 [oes(ew) 十 woéji( 一 wo) JEo; 


(E: Ble 


| 一 | 一 
9 lo 2 


Es, : [we er]. * Eoi. 
Owo 


所 以 ,最 后 可 将 电磁 波 的 波 能 演化 方程 写成 
SW + Wy: P=0. (8. 8) 
其 中 Wr,W*,P 分 别 是 (对 慢 变 时 间 平 均 了 的 ) 波 能 、 波 的 ( 因 波 - 粒 
子 共振 相互 作用 而 引起 的 不 可 首 ) 功 率 耗 散 以 及 起 印 训 矢量 (电磁 
波 的 能 流 ), 有 


P= TonLEoCet) X Bo (et) + Es (et) X Bolet)|, (8.9) 
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W° = wp: (et) « e* » Eolet), (8. 10) 
8 


1 - x 
W*= (1B?) + E(t): 3 Loe (wo) EuCeo) 上 
(8. 11) 


= (lBl 十 |E| 一 E,，: 旭 [aF | (8. 12) 


上 式 中 的 第 一 .二 项 分 别 为 电场 .磁场 的 能 量 密度 ,而 第 三 项 则 代 
表 随 波 场 运动 的 ( 非 共 振 、 可 逆 ) 粒 子 系 的 振荡 ( 拌 动 ) 动 能 密度 . 
对 于 静电 波 , 介 电 张 量 是 通过 电位 移 矢 量 来 定义 的 : Di (wo) 


一 (w)。Ei(wo), 它 可 以 从 线性 弗 拉 索 夫 方程 的 静电 波 解 得 出 . 
考虑 到 这 时 有 一 0,P 一 0, 故 相应 的 波 能 演化 方程 为 


SW: 十 W.= 二 0， (8. 13) 


TFI _ + 2 
W. = je |Eo et) | dw, 


[oe wo)], Wi = tlEolet) |woe Cw). 

(8. 14) 

其 中 上 标 “r” 和 “i “分 别 代表 实 部 ( 厄 米 部 分 ) 和 圳 部 (及 吧 六 加 
分 ). 上 述 方程 的 解 是 

[Elet)|:= |E.(0)l?*e™”, 7=— 


Wo€ 


/ : dCwoe') /dwo’ 
出 此 解 可 知 ,静电 波 的 阻尼 (7<0) 或 是 不 稳定 (Y>0) ,取决 于 两 个 
因素 : 9(woe')/9wo 及 e. 前 者 与 波 能 成 正 比 ,O(woe')/Owo>0 的 波 
称 为 正 能 波 ;反之 则 称 为 负 能 波 .后 者 与 波 的 功率 损失 成 正比 ， 


(8. 15) 


8i>0 时 称 为 正 耗 散 ;反之 则 称 为 负 耗 散 . 这 样 


”对 正 能 波 ; 正 耗 散 时 波 将 被 阻尼 (7 二 0) , 负 耗 散 时 波 不 稳定 
(7>0); | 

对 负 能 波 : 正 耗 散 时 波 不 稳定 (Y<0)， 负 耗 散 时 波 却 被 阻尼 
0>0). 

” 负 能 波 的 耗 散 行为 与 我 们 通常 习 惯 的 ( 正 能 波 的 ) 物 理 图 乔 相 
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反 , 它 是 在 等 离子 体 动 理 学 中 才 出 现 的 新 概念 ,我 们 将 在 下 面 详细 
讨论 ( 见 下 一 章 反 应 型 本 征 模 ). 


8. 2.3 两 种 时 间 、 两 种 空间 尺度 下 的 
波 能 传播 方程 


”上 节 只 考虑 了 波 的 时 间 行为 ,但 实际 上 波 也 同时 具有 空间 的 
快 变 和 慢 变 尺度 ， 故 最 一 般 的 两 种 尺度 下 的 波 场 表达 式 应 该 写成 
: E, (r,t) = [EoCer, ei)er" ee +e.c.] (8.16) 
同样 假定 有 (Cw,k) 空 间 的 欧姆 定律 
. ji (wk) = ow Kk) » E(w,k), 
可 以 得 出 
3 


Ji (ery et) = a wo 十 1 1 3 2» ko 一 1 他 | Eoler,et). (8.17) 


通过 类 似 的 推导 ,最 后 传播 方程 (参考 文 
献 L3]) 


十 5- 十 V.…P 一 0， (8. 18) 


.oz 
2 Te 十 E, (er,éet) 。 :oo Et). Eer,et) ]， 


(8. 19) 
a CO0 > 六 
-FF =gnEo 《> ,et) 。 E 。 El(er ,et) 了 (8. 20) 
/ -一 h 
P' =s=s% "yw (8. 21) 
_ [ze (er yet) X Boler,et)) 
wo(E: Eh) 
wo BK Er (er,et) « er). Eoler,et) |. (8. 22) 


其 中 vw 是 电磁 波 的 群 速度 , (8. 22) 式 是 它 在 两 种 尺度 下 的 定义 
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式 ; 其 他 项 则 和 上 一 节 中 的 相应 量 有 相同 的 物理 意义 . 

应 该 特别 指出 的 是 : 这 里 的 电磁 波 能 流 密度 并 不 仅仅 表现 为 
坡 印 亭 矢量 ,还 出 现 了 一 项 由 于 波 的 群 速度 随 空间 不 同位 置 而 不 
同 所 造成 的 能 流 不 均匀 项 . 而 群 速度 的 不 均匀 又 是 由 于 等 离子 体 
的 空间 不 均匀 引起 的 . 在 大 空间 ,这 表现 为 等 价 介 电 张 量 e 是 对 
依赖 的 . 群 速度 的 空间 依赖 性 往往 容易 被 忽略 ,因此 会 造成 在 空 
间 不 均匀 等 离子 体 中 估算 电磁 波 能 流 密度 时 出 现 错误 希望 读者 
对 此 给 予 特别 的 注意 . 
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第 九 章 “无 外 场 ,空间 均匀 、 速 度 空间 
各 向 同性 等 离子 体 的 线 
性 弗 拉 索 夫 方程 解 


9.1 静电 波 解 的 一 般 形式 及 分 类 


在 本 章 中 假定 
B, = E, 一 0， fw = fo lv’), B! = 0. 
这 意味 着 只 存在 静电 扰动 ( 波 ). 对 于 这 种 波 有 


VX Ei=— = 0, KE,, 
也 即 静 电波 的 扰动 电场 方向 平行 于 其 传播 方向 . 可 以 令 
这 时 弗 拉 雪夫 赤 克 斯 书 方 各 组 可 信人 
2 +v*Vfa = VA * Wfa, (9. 1) 
Vg 一 一 4r > mg。 fadv. . (9. 2) 


方程 (9. 1) 两 边 同 乘 exp[ 一 i(k。 r 一 wt) | 后 作 傅 氏 、 拉 氏 变 换 ， 
口 1 Ce CO 
LLr ~ f= 1 
wr 也 ja 三 el exp[— i(k .r— wt)] Sfalr,w ,t)drdv 
ic 四 d 一 区。 六 
-外 [| Cane ar 四 所 


一 | e” Sfalw ,t) dt 
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= efalv ,t) | — |iwe™faw ,t) dt 


一 一 fulv ,0) — iwfu(v ,w) 
一 一 fa(0) 一 iwj x, 
其 中 ,7 分 别 是 w 的 实 部 和 虚 部 ,k 一 (RE,w); 同 理 ， 
LoLilv * Vfa) =ik * vf 
LoLi(V H) 一 天 pr 


— i(w— kk.v)f«= fa(0) 十 i Ek. Vfwpx, (9.3) 


hp.= coal fudv . (9. 4) 
由 上 可 得 
f= 1f (0) /ee Vof ogr (9. 5) 
”代入 泊 松 方程 后 

E2 Annags Kk» Vof ow _ fa.(0) 

Px 1 十 >， Ea wa ey, sri nd BED jdv. 
(9.6) 

对 于 本 征 值 问题 ， f= 二 0, 上 式 就 成 为 齐 次 (色散 ) 方 程 

加 Dlw,h) =1+ 3) | fs dy 一 0 (9.7) 


其 存在 非 平凡 解 (p. 天 0 的 条 件 是 ， 

wi = wk) G 一 1 2，)， 
这 就 是 静电 波 的 色散 关系 , 它 也 被 称 为 静电 本 征 模 或 静电 简 正 模 . 
由 色散 方程 决定 不 了 扰动 量 gx 及 fa 的 绝对 值 ,只 能 给 出 它们 之 
间 的 相对 关系 . 


对 于 初 值 问题 : fu 关 0,F 可 以 用 它 及 (9. 6) 式 定 出 
4rri > va| A ed v 


PR DR (9. 8) 
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并 从 (9. 5) 式 进一步 给 出 广 . 

上 面 给 出 的 DC(w,k) 称 为 等 离子 体 色散 函数 ,也 即 第 一 章 提 
到 的 等 价 介 电 张 量 . 在 静电 波 情况 下 , 它 就 是 真正 的 介 电 张 量 . 因 
为 在 介质 中 往往 引进 电位 移 和 失 量 D=eE 来 代 兰 电场 描写 介质 办 
外 电荷 而 产生 的 响应 ,而 当 不 存在 外 电荷 时 (例如 在 上 面 所 讨论 的 
情况 下 ) 

V.:D=0, 
一 一 V9, 则 有 。 V?9 一 0. 在 作 傅 氏 变换 后 就 得 
kep= Dy = 0, => D = kie. 

这 里 的 九 和 (9. 7) 式 给 出 的 等 离子 体 色散 函数 在 物理 上 等 价 , 它 
正比 于 真正 的 介 电 常数 . 此 外 ,在 静电 波 情况 下 ,色散 函数 还 可 必 
进一步 写成 


DOwh)=1+ Six, X=— ge = — SE ne| fado . 


(9. 9) 
其 中 x。 就 是 第 a 种 粒子 的 极 化 率 . 


9.2 反应 型 (reactive) 本 征 值 解 


为 了 能 从 (9.7) 式 中 求 得 色散 关系 ,必需 求 出 积分 . 一 般 情况 
下 被 积 函数 Wfw/(w 一 k，w ) 不 但 是 v 的 复杂 函数 ,而 且 在 w= 
k。wvw 处 有 奇异 性 , 故 难以 得 到 普遍 的 w(k) 解 析 表 达 式 . 

但 当 等 离子 体 的 所 有 粒子 都 具有 同样 的 速度 

Jo ) = nped (Vv — us) 
〈 即 所 谓 的 束 等 离子 体 ) 时 ,被 积 函数 虽 有 奇异 性 ,但 仍 能 被 解析 地 
积 出 (例如 在 一 维 几何 下 ,k。v =kv) 
| Kk» Vfw 一 | 和合 光一/ — /0 


wo 二 下 ww 一 加 
GCC 一 Mo) ， 
—_ 也 2 a 
=— kinpe (w Roy ko)id® 


9.2 反应 型 (reactive) 本 征 值 解 . 351 


k*nbpa 


(w TT Rue) 


所 以 最 后 可 得 

D(w,k)=1C— 2 Co ey | (9. 10) 
电 常 数 可 写成 

D(w,k)=1— or 一 也， (9. 11) 


以 上 式 子 中 o = 47npa e2 /mae ”4 一 ey1， mx 则 是 束 粒子 的 数 密度 . 由 
于 离子 质量 很 大 , 故 可 以 进一步 取 mi 二 ,于 是 whi 二 0, 于 是 有 
D(w,k) 一 1 一 


wt 


(w 一 ku)’ 
这 时 的 色散 关系 特别 简单 ,由 DC(w,k) = 二 0 可 得 
ww 二 ku 十 woe 和 二 十 尼 ,( 快 波 ) (9. 13) 


(9. 12) 


u 一 2 ( 慢 波 ) (9. 14) 
其 中 ku 这 wo. 按 第 八 章 (8. 2. 2 小 节 ) 给 出 的 扰动 波 能 公式 


CU 
wz = ku 一 wre, Ek 


2 
2 Wwtre 


9 be 
Dh)) = To ys 


可 以 看 出 
cj : wDlw, 和 )) 一 2[1 十 外 ~ 


< 0. 


wt (DC,h))=— 2| _1 


故 快 波 是 正 能 波 , 而 慢 波 是 负 能 波 . 名 能 流 的 概念 只 有 在 等 离子 休 
动 理学 中 才 出 现 , 这 里 对 它 的 物理 意义 来 作 一 说 明 . 

对 受 扰动 波 场 影响 的 电子 系 ,其 自治 的 扰动 分 布 函 数 为 ( 仍 取 
一 维 几何 ) 
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太一 一 kp Of ov) /Ov 06(v Oo) ko 

ek 一 一 信 9 二 一 TT 
me wo—kv . wo—kv me 

由 此 可 求 得 如 下 几 项 . 


Qi) 在 波 场 中 的 扰动 电 
子 和 密度 . 
n(w) -| cdv 


的 ak 
(w 一 ku)’” 


nl (wi ) 一 72 (w,) 


= 一 至 >0 
Wbe 


这 说 明正 、 负 能 波 所 造成 的 
电子 密度 扰动 都 是 相同 的 
( 见 图 9. 1(a)). 
(ii) 扰动 粒子 流 . 
(n(w)(v 一 2)》 
， 一 |c 一 u) jdv 
CO 二 7 


(9. 15) 


由 此 可 知 


(n(w)(v — WU)=— > 0, 
Cj 


(n(w)(v, — WU))= Loo. 
wp 
即 扰 动 的 粒子 流 (nv 一 nu)， 


”图 9.1 电子 系 在 正 能 波 和 负 能 波 中 的 。 在 正 、 负 能 波 中 是 相位 相反 
- 粒子 流 与 扰动 能 量 的 ( 见 图 9.1(b)、(c)). 
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(iii) 电子 系 扰 ( 拌 ) 动 能 量 . 
(n(w)v’)= | edv 


_ _aku 2au 
Co 一 RD oo 一 Re 
(n(wi)v’)C— n (wi)u’ 二 一 a 0， 


(n(w)v) — nCw)u? — 4 < 0. 


这 样 在 正 、 负 能 波 场 中 的 电子 扰动 能 量 也 是 相反 的 ( 见 图 9. 1(d)、 
(e)). 正 能 波 中 的 电子 扰动 能 大 于 未 扰动 电子 束 的 平均 动能 ,而 在 


. 负 能 波 场 中 的 电子 扰动 能 却 低 于 束 的 平均 动能 一 一 这 就 是 负 能 波 
名 称 的 来 由 . 


反应 型 本 征 模 的 介 电 函数 虽然 是 实 的 D(Cw,k) ,但 也 可 以 存 
在 阻尼 或 不 稳定 的 本 征 模 , 即 从 D.(w,k) 二 0 可 以 得 到 复 的 色散 
关系 w 二 wr 十 7Y. 因为 从 介 电 函数 的 一 般 表 达 式 

Dl(w,k)=1C— 2 wp hy 一 0 

可 以 看 出 : 当 等 离子 体 中 有 NC(N 宇 2) 种 以 上 粒子 时 ,色散 方程 是 
w ” 阶 的 代数 方程 ;它们 的 解除 了 实 根 外 ,在 一 定 的 参数 范围 内 还 
有 成 对 出 现 的 复 根 w=wj 土 Y;, 它 们 就 是 一 对 不 稳定 和 阻尼 的 
反应 型 本 征 模 . 但 和 耗 散 型 的 不 稳定 /阻尼 模 起 因 于 波 -粒子 间 交 
换 能 量 不 同 ,反应 型 不 稳定 模 是 原本 稳定 的 正 、 负 能 波 相互 看 合 
后 ,能 量 从 负 能 波 馈 入 正 能 波 使 两 支 波 都 同时 增 大 而 造成 的 (阻尼 
模 则 是 相反 过 程 引起 的 ). 下 面 就 是 一 个 反应 型 束 -等 离子 体 不 稳 
定 模 的 例子 . 

设 在 一 冷 的 背景 等 离子 体 (no) 中 ,有 弱电 子 东 (nbno) 以 速 


度 ;o 一 vw 射 信 ,假若 背景 离子 不 动 (mi 二 oo,ww 二 0), 则 这 个 体系 


的 色散 函数 和 色散 方程 可 写 为 


354 第 九 章 无 外 场 、 空 间 均 匀 、 束 度 空间 各 向 同性 等 离子 体 ……: 


Dw =1— 
此 方程 有 比较 严格 的 解 ,但 在 这 里 只 
给 出 一 种 虽然 定性 但 物理 意义 比较 明 
晰 的 讨论 (正规 的 处 理 请 见 第 十 二 章 
第 一 节 ). / 

在 只 考虑 背景 电子 或 只 考虑 束 电 
子 时 ,相应 的 色散 方程 和 色散 关系 分 
别 是 ( 见 图 9. 2) 


一 0. (9. 16) 


图 9.2 两 支 独立 线性 波 的 色散 图 ] _ “ww 一 w, = kv, + wr. 


而 当 两 类 电子 同时 起 作用 时 ,它们 的 综合 效果 相当 于 上 述 两 支 波 
的 耦合 , 设 耦 合 强度 为 s= 常 数 <<0( 具 体 表达 式 将 在 下 面 给 出 )， 
则 ( 波 ) 模 耦合 方 程 可 等 价 写成 以 下 形式 

(w 一 oil)(w 一 wz) 一 6. 
这 是 关于 w 的 二 次 方程 . 当 e==0 时 ,其 解 就 是 ww 和 wz; 而 当 e 关 0 
时 有 解 


ww 一 pa 十 os 士 \W (owl 一 ow?)” 十 4e]. 


于 是 当 根 号 内 的 项 为 负 , (wi 一 w)’? 十 4e 二 0 时 ,频率 会 含 虚 部 7 
0, 这 就 意味 着 耦合 波 存在 不 稳定 性 . 这 种 不 稳定 的 增长 率 7 在 
w 一 wz 时 达到 极 大 一 一 这 就 是 说 ,两 支 波 模 的 非 线性 耦合 在 波 频 
(及 波 矢 ) 相 等 时 最 容易 发 生 . 这 些 结论 不 仅 对 束 -等 离子 体 波 的 模 
耦合 有 效 ,而且 对 一 般 的 模 耦 合 过 程 都 有 效 . 

下 面 再 回 到 束 - 等 离子 体 不 稳定 性 上 来 . 首先 讨论 tm 六 w 或 
kvbw 时 的 情况 ,考虑 到 wpe 才 wwe nb 志 n6), 故 (9.16) 式 可 近似 成 


> ] 一 
(2 
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其 中 束 粒 子 项 可 看 成 对 wi 二 woe 波 的 小 修正 ,由 此 可 得 这 时 的 色散 
关系 


“= 十 or|1+ 士 衬 | (9. 17) 


其 次 ,讨论 w 一 Am 的 情况 ,这 时 色散 方程 中 的 主要 贡献 来 自 束 粒 
子 , 而 电子 项 的 贡献 可 看 成 耦合 小 量 


2 
CObe _ Wpe 


加 (w 一 kv,)? w? 
进一步 又 可 分 成 以 下 两 种 情况 ， 
Gi) w~kvp 之 wpe( 即 no 比较 小 ) ,于 是 
1 加 (w 一 
这 是 两 支 稳定 的 高 频 波 . 
(ii) w~kvop 过 wpe( 即 no 比较 大 ) ,于 是 


1 


XN 0, => w, = kv 士 we. (9. 18) 


wt wz wz wz | 

e be 

一 一 -一 > 一 一 全 -oo 
(Op Ei (wpm ~ po 


结果 得 到 一 支 不 稳定 的 波 


1 


1 士 i 细 | ， (9. 19) 
其 增长 率 为 


符合 线性 分 析 的 前 提 ( 但 w 不 能 正好 等 于 tu ,否则 会 由 于 束 粒子 
和 电子 等 离子 体 波 的 强 共振 而 使 ?co, 这 就 超出 了 线性 分 析 的 
适用 范围 ). 以 上 得 出 的 几 支 波 的 色散 曲线 可 见 图 9. 3. 

由 色散 图 可 以 看 出 : 在 Rom 盖 op 时 ,wyas 两 支 波 都 是 稳定 
的 . 而 在 twowr 处 即 这 两 支 波 色散 曲线 的 交点 附近 ,由 于 模 耦 
合 , 使 w 变 成 了 不 稳定 的 w, 其 不 稳定 增长 所 需要 的 能 量 来 自 
.这 可 以 从 波 能 的 正 、 负 来 看 出 ， 


ol ( 正 能 ) 


3a(wD.) aD 2wi 下 2wcwt。 


Ow edo ww (w 一 Rob)3 
2 
| 2 十 2 一 2> 0， 
w | 
Oo(wD.) Wbe 2Rzb 2kvb 
. >z 2 + ~ 。 
Ow kvt Cjbe Wpe 


从 上 式 可 以 知道 ,ww 和 wt = 二 kv 十 wre 是 正 能 波 , 而 wz 二 kv 一 wpe 的 
另 一 支 是 负 能 波 ; 正 是 由 w, 和 wz 的 正 、 负 能 波 耦 合 , 而 产生 了 不 
稳定 的 波 必 . 但 由 于 处 在 不 稳定 增长 的 线性 阶段 , 故 正 能 波 的 色 
散 关 系 没 有 受到 明显 的 影 啊 . 


最 后 ,从 群 速度 


Ow 
Ok ,0 


可 以 看 出 : 束 -等 离子 体 不 稳定 性 是 一 种 可 移 不 稳定 . 


es 
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9. 3 ” 耗 散 型 (dissipative) 本 征 值 解 


9.3.1 色散 方程 


在 一 般 情 况 下 ,等 离子 体 中 的 粒子 处 在 近 热 力学 平衡 状态 ,其 
零 阶 速度 分 布 接近 麦克 斯 韦 分 布 , 因 此 含 fu 的 速度 空间 积分 不 能 
轻易 积 出 ,相应 的 本 征 值 问题 称 为 耗 散 型 的 . 利用 w= w 十 iY， 
17/w|<<1, 可 将 色散 方程 中 的 色散 ( 介 电 ) 函 数 作 如 下 展开 : 
Dl(w,k)= Dl(w 十 这 大) 


一 | iy -2 2 | Dh) 


-| 


(CD., (w. ,Kk) 十 1D; (w. ,Kk)) 


rs r9 


rs 


| 


十 计 DiCesk) 十 


一 0. 
由 上 式 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 零 ,可 以 得 到 以 下 两 个 方程 
O 
r 9 r 9 => WwW. 一 cr (Kk), (9, 20) 
,9 Di(w.,k) 
， do oh), > 7 = ap,k) /Bo 
(9. 21) 


这 时 7 正比 于 Di 关 0, 而 D; 又 是 积分 
| ga kOf uo/ Ou 


wo— ku 


中 的 奇异 部 分 . 只 有 当 /au 不 太 大 的 情况 下 D; 才 比 较 小 , 才 
有 7<w. 故 fw 必定 离 平 衡 态 不 远 ,所 以 在 许多 情况 下 往往 可 以 把 
它 近似 取 作 麦 克 斯 韦 分 布 faa. 这 是 耗 散 型 本 征 模 不 同 于 反应 型 
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本 征 值 问题 的 关键 之 处 . 
现在 来 求 D: 和 D; 的 表达 式 , 从 定义 出 发 


(po Of wo /Nu _L， 
D(w.,k) =1— 2 | 二 一通 7 ku 一 大 u. 
(9. 22) 
其 中 被 积 函 数 在 ==w/k 处 有 奇 点 ,利用 Plemeli 公式 (在 下 一 小 


记 中 将 给 了 证明) 有 


lim 1 
e+”0 .万 十 


式 中 取 上 面 的 符号 表示 积分 回路 从 上 半 平 面 台 近 奇 点 ( 即 z 一 0 
点 ), 而 取 下 面 的 符号 则 代表 回路 从 下 半 面 逼近 奇 点 . 这 样 (9. 22) 
式 中 的 积分 就 可 以 分 出 实 、 虚 部 


一 一 守土 1X0 (x7). (9. 23) 
z 


Of wo/u _ 9f w/o%u se 
| 2 /kh — i JR 9| wn /ht wo/ 
所 以 ,最 后 有 


「 Of /or 


wk i /一 i /kd (9. 24) 


D.,(w. ,Kk) = ] 一 > sg 


D.,(w.,k)=— "2 天 ya 


(9. 25 ) 


有 
由 上 式 可 见 : Di, 因 而 7 与 3fu/av 在 共振 点 w==w/k 处 的 正 、 负 


号 密切 相关 


pa 一 > D., 二 0,， 一 > 7 > 0, 不 稳定 . (9. 27) 


上 式 中 的 阻尼 (不 稳定 ?又 称 朗 道 阻尼 ( 朗 道道 阻尼 ), 它 是 由 速度 
u 和 波 的 相 速度 w./k 刚好 相等 的 那 部 分 (共振 ) 粒 子 和 波 交 换 能 


量 而 引起 的 . 在 整个 粒子 系 中 ,共振 粒子 所 占 比 例 虽然 非常 小 ,但 
它 和 波 可 以 有 较 长 时 间 的 相互 作用 ,因此 造成 了 可 以 有 观察 效应 
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的 结果 . 其 余 的 粒子 则 称 为 非 共振 粒子 ,它们 每 个 和 波 的 相互 作用 
虽然 都 不 强 , 但 数量 庞大 . 它们 从 波 场 中 得 到 了 可 观 的 拌 动 能 量 ， 
减少 了 波 场 (通过 共振 相互 作用 ) 可 以 交 给 共振 粒子 系 的 自由 能 ， 
所 以 也 对 7 的 大 小 有 贡献 (但 对 符号 无 影响 ). 这 贡 页 献 反 应 在 7 表 
达 式 的 分 母 9D./9w. 上 . 

这 种 本 征 值 问题 , 由 于 其 介 电 函 数 有 虚 部 ,从 而 导致 y 夭 0, 使 
波 能 在 和 粒子 系 的 相互 作用 中 传 给 了 粒子 系 而 损耗 ,因此 而 得 名 . 
而 反应 型 的 本 征 值 问题 中 , 介 电 函数 总 是 实数 ,7 天 0 是 由 于 在 正 、 
负 能 波 之 间 交 换 能 量 而 致 , 这 时 二 支 波 的 总 和 并 没有 损耗 . 

静电 波 的 色散 方程 还 可 以 写成 


Db) =1+ Dh=0, 和 = 一 各 一 一 全 dor 


(9. 28) 
其 中 x 是 极 化 率 ,由 于 它 和 平衡 分 布 fw 有 关 , 故 无 法 给 出 一 般 的 
表达 式 . 但 当 平衡 分 布 为 麦克 斯 韦 分 布 时 ,可 以 把 极 化 率 用 特殊 函 
数 表 示 出 来 : 


Xe = rl + 626€)). (9. 29) 


k2A2, 
其 中 Z 是 等 离子 体 色 散 函 数 


ZJ) = 二 | dz-e (9. 30) 


其 中 z==wu/v 是 用 热 速 度 归 一 的 粒子 速度 ,而 二 kw /|k| 是 平行 
于 传播 方向 的 粒子 速度 . $=w/ (kw) 是 以 粒子 热 速 度 归 一 的 静电 
波 相 速度 . Z(2) 的 值 有 数 表 可 查 ,而 在 &<1 和 名 1 的 极限 下 分 别 
有 短 级 数 式 的 微 扰 展开 式 和 渐 近 表达 式 ( 见 后 ). 当 

kil1, > XP1l, Do X=0, > Ynag=0. 


这 在 物理 上 相当 于 准 中 性 条 件 . 即 在 静电 波 的 波长 (相对 德 拜 长 
度 ) 很 长 时 ,因为 其 相 速度 变 得 足够 慢 ,无 论 是 电子 或 离子 的 运动 
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都 完全 可 以 同步 跟 上 静电 波 场 的 时 间 变 化 ,不 会 产生 电荷 分 离 , 从 
而 保持 了 整个 等 离子 体系 的 电 中 性 . 


9. 3. 2 ”Plemelj 公式 及 上 朗 道 阻 尼 的 物理 图 像 


1. Plemelj 公式 及 其 推广 
上 一 小 节 中 遇 到 的 奇异 积分 ,可 写成 


| 2jo/3x ]， | F(Z) dx 
_wou— w/k _oX—17- 
T=u— w/bk, w= 二 wr 十 17Y，7Y0. 


其 中 积分 沿 实 轴 从 一 ce 直到 ce. 在 z=iY 处 ,被 积 函 数 有 奇 挟 (发 
散 ). 在 耗 散 型 本 征 模 问题 中 ,7 一 0, 故 当 取 ”一 0 的 极限 时 奇 点 将 
从 上 半 面 趋向 原点 ,这 时 为 了 避 开 奇 点 z 一 0, 积 分 路 径 应 在 z 一 0 
点 处 从 下 半 平 面 绕 半 个 小 圆 ( 见 图 9. 4). 设 小 圆 半径 为 e, 则 上 面 
的 积分 可 以 分 成 如 下 三 段 : 


[ht 


-s+ 


其 中 | 代表 积分 的 主 值 部 分 , 它 的 


(9. 31) 


ImxhY 
被 积 函 数 没 有 发 散 的 问题 , 故 总 是 
有 限 的 ;而 最 后 一 项 可 作 如 下 处 理 : 
-eTe oe : . 
机 | f(z) -| Lee deei) 
U 人 之 _x €€e 
0 yg 
. _ iy 
图 9.4 推导 Plemelj 公式 时 所 用 的 i Fee )dy, 
积分 路 各 当 Y->0 时 ,s 一 0, 故 


lim| dz 一 lim 让 (Zz)|-odp = in [eo- 
所 以 ,最 后 有 


最 
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| FT 一 2| FT 十 IxF (zx) |,-o. (9. 32) 
oo ya ， 一 oo 人 万 
这 相当 于 将 其 中 的 被 积 函数 写 成 (这 就 是 所 谓 的 Plemelj 公式 ) ， 
lim 一 一 第 ixs(z)， (9. 33) 
e>0 TO™— 1l1é€ 全 


上 式 是 时 间 扰 动量 A(z) 作 双边 拉 氏 变换 时 ,变换 后 的 扰动 量 
4(ow) 是 定义 在 上 半 平 面 (Imo=*>0) 的 解析 函数 ,因而 奇 点 也 在 
上 半 平 面 ,并 从 上 半 平 面 趋 于 零点 的 情况 ( 见 图 9. 5(a), (b)); 如 
果 一 开始 解析 函数 A(w) 是 定义 在 下 半 平 面 的 , 奇 点 也 在 下 半 平 
面 (Y<0)、 然 后 从 下 半 平 面 趋向 零点 ( 见 图 9. 6(a),(b)), 则 相应 
的 Plemelj 公式 应 为 


(9. 34) 


在 上 式 的 推导 中 ,积分 路 径 在 零点 附近 是 通过 上 半 平 面 的 小 圆 绕 
过 奇 点 的 . 


Iman Imal 


(a) - (b) (0) 
图 9.5 定义 在 w 上 半 平 面 的 解析 函数 所 用 的 积分 路 径 


(a) 
图 9.6 定义 在 w 下 半 平 面 的 解析 函数 所 用 的 积分 路 径 


以 上 是 奇 点 的 虚 部 e>0 的 情况 . 如 果 e==7 是 一 个 有 限 大 的 
量 , 则 对 于 定义 在 上 半 平 面 的 解析 函数 , 当 ”之 0 时 , 奇 点 在 上 半 平 
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面 ,积分 路 径 上 没有 奇 点 ,积分 将 取 主 值 ; 而 当 y<0 时 ,积分 路 径 
为 了 避 开 奇 点 要 从 下 半 平 面 绕 奇 点 一 个 整 小 圆 ( 图 9. 5(c)) ,这 样 
积分 的 虚 部 将 比 Plemelj 公式 中 的 虚 部 大 一 倍 . 于 是 有 


[ F(x) dz 二 2[ F(x) drz，7y 0, 


_wTX—17 _wTX—17 


_woTX—17 
如 果 一 开始 双边 拉 氏 变换 后 的 A(w) 是 一 个 定义 在 下 半 平 面 的 解 
析 函 数 , 则 情况 会 反 过 来 (图 9. 6(c)) 
| Lz) d7 一 ?| f(z) dir，7y < 一 0， 


一 1 _ 并 一 1 


| Fz) 一 2| dz + igxF(z)|,,, 7<=0. 


| F(z) dz 二 之 2| ?dz 一 i2xF (x)|,-o, 7 0. 


ww 并 一 1 


这 两 类 公式 和 Plemelj 公式 一 起 构成 了 奇异 积分 完整 的 表达 式 . 
利用 上 面 的 公式 ,可 以 进一步 给 出 静电 波 介 电 常数 的 具体 表 
达 式 , 按 前 面 给 出 的 定义 
of (v ) dm 


we 
D(w ,ki) -一 1 十 Pr | Ov wi 一 k 。 


今 Ki . v1=kiu (w=vcos0,0 是 Ki 与 Vy 间 夹 角 ) 和 和 Wi 二 wi/k1, 再 利 
用 


9 


dy = dudv), fw) = FO)f, co )， | (vi)dv| = 1, 


则 有 
oF du 


D(w ,Ki1) 二 1] 一 对 Do 一 yn (9. 35) 
这 是 一 个 定义 在 上 半 平 面 的 解 术 本 雪 而 
2 
D(— ww, 一 机 ) 一 1 一 各 OF du (9. 36) 


Drx zx ur’ 


则 是 定义 在 wm 下 半 平 面 的 解析 函数 . 两 者 的 表达 式 虽 然 一 样 ,但 


它们 的 虚 部 ( 奇 点 的 留 数 ) 并 不 相同 . 
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按 上 面 的 讨论 ,对 定义 在 四 上 半 平 面 的 DCwi,Kki) 有 
” oF du = 22| 2 du 


三 下 (zx1)， Imw, 之 0， 


oOUUmu Ou 2 一 ui 
oF du = | 训 oF du -in 
Dx zx 一 2 Bu uu Ou | =u, 
二 (wi) 十 ir ss Imoi; = 0+， 
oF du oF du .OF 
Ou & 一 ui -| Ou uO— ui Ter wu 
二 (ui) 十 i2r2 有 ， Imw < 0. 
所 以 对 于 最 初 定义 在 上 半 和 平面 的 色散 函数 DCw ,ki) ,可 写成 
2 
1 CO— ee) Imw 之 0， 
1 
Dw ;Kk1) 一 4341 一 2 | ECu,) 十 i | 9 Jnmc 一 0， 
2 
| EG) 上 i2xeE| | 1 
1 一 二 Ul Ou 4 9 nw ~ 0. 
而 对 于 最 初 定义 在 下 半 平 面 的 色散 函数 D( 一 ,一 k1), 则 可 写 
成 、 
oF 
] 一 天 | Eu,) 一 12r | ， Imw > 0， 
. 9 
D(—w,— ki) = 1 一 (Ec) 一 ir ， TImw 一 0， 
21 


] 一 Se Imw ~ 0. 


由 此 可 以 看 出 当 Imowl 盖 0 或 Imol< 到 0 时 ， 都 有 已 (wl，K ) 天 
D(—w,—ki)” ;只 有 当 Imw 二 0 时 才 有 
Dl(w,ki) = D(—w,—k)*, Imw = 0. 
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2. 朗 道 阻 尼 及 其 产生 条 件 __ 磁 擅 

在 色散 函数 虚 部 D; 中 的 9F/ax |， 表示 等 离子 体 波 和 等 离子 
体 中 速度 与 波 相 速度 相近 的 带电 粒子 有 共振 型 的 相互 作用 ， 从 而 
交换 能 量 . 其 物理 图 像 如 下 : 在 随 波 一 起 运动 的 坐标 系 中 ,静电 波 
的 电场 和 势能 都 是 静止 的 ,由 于 那些 共振 粒子 的 速度 和 静电 波 的 
传播 速度 相近 ,所 以 它们 有 足够 长 的 时 间 和 静电 波 场 相互 作 
”用 一 一 开始 速度 略 小 于 波 速 的 粒子 会 处 在 势 阱 的 左面 (图 9. 7)， 


EAF=ebB 


粒子 在 相 空 间 
(x, Dp) 中 的 轨迹 


O u < 的 粒子 @ 4> 史 的 粒子 
图 9.7 共振 粒子 在 静电 波 场 中 的 加 速 和 减速 


”的 粒子 少 于 快 粒子 ,从 而 在 整体 上 


: 人 断 增长 ， 从 而 导致 波 的 不 稳 
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这 时 在 静电 力 的 作用 下 它 会 被 向 前 加 速 从 而 遂 渐 赶 上 波 场 ,在 图 
上 的 位 置 也 移 向 势 阱 中 心 ;然后 其 速度 将 会 超过 波 场 ,位 置 也 移 到 
了 势 阱 的 右面 ,而 这 时 所 受到 的 静电 力 变 成 了 减速 力 ,粒子 的 速度 
不 断 减少 , 当 降 至 波 相 速 之 下 后 它 开始 向 势 阱 中 心 后 退 , 最 后 义 回 
到 势 阱 的 左面 . 而 一 开始 速度 略 大 于 波 场 相 速度 的 带电 粒子 则 从 
势 阱 右 壁 滑 向 中 心 . 冲 上 左 壁 然后 又 回 到 右 壁 . 无 论 是 哪 种 情况 ， 
粒子 在 被 加 速 时 都 会 从 波 场 中 吸取 能 量 ,而 在 被 减速 时 交还 能 量 ; 
只 要 没有 外 来 的 影响 (例如 别 的 粒子 的 突然 碰撞 ) 打 断 这 种 储 环 ， 
减 就 会 和 这 些 共振 粒子 长 时 间 地 交换 能 量 
这 时 ,如 果 9F/9u 4 达 0( 见 
图 9. 8(a) ) ,就 表示 共振 粒子 中 速 
度 比 波 相 速度 慢 的 粒子 多 于 快 粒 
子 , 从 而 在 整体 上 粒子 系 要 从 波 场 
中 吸取 能 量 一 一 于 是 波 就 会 阻尼 ， 
这 通常 称 为 朗 道 阻 尼 . 反之 , 当 
3F/av|. 之 0( 见 图 9.8(b)), 就 表 
示 共 振 粒 子 中 速度 比 波 相 速度 慢 


粒子 系 交 给 波 场 能 量 一 一 于 是 波 


但 是 在 无 笠 扩 的 情况 下 ， 在 经 
过 了 足够 长 的 时 间 后 上 述 的 图 像 


AN 、 图 9.8 静电 波 的 朗 道 阻 尼 (a) 
会 反 过 来 , 即 经 受 朗 道 阻尼 的 体系 与 道 阻 尼 ( 不 稳定 )(b) 


中 慢 粒 子 群 会 被 加 速成 为 快 粒子 
群 ,而 原来 的 快 粒 子 群 则 同时 变 成 了 慢 粒 子 群 ,结果 在 波 相 速度 附 
近 的 粒子 速度 分 布 函数 的 斜率 反 了 过 来 ,从 而 共振 粒子 系 开 始 把 


能 量 反 馈 给 波 场 . 对 于 一 开始 经 受 波 不 稳定 的 体系 来 说 ,也 有 类 似 
情况 . 因此 ,对 一 个 宏观 的 测量 而 言 ,原则 上 不 会 有 看 得 到 的 等 离 
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子 体 波 的 朗 道 阻尼 或 不 稳定 性 . 但 实际 上 等 离子 体 体系 中 总 存在 
粒子 间 的 碰撞 , 当 碰 擅 的 平均 频率 为 .过 7Y<w 时 ,一 开始 经 受 朗 


过 阻尼 的 体系 ,在 共振 粒子 群 刚 从 波 场 获取 能 量 后 (这 大 约 要 花费 


7"! 的 时 间 ) 就 受到 了 碰 擅 ,在 碰撞 后 它们 中 的 一 个 或 一 些 由 于 束 
度 大 大 偏离 了 原先 (和 波 速度 相近 ) 的 速度 而 成 为 非 共振 粒子 ,这 
些 被 碰 出 来 的 粒子 从 波 场 中 得 来 的 能 量 也 就 被 带 走 , 从 而 不 能 返 
回 给 波 场 了 ;而 那些 刚 被 碰 进 来 的 新 共振 粒子 则 要 重新 从 波 场 中 
吸取 能 量 ,于 是 朗 道 阻尼 过 程 就 不 断 地 延续 下 去 ,成 为 一 种 宏观 上 
的 可 测量 现象 .对 于 一 开始 就 经 受 波 不 稳定 发 展 的 体系 ,也 是 碰 擅 


”使 它 得 以 延续 成 可 观测 的 物理 现象 . 


9. 3.3 /为 麦克 斯 韦 分 布 时 的 静电 波 本 征 模 


由 两 流体 方程 可 以 得 到 无 磁场 (或 大 平行 于 磁场 ) 时 的 静电 波 
有 两 支 ( 见 图 9. 9) ; 
高 频 的 电子 静电 波 ， 其 色散 关系 为 


wo 一 we( 十 3 ， 到 六 me 一 
低频 的 离子 声波 ,其 色散 关系 为 
R2C2 w 
1 十 及， VE < 


本 节 要 讨论 的 是 ; 当 考虑 了 波 和 粒子 的 共振 相互 作用 后 ,上 
述 两 文 波 会 有 什么 变化 ? 这 时 电子 和 离子 的 热平衡 分 布 函数 Av， 


. fu 及 两 支 波 的 相 速 度 ws/ 人,C。 分 别 画 在 图 9. 10 中 . 从 图 中 可 以 


看 出 : 对 于 电子 静电 波 , 其 相 速度 wk 之 wre/ 人 六 we, 故 离子 分 布 函 


数 对 它 的 影响 可 以 忽略 (3Fiw/av|。n<x*0), 只 需要 考虑 电子 分 布 


函数 对 波 的 耗 散 . 对 于 离子 声波 ,两 种 粒子 分 布 函数 的 耗 散 都 需要 
计 入 ,只 是 离子 的 朗 道 阻尼 较 大 一 些 . 
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天 Di Cs Da Wpe/k u 
图 9.9 流体 描述 下 的 静电 波 色 向 图 图 9.10 ”电子 和 离子 的 分 布 函数 示意 图 
1. 阻尼 的 电子 静电 波 (w 六 Raze) 


利用 
1 ~&k ku | ku ku 
ei~ (i+ w 十 ws 十 ws)? 
及 
m. \Y2 mu? 
fo = fm) = rT P27.) 
1. 
UT 一 mm 一 wieADe, 
T 了 2 、2 
2 e 2— ~-wA, 
心 47nnce C mi pi De 
主 值 积 分 可 直接 算出 
2 CO2 A ks 
2[ dq Ofem/Ou _ Rk w+ 3 De 
一 ww Rk ww 
于 是 有 色散 方程 
2 CO2 A ks 
Dp 一 1 一 等 | 名 + 3 客人 |- 0. (9. 37 ) 


由 此 得 色散 关系 


wr 一 一 六 of A 
~l 
2 


of.[1 士 (1 十 6k.)] 


四 二 一 向 | 
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wl (1 十 3k2A2.). 
其 中 用 到 了 刀 力 <1, 这 也 是 17|<~wr 的 条 件 . 而 介 电 函数 的 
虚 部 按 前 面 给 出 的 公式 可 直接 算出 ， 


D; = Ww 1 or | 


由 EAT 2 kw Ar. 
在 取 了 近似 D.==1 一 wt./wi 后 ,电子 静电 波 的 阻尼 率 为 


exp 


_ /x wpe 1 3 
“ oD./Ow. 8 k3A3 exp| 一 bza + 2 | | 


(9. 38) 
从 上 式 可 见 , 只 要 Ap el, 总 能 满足 17|< 禄 w. 


，2. 阻尼 的 离子 声波 (wku,w<hu.) 


对 离子 系 , 其 主 值 积分 为 
~” 3jio/ew | Ofio 
”| | 


_wo Wi/RkR—u 全 


dz 人 


而 对 电子 系 , 其 主 值 积分 为 


~ 9f w/ou ~ Ofowo 1 Of 1IIZ。 
de 


代入 色散 方程 


Dr(w. 轨 =1 一 各 + 


py 一 0 


得 (和 流体 描述 相同 的 ) 离 子 声波 色散 关系 
CC 
1 十 A. 
用 类 似 的 方法 可 以 得 出 离子 声波 的 朗 道 阻尼 率 


_ cy | - T/T 
8 (十 如 愉 )2(UT| P| 2 十 肛 闪 ) 


(9. 39) 


上 jp | (9. 40) 
IIXi 
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其 中 方 括号 中 的 第 一 项 来 自 离子 ,而 第 二 项 则 来 自 电 子 . 为 了 满足 
1 和 ww, 要 求 了 .六 Ti 及 局 过 1 ,而 这 正 是 实验 上 能 观测 到 离子 
声波 所 必须 满足 的 条 件 . 这 些 条 件 用 流体 描述 是 无 法 解释 的 ,但 通 
过 动 理学 描述 却 可 自然 地 得 到 一 一 因为 只 有 阻尼 率 足 够 低 的 离子 
声波 才能 在 实验 室 中 被 测量 出 来 . 在 这 样 的 条 件 下 共振 离子 对 朗 
道 阻 尼 的 作用 要 大 于 共振 电子 的 贡献 . 

3. 静电 波 能 , 非 共振 粒 子 对 阻尼 率 的 贡献 

按 定义 ,静电 波 的 波 能 为 


16r Ow 16x Ow 
具体 对 电子 静电 波 ， 人流 能 
Ws= Le 1 十 了 we + ek hp 
16n 
[EoCe) |? 1 9&272。 
= er (li ge | 1 6 | oA 


考虑 到 对 电子 静电 波 来 说 ,应 满足 及 加 .<1, 故 有 
| 五 (Cet) | 
16N 


大 
的 振 蓝 动能 ,它们 的 量 值 大体 相当 . 类 似 地 ,对 离子 声波 有 波 能 


_ | 
Wi ] 6x 十 有 2A7 


其 中 各 项 依次 是 纯 波 场 能 、 非 共振 电子 的 动能 以 及 非 共振 离子 的 
动能 . 从 这 些 表达 式 可 以 有 两 个 结论 : 首先 , 耗 散 型 的 本 征 模 均 为 


WO (1 十 1). (9. 41) 


1 


- 正 能 波 . 其 次 , 非 共振 粒子 对 总 波 能 有 不 可 忽略 的 贡献 ,因此 它们 


会 对 耗 散 型 静电 波 的 朗 道 阻尼 率 7 的 大 小 有 影响 ,虽然 7 的 正 、 负 
是 由 共振 粒子 (也 即 波 相 速度 处 粒子 速度 分 布 函数 的 斜率 ) 决 定 
的 . 如 果 没 有 计 入 非 共振 粒子 对 总 波 能 的 影响 , 则 相应 的 阻尼 率 会 
高 估 2 一 3 倍 ， 
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9.4” 初 值 问 题 的 弹道 (ballistic) 模 及 其 物理 音义 
9.4.1 扰动 波 场 的 瞬 态 和 长 时 间 行 为 


在 初始 扰动 的 粒子 分 布 函 数 fa(0) 尖 0 时 ,由 一 维 非 线性 的 


泊 松 方程 (9. 6) 可 得 


名 fu (0) 
二 Hw,k) = 2 Dj ng CO hi) Do kd 


Imw 王 ”之 0+ 上 半 和 平面 的 解析 郑 
数 , 相 应 的 扰动 电势 的 时 间 行 为 可 通过 对 上 式 作 逆 拉 氏 变 换 而 得 
到 (参考 文献 [1])， 

dw 


DC 天) 一 c, 2279 


nl 《人 XPp -一 1 
= 织 EB Dregedufao)|. a co py: 
上 式 中 沿 C。 的 路 径 积 分 见 图 
9. 11 ,一般 是 通过 在 这 路 径 上 再 
补 上 一 个 绕 上 半 平 面 或 下 半 平 
面 无 穷 志 的 大 半圆 而 构成 闭合 
回路 ,再 引用 柯 西 定理 来 得 出 这 
个 积分 值 的 . 但 是 由 于 现在 被 积 
函数 中 含有 因子 exp (一 iwt) = 
exp 《一 jw 十 7Yf), 而 在 1 这 0 时 ， 
图 9.11 弹道 模 的 积分 回路 它 在 沿 上 半 平 面 无 穷 远 的 大 图 
上 是 取 无 穷 大 值 的 ,因此 为 了 形成 有 意义 的 回路 ,无 穷 大 的 半圆 必 
须 取 到 下 半 平 面 , 与 C。 一 起 构成 一 个 顺 时 针 的 回路 CC. 由 于 这 时 
在 大 半圆 上 的 被 积 函 数 为 零 , 故 


| dw exp(—iw) dw exp(— iwt) 
c, 2xr (wo— kuDCw,k) jc2r (Cw— ku)D(w,k) 
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有 | dw ”exp( 一 iwt) 
加 c 27 (oO 一 ku)D(w,Rk) 


其 中 最 后 一 步 是 把 回路 的 环绕 方向 从 顺 时 针 (C) 改 成 递 时 针 方 向 


”“_《C') ,因为 柯 西 定理 要 求 回路 是 逆 时 针 方向 的 . 按 柯 西 定理 ,回路 
的 积分 值 等 于 回路 所 围 奇 点 的 留 数值 . 在 上 面 的 被 积 函数 中 有 两 


类 奇 点 , 在 实 轴 上 的 弹道 模 w==ku; 以 及 在 实 轴 附 近 的 线性 本 征 
模 D(w,k) 一 0( 并 且 有 I7; wrj). 以 前 面 讨论 过 的 静电 波 为 例 ， 
j 二 2; 一 支 是 电子 静电 波 , 而 另 一 支 是 离子 声波 . 所 以 可 以 把 色散 
函数 写成 万 = (o 一 ws) (wow 一 ws), 最 后 有 
dw ”exp( 一 iwt) 
Cs 2r (w 一 ku)D(lw,k) 


一 1 dw exp(— 1wt) 
~ dni jc 2r Cw — hu) Cw 一 as)(o 一 oa) 


——i| Sp 1kut ) 十 exp( 一 lc ) 

加 D(ku 到) (Wes ku) (wes cia ) 
eXp( 一 10wiat ) | 

(wia ku ) (wia Ces ) 


= 一 | 9 二 一 2 Co a | 

其 中 第 一 项 代表 弹道 模 一 一 即 初始 扰动 被 每 一 个 等 离子 体 的 粒子 
携带 ,并 以 该 粒子 在 静电 波 传播 方向 上 的 速度 投影 值 在 此 波 的 方 
向 上 传播 ,不 同 的 粒子 可 以 有 不 同 的 速度 . 而 第 二 项 则 表示 初始 扰 
动 以 等 离子 体 中 本 征 波 的 方式 在 传播 . 当 考 虑 扰动 电势 在 上 > co 
的 长 时 间 渐 近 行 为 时 ,在 多 个 本 征 模 中 只 需 考虑 增长 率 最 大 的 那 
一 个 (也 即 增长 得 最 快 的 不 稳定 模 或 寿命 最 长 的 阻尼 模 ) , 设 为 
(wm ;Ym). 这 样 最 后 有 


A 0)| exP( 一 ut) 
p(t ,8) = Suge] dufaco)| Dku,k) 


十 


| (9. 43) 


(wn ku )oD /Own | 


Es 
es 一 
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从 上 式 可 以 看 出 , 当 本 征 模 是 不 稳定 的 波 时 ,在 足够 长 的 时 间 之 


后 ,实验 上 能 观测 到 的 扰动 电势 是 由 此 本 征 模 携带 的 ;而 在 本 征 模 
是 阻尼 波 时 ,长 时 间 之 后 pC%) 可 能 由 此 阻尼 波 , 也 可 能 由 弹道 模 
ah 至 于 是 哪个 模 在 起 作用 要 看 弹道 模 随时 间 豪 减 的 快慢 而 定 ， 
这 又 取决 于 初始 的 扰动 分 布 函数 fa(0) 的 具体 形式 . 
例 1 当初 始 扰动 形 如 


本 4uexp| 一 到 元史 |， > Eb 


时 ( 见 图 9. 12) ,由 于 |wuo| 污 w/%, 故 本 征 波 和 扰动 的 粒子 们 (共振 》 


的 相互 作用 很 弱 , 可 以 令 D=1+ 2)X~1. 这 样 器 道 模 的 行为 由 
下 面 的 积分 决定 


(zx 一 zx0) 
Jduf exp(— ul) 一 4 ,| due—e (0 


uu) 


”一 4oe-ww2| cos[k(u 一 xie Co 
0 


— V/AA Ane oe HA) /4 
一 0 
cc exp( 一 at:) (a 一 kAu). 


这 样 , 当 t->oo 时 ,弹道 模 以 极 快速 度 衰减 ,于 是 pGt,) 的 长 时 间 行 


为 是 由 本 征 模 (wo ,7Y,) 来 决定 的 . 


I 
I 
I 
1 
| 
| 
| 
1 
I 
1 
| 
| 
20 


~ wi 
图 9.12 高 斯 型 的 初始 扰动 粒子 图 9.13 矩形 的 初始 扰动 粒子 分 布 函数 


分 布 函数 
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例 2 当初 始 扰动 形 如 
ful0) 一 4 


时 ( 见 图 9.13) ,有 
co . . Au 
| duf (Oe—* —Ao|2e mw | d(u — uo)cos[kCu — uo)t] 
oo —Au 


1， 当 |w 一 wo| 二 Axu， 
0， 其 他 zx 


A, 全 e wwsin (kAu) 


1 
CC 一。 
t 
这 时 弹道 模 是 随时 间 缓慢 衰减 的 ,和 指数 衰减 的 阻尼 本 征 模 相 比 
会 延续 更 长 的 时 间 , 所 以 扰动 电势 (电场 ) 的 长 时 间 行 为 是 由 弹道 
模 决定 的 . 

一 般 初 始 的 扰动 粒子 分 布 fa(0) 是 速度 的 光滑 函数 ,比较 
接近 例 1 的 情况 ,所 以 物理 上 往往 很 难 通过 测量 扰动 电势 (电场 ) 
来 看 出 弹道 模 . 但 9. 4. 4 小 节 中 将 给 出 一 个 弹道 模 实验 验证 的 例 
子 


9.4.2 扰动 粒子 分 布 函 数 的 瞬 态 和 长 时 间 行 为 


利用 线性 弗 拉 索 夫 方 程 在 (w,k) 空 间 的 解 
f= if (0) 一 (qa/mak « Vf op 


c 一 大。 岂 
对 它 作 拉 氏 逆 变 换 , 得 
fault,k) =i “0)| 2 dw exp(— iawt) 


wo— ku 


一 _ 2 fo dw pw, k ei 
Ou Jc, 2r w 一 Re 


再 利用 拉 氏 变换 中 的 对 应 应 关系 及 着 积 定理 
广 (w) 三 一 p(w,k), < 一 p(t,k) 三 三 下 1， 
f;(w) 三 (o 一 ku)” ,<€> —ie ™ FF,, 


和 
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fi(w) fw) < | Fi Fs dt, 
有 
GD — em| fC0) 十 和 2 dz pt' skye | (9. 44) 


上 式 的 结果 也 可 以 从 运动 方程 直接 积分 向 得 到 . 由 其 形式 可 以 看 
出 : fa(i,) 是 随时 间 振 荡 的 ,而 且 振 荡 频 率 和 粒子 速度 有 关 . 不 
同 速度 的 粒子 在 同一 时 刻 其 相位 不 同 ,但 在 这 里 并 不 又 加 ,因为 粒 
子 分 布 函数 的 扰动 本 身 是 速度 依赖 的 (这 和 电势 的 扰动 不 同 ). 这 
样 ,初始 集中 在 zw 附近 的 粒子 分 布 函数 的 扰动 ,在 足够 长 的 时 间 
后 就 会 均匀 地 扩张 到 整个 速度 空间 中 去 ( 见 图 9. 14). 这 和 由 于 碰 
擅 而 导致 的 使 局 部 扰动 从 参量 空间 的 一 个 小 部 分 扩散 到 整个 参数 
空间 的 过 程 十 分 相似 一 一 在 物理 学 中 被 称 为 “ 相 混 (phase 
imixing) 过 程 ” 但 碰撞 引起 的 是 一 种 不 可 逆 的 耗 散 过 程 一 一 在 此 
过 程 中 粹 不 断 增 大 ;而 相 混 是 一 种 可 逆 过 程 一 一 其 中 粹 保持 不 变 . 


Fo (u, x = x0) Fl (u, Xx = x0) 


一个、 


Wo 


图 9. 14 ”扰动 粒子 速度 分 布 函数 的 时 间 行 为 
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在 耗 散 过 程 中 ,初始 的 扰动 信息 经 过 多 次 碰撞 后 就 被 “还 掉 ? 了 ,也 


即 被 “马尔 可 夫 ” 化 了 ;而 在 相 混 过 程 中 初始 的 扰动 信息 一 直 被 完 
整地 保留 着 ,并 没有 消失 ， 我 们 仍 可 以 设法 将 其 寻找 回来 ( 匈 下 面 
的 讨论 ). 


9.4.3 等 离子 体 回 声 


1. 粒子 密度 对 外 加 电场 的 线性 响应 
假定 在 mm 时 刻 , 于 z=0 点 放置 wm 
一 个 高 频 源 电场 Eoe'%' ,wo 之 wpe( 见 图 。 


O Z 


的 响应 及 可 从 下 面 的 线性 弗 拉 索 夫 示意 图 
方程 求 出 
2 oh £ Eog(w)emem 3 一 0 (9.45) 


由 于 wm 之 wpe， ,电子 本 征 机 来 不 及 响 永 , 故 电子 扰动 主要 由 外 加 的 
高 频 扰 动 电场 决定 ,上 面 的 方程 可 以 和 自 洽 场 的 泪 松 方程 解 耦合 . 
此 方程 的 解 是 

€ 2 eiwoGa 一 =/o) ， 


万 (zyo， t) = oz) 六 一 一 


(9. 46) 

ll， 0， 

"421 = 全 z 二 0. 
由 此 可 见 广 是 一 个 弹道 模 ， 其 波 矢 为 有 一 wo/u. 它 由 xz 一 0 同 zx 一 oo 
传播 ,而 在 t 汪 ti 时 和 zx>0 处 的 电子 (由 于 此 外 加 高 频 电 汤 而 六 

生 ) 的 密度 扰动 为 

ni(z,t) = |don (z,v,t) CC [eee (9. 47) 
z 也 即 同一 
时 刻 方 随 v 快速 地 变化 着 相位 , 故 只 要 传播 的 距离 足够 长 ,在 上 


述 积分 中 各 种 不 同 相位 的 扰动 会 在 同一 时 刻 充 分 登 加 而 相 消 . 结 
果 外 场 Eo。exp (iowt) 在 远离 原点 处 造成 的 电子 密度 扰动 Ai(z 将 
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因 “ 相 混 ” 而 为 零 . 但 如 果 传 播 的 距离 不 够 远 ( 这 和 平衡 分 布 fo 的 
形式 有 关 ), 则 扰动 电子 密度 将 会 因 “ 相 混 ” 不 够 充分 而 仍 保留 实 验 
上 可 以 探测 得 到 的 有 限 值 ( 见 9. 4.4 小 节 ). 

现在 来 讨论 当 相 混 足 够 充分 ， 使 线性 的 电子 密度 扰动 n~0 
时 的 情况 . 这 时 虽然 通过 ni(z,z) 的 测量 观测 不 到 外 加 扰动 引发 的 
弹道 模 , 但 其 信息 量 并 没有 损失 ,系统 的 焙 也 没有 变化 ,它们 可 以 
通过 非 线性 效应 (相干 效应 ) 而 被 重 现 ( 见 图 9. 17). 
2. 粒子 密度 对 两 个 外 加 电场 的 非 线 性 响应 


o 在 上 面 实验 的 基础 上 ,假定 在 = 
史 时 刻 ( 吕 >>m), 于 z 一 d>0 点 再 放置 
° “ ”一 个 高 频 源 电场 Exe “6(z 一 4) 


因 9.16 第 一 个 外 加 扰动 电场 《ws 之 wo) (图 9. 16), 则 等 离子 体 中 的 

不 意图 电子 对 这 两 个 外 加 电场 的 响应 f; 可 

完全 套用 前 面 线性 弗 拉 索 夫 方 程 解 的 表达 式 ,只 是 需要 把 原 式 中 
的 f, 换 成 fo 十 有 i 并 将 扰动 相 角 作 相 应 的 改动 : 


f(z,v,t) 一 ICz 一 d) E Sh 十 方 ) 
mM vv 


z—d 


VU 


| (这 里 4 =t 一 ) 

4 | 

EA 

oo 引 -(e 

在 用 上 式 求 两 个 电场 共同 造成 的 电子 密度 扰动 时 , 对 于 

m(z,t) 一 |fodv, 第 一 项 由 于 相 混 而 为 零 ,但 第 二 项 的 指数 部 分 有 
可 能 在 某 个 时 刻 :和 某 个 位 置 z* 为 零 , 即 满足 相干 条 件 


Wotl 一 optt =wWolt” — n) ~ wt Ct) = 0, 


e Ek, 


+ oz)o(z — d) 5 | 二 S 


之 


一 > £* ed 272 一 on (9. 48) 


WwW» Wo 
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0 


Woz | 一 中 一 0， 一 > z* = rd. (9. 49) 
由 于 这 对 人 ,z* ) 的 取 值 和 粒子 速度 无 关 , 所 以 第 二 项 的 相 角 在 这 
时 也 和 粒子 的 速度 无 关 ( 不 论 粒 子 速度 如 何 , 这 项 的 相 角 均 为 零 )， 
于 是 “ 相 混 * 不 会 发 生 , 从 而 电子 密度 的 扰动 在 某 个 特定 的 时 刻 和 
位 置 1* 汪 t,z* >>d 出 现 非 零 值 

e:. Eok; 9fo Ofo 1woz” 

me | EE | je J#0. 
而 在 这 个 特定 的 时 刻 和 位 置 以 外 的 地 方 , 第 二 项 的 相 角 仍 是 速度 
v 依赖 的 ;于 是 在 对 速度 空间 积分 时 ,“ 相 混 ” 仍 然 存 在 ,n。 仍然 为 
有 堆 . 这 种 现象 就 称 为 “等 离子 体 回 声 (echoes)”, 图 9. 17 显 示 的 是 


一 20 0 20 40 60 80 100 120 
信号 接收 器 位 置 /cm 


图 9.17 等 离子 体 回 声 的 实验 结果 
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回声 现象 的 实验 ,其 中 第 一 行 显示 的 是 只 有 第 一 个 高 频 所 时 在 和 


离子 体 空间 测 到 的 电子 扰动 信号 ;而 第 二 行 显示 的 是 只 “有 第 二 
高 频 源 时 在 等 离子 体 空间 测 到 的 电子 扰动 信号 ; 第 三 行 则 是 证 网 
个 高 频 源 都 存在 时 测 到 的 “回声 "信号 ( 详 见 文献 [2]， L3D. 


9.4.4 tokamak 上 单 频 功率 信号 的 弹道 模 实验 


在 中 国 科学 技术 大 学 近代 物理 系 等 离子 体 专业 的 KT-5C 
tokamak 装置 上 ,1994 一 1995 年 间 曾 进行 过 以 下 的 实验 ( 见 图 
9. 18,9. 19): 在 大 环 外 侧 赤道 面 处 用 探 针 A 发 射 单 频 (50kHz) 信 
号 ， 然后 在 B 处 (位 于 顶部 ， 在 角 问 和 A 相差 90" ,在 环 向 和 A 相差 
67.5°, 与 A 下 好 在 同 一 要 磁力 线 上 ) 计 轩 男 - 控 针 接收 扩 动 信 号 


180° 
环 向 角 


图 9.18 KT-5C 大 环 上 图 9.19 探 针 在 磁力 线 上 的 位 置 示意 图 


探 针 位 置 示 意图 


结果 发 现 : (1) A 发 出 的 信号 沿 磁力 线 传播 ;(2) 信和 号 只 在 单 
问 (从 A 到 B) 传 播 ;(3) 信号 由 电子 (饱和 电流 ) 携 带 (离子 饱和 电 
流 中 无 此 频率 的 信号 ). 对 这 些 实验 结 下 末 可 以 用 弹道 模 来 作 完美 的 
解释 . 按照 前 一 节 对 单 频 信 号 在 等 离子 体 中 传播 的 描述 ， 外 加 信和 号 
Eo exp eof 训 的 狗 动 粒子 分 布丁 数 fasae,i 满足 下 面 的 线 
性 弗 拉 索 夫 方程 (图 9. 20) z 
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, Bp 1 , 
: . 已 8 Ceiau 
OO 2 
”图 9.20 沿 磁场 传播 的 扰动 电信 号 坐标 图 
Ofal 


9 
da iwot 
十 v 3 十 mE S(z) 
让 个 方 可 的 解 是 (参考 1 起) 


fa _ 0 


fulz,v,t) -一 Dio i ， 
1，. zz 0， 
人 之 一 0， 
【一 1，>z<<(0. 


这 时 /是 一 个 弹道 模 ， 其 相 速度 正 是 粒子 的 速度 . 此 模 引起 的 电 
子 、 离 子 密度 扰动 为 (0,z =zo>0): : 


z z ebo iwt 1 DA e 一 季 uc/ed 
nn 一 一 “0 T) 。， 
~ Ne (z ,1) Neo , fudv = neo e | 7 2 ， 
eEo io 人工 9jio iw eedo， 
n; (z,t) mo| dv 71i0 A eiwo | 7 Bo 


上 面 两 个 表达 式 的 形式 虽然 一 样 ,但 由 于 电子 和 离子 的 热力 学 平 


衡 速 度 分 布 函 数 不 一 样 , 结 果 两 者 的 “ 相 混 ”程度 会 有 明显 的 差别 . 


”~ 1 
9 fio Vv 


其 中 电子 系 的 平均 环 向 转动 速度 ve 可 以 从 平衡 的 等 离子 体 电流 


exp 


I 二 encouos 得 出 (S 是 等 离子 体 环 的 小 截面 积 ) , 按 实验 测 得 的 数 


据 , 可 知 wo 二 1. 11X10 m/s. 这 个 速度 相当 大 ,可 和 电子 的 热 速度 
相 比 (T.==Ti==10eV ,ve=1.87X10’ m/s;vi 一 4. 38X10* m/s)， 
从 下 面 的 计算 可 以 看 到 ,这 是 使 外 加 单 频 信和 号 在 电子 系 的 转动 方 
向 上 传播 时 ,“ 相 混 ? 比 较 弱 的 根本 原因 . 
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取 实 验 中 的 参数 : 小 半径 "=9cm ,两 探 针 间 沿 磁力 线 的 距离 
zo 一 3m, 以 及 wm 王 2rX105, 通 过 数值 积分 可 分 别 得 出 由 外 加 单 频 
电场 引起 的 粒子 速度 分 布 的 扰动 在 电子 系 平均 转动 方向 及 其 相反 
方向 上 传播 了 距离 z。 后 ,造成 的 电子 .离子 的 密度 扰动 大 小 . 
noeEo 
TMV 
十 0. 29sin (wot) 1]， (9. 50) 
noeE, 
Ti /LT 
+ 4.6 X 10-5sin(wot)], (9. 51) 
noeE, 
TV 
十 3.79 X 10™?sin(wot)]， (9. 52) 
Ni(— Zot) =Ni(zo0,t). (9. 53) 
从 上 面 的 表达 式 可 以 明显 地 得 出 以 下 结论 ， 
(i) 在 顺 着 其 环 向 转动 方向 上 传播 了 z。 距离 后 ,电子 密度 扰 
动 仍 保留 相当 可 观 的 幅度 ,因此 不 难 被 探 针 测量 到 . 
(ii) 在 相同 的 方向 上 ,离子 的 密度 扰动 就 小 得 可 以 忽略 . 这 说 
” 明 相 混 进 行 得 非常 充分 ,从 离子 饱和 流 不 能 测量 到 扰动 信和 号. 


ne (zo ,t) 一 一 


[0. 31cos (wot) 


ni(zo,t) = [一 2.1 X 10-4cos (wt) 


71。( 一 Zo,t) 一 


[3. 97 X 10-2cos (wot) 


(ii) 在 反问 ( 逆 电 子 环 向 转动 方向 ) 传 播 时 ,即使 是 电子 密度 ， 


扰动 也 小 到 不 能 和 本 地 噪声 相 区 别 的 程度 ,也 即 这 时 的 相 混 也 进 
行 得 相当 充分 . 这 就 解释 了 实验 上 发 现 的 电子 扰动 传播 单 向 性 行 
为 . 


从 物理 上 来 看 ,以 上 结果 可 以 这 样 来 理解 : 在 正 ( 电 子 环 向 转 


动 ) 方 向 上 ,电子 系 的 平均 速度 接近 其 热 速度 ,从 麦克 斯 韦 分 布 的 
特征 可 知 ,在 热 速度 附近 的 电子 数 占 了 总 电子 数 的 绝 大 部 分 ,由 于 
有 很 大 部 分 的 电子 几乎 是 肩 并 遍地 “ 齐 步 向 前 跑 , 所 以 即使 < 跑 
出 "很 长 一 段 距离 仍 可 保持 电子 系 的 初始 队 形 , 也 即 保 有 其 初始 携 
带 的 扰动 信息 ,于 是 相 混 不 能 充分 进行 . 而 具有 反 ( 环 向 转动 方 ) 向 
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速度 的 电子 数 只 占 总 电子 数 的 一 小 部 分 ,而 且 它们 的 速度 在 相当 
宽 的 范围 内 取 值 , 因 此 这 群 电子 在 “ 跑 出 不 远 后 队 形 就 混乱 不 堪 
了 ,所 携带 的 初始 扰动 信息 损失 殉 尽 ,从 物理 上 看 就 是 发 生 了 比较 
充分 的 “ 相 混 ” 对 于 离子 来 说 ,由 于 其 质量 很 重 ,基本 上 没有 平均 
的 环 向 转动 ,其 速度 分 布 是 一 个 标准 的 麦克 斯 韦 分 布 ,因此 无 论 在 
正 向 或 反 向 ,它们 都 以 分 布 得 相当 宽 的 各 种 速度 在 运动 , 相 混 极 容 
易 产 生 , 加 上 它们 的 速度 远 比 电子 慢 ,在 经 过 相同 距离 后 相位 混杂 
得 比 (麦克 斯 韦 分 布 的 ) 电 子 群 要 大 得 多 ,因此 相应 的 密度 扰动 也 
要 小 得 多 . 此 外 ,由 同一 实验 中 通过 其 他 方法 测 得 的 扰动 信号 色散 
关系 ,可 以 求 出 此 信号 传播 的 相 速度 为 


-也 一 
ph 一 -有 


这 表明 ,扰动 基本 上 是 由 电子 按 其 平均 速度 传播 的 ,这 是 对 我 们 以 
上 解释 ( 即 扰动 是 一 种 电子 弹道 模 ) 的 又 一 个 强 有 力 的 旁证. 

在 磁化 等 离子 体 特别 是 在 tokamak 这 样 的 复杂 磁场 位 形 中 
的 等 离子 体 中 ,也 能 清楚 地 辨识 并 证 实弹 道 模 , 这 是 对 等 离子 体 动 
理学 理论 正确 性 的 又 一 关键 性 的 实验 证 实 ( 详 见 文 献 L4j]). 


9.5 电磁 波 模 


9.5.1 速度 空间 各 向 同性 情况 下 的 
电磁 波 本 征 模 
这 时 有 E,=Bo。=0;/fw(v ,Tr) = fo Cv’) ;Ei ,及 ;天 0. 于 是 相应 的 
线性 弗 拉 索 夫 问题 可 写作 


1.2 X 10° m/s ~ uo. 


Ga vxXB , : 
[全 寺 v 如 7 六 一 一 此 五 ; 十 C ! V,fw, 
(9. 54) 
1 OE 4r Oja 
ViE, 一 VCV ' E) = By 十 二 Et (9. 55) 
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作 傅 氏 、 拉 氏 变换 后 ,从 线性 弗 拉 索 夫 方程 得 


|]. Vf 
—1(w—k.v) 


fa 一 一 癌 E, + 


qe E,* Vf. Lk ®* Vo)ao 


一 一 1 -0 


maw— kv 
其 中 用 到 了 (vw xX Bi)。fw(lv?)oc(v XB)。v 二 0. 从 波动 方程 得 


KE — kk « Ee) 一 SE + i ej, (9. 56) 
其 中 j= Droge|s fudv, 代 入 fu 后 ,得 
; 。 naoge .UE,* Vf wv’) 
Jk. 一 了 |-: 7 Jd ee ee 。 
上 面 的 波动 方程 是 一 个 矢量 方程 ,有 三 个 分 量 . 首先 来 看 平行 


波 的 传播 方向 上 的 分 量 ,在 波动 方程 的 两 端 同时 点 乘 k/&, 利 用 
k* v=phku,k*。E,=kE ,得 | 


w? CO2 wr uk Of wv ) /Ou 
人 < a ub Of wv ) /Ou 
0 一 52 十 a | ok dd， 
其 中 用 到 了 
9f. . 
Es — 0， Z 一 ] ,2. 
再 利用 
k 1 ] 1 
Fo lu’) =|faCo) dvdvs, 和 w— ku 一 w— ku 时 w? 


| _0 


Ow 


du = TF?) 


一 CO 


最 后 得 平行 波 矢 方向 上 的 色散 方程 


D| (w, 1) 一 二 1 十 2 co and 一 0， 《9. 57) 
其 解 就 是 前 面 讨论 过 的 耗 散 型 静电 波 
为 了 讨论 波动 方程 在 垂直 于 磁场 方向 上 的 两 个 分 量 ， 用 大 / 


同时 又 乘 波动 方程 两 边 后 ,得 
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RE 一 SE ti 名 下 X je. 
其 中 最 后 一 项 可 以 进一步 写作 


9 
El ~ Ea 


了 


xX Jo?)dxdv |. 


其 中 正比 于 | 的 项 为 
| 9fw du 9 加 
w — ku ER | ww 一 ku | v1 folv dv = 0, 


上 式 中 已 用 到 fw 是 速度 空间 各 向 同性 的 性 质 , 而 正比 于 五 .的 项 
则 为 


jau i : do 一 | 本 


ww 一 ALOrl 一 [mepav 


加 一 一 人 du 


一 ku 


了 


将 上 面 的 两 个 结果 代入 垂直 方向 的 波动 方程 ,得 
Do=1- 公 一 于 宅 | Lal 2du — 0, (9.58) 
其 解 就 是 电磁 波 的 色散 关系 
w? 一 kzc? 十 > op | ad u. (9.59) 
从 上 式 可 以 看 到 ,这 时 电磁 波 的 相 速 接近 光速 /kvc, 它 和 电子 、 
离子 的 热 速度 相差 很 远 , 不 会 发 生 共振 , 故 
Folw)) ~ | Falu ) j du 一 一 证 |Fadv 一 工 
" | ww 一 ku du w 所 w 


最 电磁 波 色 散 关 系 
= Dm 十 R2c? Ss wi 十 R2c2， (9. 60) 


这 也 就 是 流体 描述 下 的 等 离子 体 电磁 波 色散 关系 . 对 电磁 波 来 说 ， 
因为 它 以 光速 传播 ,和 等 离子 体 中 的 粒子 无 共振 相互 作用 ,所 以 没 
有 朗 道 阻尼 ,结果 就 和 流体 描述 的 结果 一 样 了 . 
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9.5.2 速度 空间 各 向 异性 时 的 电磁 波 本 
征 模 一 一 Weibel 不 稳定 性 


1. 动 理学 的 计算 结果 

” 取 图 9. 21 的 坐标 系 及 极 化 方向 . 然后 取 速 度 空间 各 向 异性 的 
初始 分 布 函数 ,例如 在 电磁 波 传播 ( 称 为 平行 ) 方 向 和 垂直 (传播 ) 
方向 上 有 不 同 温度 的 平衡 分 布 函数 六 (Co ,vi ). 这 时 线性 弗 拉 索 
夫 方程 的 解 可 写作 


图 9. 21 电磁 波 的 坐标 图 


. da 1 1 
fa =——ig [E+ tox B). Wa 0) 
de 1 9 ， 工 0 _1 2 
加 ‘maw— Rv, Ei Or。 下 Ov, cbs Ov, fo 


ig ke | 之 条 十 “ee 一 2 | 


其 中 用 到 了 Bu=AcEu/w. 由 上 式 可 以 得 出 扰动 电流 
jt = > ng vfadv 


2 
。 Na a 二 O 1 kU, VU | 
-a 


a 


对 于 本 节 一 开始 所 取 的 那 种 平衡 分 布 函数 ， 上 面 式 中 的 jy, ji 分 
量 为 零 , 只 存在 js: 分量 


一 一 1 之 mn Ze0da 了 | lvz fw, 一 1 |- 《9. 61] ) 


w 一 kvu, Ovu, 
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局 代入 波动 廊 程 (6. ,得 


15 kv: of | 和 
2 _ Zz a0 
k E,, : 一 和 十 一 ww | | wr hv. 3 。 d vO—1] Ei,,. 


即 


> 时 2 
Ds(w,Rk) = ow — ck Do | oe fa 


wW 一 kU, Ov, 


dv—1|=0. 


| (9. 62) 
下 面 ,假定 粒子 在 e 方向 上 无 热 运 动 ,或 只 有 微弱 的 热 运动 ， 
Te。<< 7. ;于 是 有 |w| 六 tp, 即 可 以 忽略 波 一 竹子 的 其 振 相 互 作 
用 ,结果 有 
kv Of ow Uz Of w 
| Do, = -| Te dv 


= vido [+ ED Sadv, 


一 一 [fadv 
一 一 所 (vi). 
其 中 4…) 表 示 对 速度 分 布 函数 的 平均 , 当 fw%= fm 时 , (v?) = 
2T。 /me. 代入 色散 方程 ,并 略 去 离子 的 贡献 后 得 
DiCw,R) Sw 一 c2R2 ws .| 一 - (vt,) 一 1|= 0. 
结果 可 以 得 出 一 个 关于 的 二 次 方程 
of 一 (ck wo) ow 一 hier (vs) = 0. (9. 63) 
ww 的 解 中 存在 一 个 负 根 ,也 即 两 个 w 纯 虚 根 ， 


2 1/2 
pA 3 i -| , 


(w? 十 c2k2)? 
(9. 64) 
特别 是 当 &~0 时 7~0, 而 当 co 时 ,有 


2 
7 EY Ve? 常数 . (9. 65) 


* CC 


这 种 电磁 不 稳定 性 是 由 于 等 离子 体 的 速度 分 布 函 数 在 沿 传播 方向 
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和 垂直 传播 方向 上 的 不 同 ( 各 向 异性 ) 而 引起 的 ,其 增长 率 正比 于 


垂直 速度 平方 的 均 方 根 . 它 又 称 为 Weibel 不 稳定 性 ,是 无 磁场 时 
等 离子 体 中 唯一 的 一 种 电磁 波 不 稳定 性 . 
2. Weibel 不 稳定 性 的 物理 机 制 

Weibel 不 稳定 性 产生 的 物理 图 像 可 以 通过 图 9. 22(a) 一 (h) 
的 演变 过 程 来 看 出 : 


(Am Ar 


(g) 
(AvD,)_ 


(h) 


图 9. 22 Weibel 不 稳定 性 的 产生 
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(Qi) 一 开始 ,等 离子 体 由 一 些 在 z 方 向 上 均匀 分 布 .并 沿 z 方 
癌 以 v== 土 vo 运动 的 电子 电流 片 组 成 ( 片 在 > 方向 和 > 方 上 无 限 
伸展 ). 即 ( 见 图 9. 22(a) ) 


co) = Co)3Coo)[aCo。 — vo) 十 SCo 十 o)]， 


这 时 的 总 电流 为 零 ,J。=ovuoC(N+ 一 N_) 一 0. 
(ii) 假 帮 开始 有 磁场 扰动 发 生 ( 见 图 9. 22(b)) 
oB,(z,t = 0) = Bosinkz. 
”，(iii) 按 运动 方程 


正 负电 流 片 在 时 间 At 内 ,会 在 z 方 向 产生 扰动 速度 ( 见 图 9. 22Ce)， 
(d) ;初始 的 vzo0 二 0) 


(Av;)+ 二 土 | 到 | At$B, c+ sinkz, 


这 使 得 正 、 负 电流 片 以 相反 的 方向 在 z 方向 移动 . 

(iv) 由 于 正 向 电流 片 向 kz 二 nx 处 (n 为 奇数 ) 集 中 ,并 从 hz 二 
2zr 处 散 开 ;而 反 向 电流 片 则 有 相反 的 移动 倾向 .于 是 电流 片 的 密 
度 在 z 方向 就 呈现 出 蓝 密 相间 的 分 布 , 只 是 正 、 反 向 电流 片 的 朴 密 
位 置 正 好 相反 ( 见 图 9. 22(e) , (f)). 进而 ,从 连续 性 方程 


ON 
FV* (Nv)=0, 


可 以 得 在 正 负 电流 片 中 电子 数 密度 的 扰动 
人 9 
2 Oz 


No qvok 


2 mc 


(AN) = 一 Ai (Av,)4+ = 干 (At)? 8Bocoskz. 


(9. 66) 
(v) 由 此 可 得 相应 的 扰动 电流 ( 见 图 9. 22(g)) 
Nog’:vik 


MC 


AJ, = gv AN;— AN_] =— (Az)dBocoskz. 


(9. 67) 
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(vi) 按 法 拉 第 定律 ,这 个 电流 扰动 又 反 过 来 产生 一 个 新 的 拢 

动 磁场 ( 见 图 9. 22(h)) 
_ 9AB, 

， Oz 

可 以 看 出 ,AB, 和 5B, 是 同 相位 的 ,其 增长 率 约 为 前 面 动 理学 推导 
的 yx. 故 初始 的 磁场 小 扰动 就 会 愈 来 愈 大 ,发 生 不 稳定 性 . 

上 面 描述 的 这 种 空间 局 部 电流 密度 的 加 强 , 还 会 使 这 里 的 等 
”离子 体 被 强烈 地 夭 缩 ,形成 高 密度 的 细 丝 一 一 这 就 是 所 谓 的 丝 状 
不 稳定 性 . 丝 状 不 稳定 模 是 许多 非 磁化 等 离子 体 中 都 存在 的 重要 
不 稳定 性 . 但 Weibel 不 稳定 性 只 是 产生 丝 化 不 稳定 性 的 一 种 可 能 
机 制 . 


2 
= EAJ,，AB, = | ee] 3B,. 
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第 十 章 ” 均匀 外 磁场 .空间 均匀 情况 下 
的 本 征 值 问题 


在 均匀 外 磁场 、 空 间 均匀 情况 下 ,由 于 磁场 Bo 天 0, 线 性 弗 拉 
索 夫 方程 变 成 


EET x Baw) fa ;t) 


一 -E+ tvxB)|. Vfa. (10. 1) 


和 无 磁场 时 的 情况 不 同 ,这 里 出 现 了 速度 空间 的 导数 名 = 3/ao ， 
在 对 上 面 的 方程 作 了 时 间 和 空间 的 拉 氏 、 傅 氏 变 换 后 , 它 仍然 是 一 
个 关于 扰动 速度 分 布 函数 fi 的 (对 速度 的 ) 微 分 方程 ,无 法 简单 地 
得 出 其 解 .为 了 避 开 解 微分 方程 的 困难 ,发 展 了 几 种 不 同 的 方法 ， 
如 沿 未 扰动 带电 粒子 的 轨道 积分 法 , 沿 未 扰动 导 心 的 轨道 积分 法 
(又 称 回旋 动 理学 方程 积分 法 ) 等 . 本 章 将 介绍 这 两 种 解 线性 弗 拉 
索 夫 方 程 的 通用 方法 . 


10.1 电磁 波 色散 关系 ( 沿 未 扰动 
粒子 轨道 积分 法 ) 
10.1.1 粒子 的 轨道 方程 及 其 坐标 系 


上 面 的 弗 拉 索 夫 方程 是 写 在 6 维 相 空间 (r,v ) 中 的 ,这 时 r 和 
多 都 是 相互 独立 的 不 随时 间 而 变 的 实验 室 坐标 . 但 还 可 以 引入 一 
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个 随 粒 子 一 起 运动 的 坐标 系 r(t),o (t), 它 和 实验 室 坐标 可 以 有 以 
下 关系 ， 


rl(t=0)=r, v(t=0)=v. 
而 在 t 关 0 时 ,r(G)，o (构成 了 粒子 的 轨道 ， 满足 牛顿 方程 
dr(z) dv (t) FW 
dt 一 了 (2)， dt m 


如 果 在 牛顿 方程 中 的 力 只 取 成 粒子 受到 的 平衡 力 Fw, 则 粒子 的 这 
类 轨道 就 称 为 未 扰动 轨道 . 在 新 的 坐标 系 里 ,扰动 的 速度 分 布 函数 
可 以 表示 成 fa (r(t) 也 (zt) ;t) ;对 它 的 全 微 商 为 


00 »V (£) 5) 


° Wo | falrlt) ,vw () ;2). 


这 样 , 弗 拉 察 夫 方程 的 左面 在 新 的 符 标 和 中 就 变 成 了 一 个 全 微 商 ， 
解 方程 的 问题 就 简化 成 将 方程 (10. 1) 左 面 对 时 间 求 积分 ,从 而 避 
” 免 了 求解 速度 空间 微分 方程 的 困难 . 弗 拉 索 夫 方 程 在 实验 室 坐标 
系 (r,v ) 和 在 随 粒子 一 起 运动 的 轨道 坐标 系 (r(G),o (2)) 中 的 两 种 
表达 方式 与 流体 方程 的 欧 拉 形式 和 拉 格 度 日 形式 有 类 似 之 处 . 


10.1.2 弗 拉 索 夫 方程 的 积分 与 色散 
张 量 的 推导 ” 


1. 弗 拉 索 夫 方 程 的 积分 
均匀 磁场 中 的 线性 弗 拉 索 夫 方 程 (10. 1), 在 随 未 扰动 粒子 轨 
道 运动 的 坐标 系 中 可 以 改写 成 


dfa(r wD ge 
> 和 | ECrlt),t) 


十 一 v(t) Xx Br ,0) | * Vf lv (1)). 
直接 积分 ,得 


: 
: 
| 
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falrltt) ,vw (1);t) 
二 一 | av[ EG),) 十 一 《人 


x BiCrG' ,2) | . We flv GD)) 


十 fal(r(— 00),v (一 00);t =— 00). 
其 中 fw 并 不 直接 依赖 于 时 间 , 它 只 是 通过 v (2) 而 和 时 间 有 关 . 上 
式 的 最 后 一 项 代表 扰动 的 初 值 (这 里 假定 初始 时 刻 在 t= 一 o0).. 
对 于 本 征 值 问题 ,这 一 项 为 零 . 对 方程 两 边 同 作 拉 氏 、 傅 氏 变 换 后 ， 
得 . 
fu 一 一 和 | dr| E, 十 一 (tr) xX B, | 


Vofolv (re 人 (10. 2) 

其 中 AK (rz) 一 rG 一 r(t) ,r= 二 t' 一 t. 由 此 可 以 求 出 扰动 电流 
一 | vfudv. 
考虑 到 Bi 二 ckXEi/w, 故 fa 和 ji 都 正比 于 扰动 电场 (的 健 氏 分 
量 )， 
jw) 一 5(o 有 (Co 有 三 了 Co 有 .EE, 
这 就 是 高 频 电 场 下 的 ( 傅 氏 空间 ) 欧 姆 定律 .从 上 式 得 出 电导 张 量 
0 后 ,就 可 以 代入 波动 方程 ,而 得 到 色散 方程 
Dw,k)= det|D| 


cj2 六 
6 


= det|kk 一 4 十 


一 0. 


其 中 = 了 +iC4x/w)3 是 等 价 介 电 张 量 . 


注意 : 当 无 外 磁场 时 ,粒子 作 匀 速 直线 运动 ,这 时 “未 扰动 轨道 ” 
由 v (以)==v 二 常 拓 量 及 r(4) = 二 r (0) 十 vi 描述 . 结果 AX(7r) 一 or; 
k.*AXX(T)= 二 kw rz. 将 它 代 入 积分 ， 就 回 到 了 无 外 场 本 征 值 问题 时 的 
结果 
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. da 1 
MT 一 大。 


[E+ Tv Cr) x Bl: Wife 


下 面 来 完成 (10. 2) 式 的 积分 . 首先 给 出 均匀 磁场 中 的 带电 粒 


子 拉 莫 尔 运动 轨道 

V(t)= vy = const., z(t) = vlIt zo, 

vz(t)= v| cos(#$ — wt), 

z(t)= zo 一 二 sin(g 一 at) 十 Lsing, 

v,(£)= v| sin($ — wt), 

y(t) 二 yo 十 a cos 一 wt) 一 过 cosy 
其 中 vl 和 wj 都 是 常数 ,zo,yo,zo,$ 是 t==0 时 刘 粒 子 的 此 标 和 和 相 
位 . 下 面 为 了 表述 简单 ， 有 时 省 略 了 粒子 轨道 速度 v(t) (i==x,y， 
z) 中 的 时 间 依 赖 符号 (2). 在 (10. 2) 式 的 时 间 积 分 中 ,被 积 函数 由 
两 部 分 组 成 , 非 指数 部 分 和 指数 部 分 . 首先 利用 法 拉 第 定律 


-BpB, -一 k XxX E,, 
C 
B; 一 一 SkIE 一 (RE 尼 一 大 E) 十 有 | 五 
& 一 oo &yCz 十 oo Askzx 上 kz @y 0 上 “4yC- 
得 


四 
[E+ 1 十 vv (T) X 5 -|1 Lu U> Es 十 kL, FE,, 十 -一 
(4 Ow (4 
[B+ 十 一 (T) Xx 5 =|1 _ Li VU- 一 < Ei,， 
(4 (4 
_ ki kl kL 
E; 十 tv XB) wot 十 subst (lo ov Er. 
而 3 
of of 
Vofw = 2 一 Zez) Bo 十 2v1 dos 


所 以 最 后 可 将 非 指数 部 分 写成 
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[BoD XB Wofalo CD) 


一 2v,(7) El 3 十 - (人 I Erz 一 kL Ez) 7 v2 
十 2v,(T) |E, Ou’ 十 ww E,, Ov’ ao 
ja 
十 2v | op av3 


三 2v-(r)X 十 2vy(Cr)Y 十 221Z 
其 中 入 ， 六 L， | 都 是 和 时 间 ( 也 即 积分 ) 无 关 的 量 ,可 以 提出 积分 
号 , 留 在 积分 号 中 的 只 有 v-(r) ,wy(r) 以 及 被 积 函数 的 指数 部 分 . 
再 看 指数 部 分 , 按 前 面 给 出 的 拉 莫 尔 运 动 轨道 公式 


k. AX(T) = kl | 一 二 sin(g 一 weT) 十 Lsing| 十 kjvyr， 
利用 


exp E RL vinCg 一 wT) | 一 > | kLvL C$—wr) ， 


we ,< w. < 
故 指 数 部 分 最 后 可 写成 
exp[ik »« AX(r) 一 iwrj 
3 1 ef 一) Sy 本 i ik or ior 
/一 一 co Ye nn 二 一 00 
J,J iCn—D$ i yo 二 一 or 
D3 i© ee 
考虑 到 非 指数 部 分 中 
2vz(r) 一 2v1 cos($ — wer) 一 了 Ceigr-an | eit?), 
2v,(7)= 2v1 sin($ 一 wr) 一 一 这， (el — ef ), 


则 上 式 中 的 e “和 指数 部 分 相 乘 后 成 为 


Sy 本 Je 1Ck 1? i 十 fm- —w—w. )z 


nsl=—oo 


nL= -一 CO 
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其 中 已 将 (一 1) 一 L. 而 非 少数 部 分 申 的。-< "和 指数 部 分 相 采 
后 成 为 (将 (十 1) 一 2) 


Rl=— 00 


这 样 一 来 ,被 积 函数 最 后 都 是 exp[iC(k jv 十 /一 四 可， 积分 后 得 


0 


iCk vp tl 一 oz 一 1 
__dre k [本 妈 | 十 Low- 一 CO 
这 样 积 分 完成 后 ,得 
人 a=- 
x | 1(w.— lw — kyvy) | 
_ 4 SJ [4 也 eic 一 08 2Zv J, 十 2 人 7 (Cow. /k,)]J, 十 21Yv 
ma SH"\ ou: 1(w 一 /we — kyvI) 


其 中 利用 了 贝 塞 尔 函数 的 递 推 关 系 


Jatri(z) 十 J,—1(X) 一 a ， ]， 1 一 J,+1 一 二 2 St 一 2J.. 
最 后 ,为 了 进一步 计算 介 电 张 量 ,可 以 把 扰动 分 布 函数 改写 成 
fa = fs 十 六 十 大. 克 ， (10. 3) 
其 中 z 
f,, de i in 一 0)8 Nu， (+ 十 本 1) _ 
a 7 we 人 — kyvi) 


vy vi) 
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2. 色散 张 量 的 推导 z 
把 上 式 代入 扰动 电流 的 表达 式 , 按 前 面 的 讨论 可 知 有 


.= ve vfudv = 0 . E,. 
也 即 电导 张 量 的 分 量 为 
= 5 nge| vifudo Gj= xy2). (10.4) 
由 此 可 以 进一步 得 出 介 电 张 量 .色散 张 量 的 各 分 量 及 色散 方程 
ej = 6 +ifEos, Dy = hkj— kd Se,, det|D| = 
: (10.5) 


色散 张 量 亡 一 共有 9 个 分 量 ,下 面 给 出 其 中 两 个 分 量 的 推导 过 程 ， 
其 他 分 量 将 在 最 后 一 起 (不 加 推导 地 ) 列 出 . 因为 按 定义 - 


2 2 
Ds. — S|1— HF 十 i 多- 


9 


故 需要 求 的 是 


i One =—i D>) Wm. EE 


a nl 


Nav J,CJiri 十 J 1) 
1(w -一 Low. -一 kyvy) 


2 
一 之 0 Dy or do do 


| 
CO -一 Low. -一 ki vi 0 


x |agw eic 一 28 


从 其 中 最 后 一 个 积分 可 以 得 出 8 符号 
jageosge'"™ = | de + ee — 方 2r(u -al 十 Be 


这 样 上 式 的 求 和 就 可 写成 
lv weJnji/k 
2 CU 一 Low. -一 kyvl 


nl 


R011 十 Onit1) 


和 
+ 
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加 Nlv w.Ji/k 
: =- 2 oi rv 1 + Jin) 
2zJ。] 2r/ w. 
由 Ja 十 J,_1 = 二 be 
改 最 后 得 到 
4 -于 2 2XNoCawe/R 2 
‘wo jw， do do LT Do Ro 
_ 2 Co Low-J, 一 
co - 习 了 [we( 爷 | 2 
其 中 
nr ”2o[] | 
[ ] | di ， 有 十 /ww du (10. 6 ) 
同样 可 求 得 c--: 
，4 工 。 wo 
i = i . ww 27 "1 dv| dvy]J, 
22Zv ]， 十 Kav | (J 1 十 J,+1) 2 i(n— 
1(w 一 lw. A sole “dg 
. 9 2 
-5 Dr wh ] ， 
其 中 
Low。 of lw | 22 9f. 
4 一 2。 a 一 一 “一空 
由 此 可 得 到 
| jos?。 
kl ga 
(10. 8) 


2 hk2 ce2 2 | 
D..= “| 1 一 下 一 和 3 S\ [vs waJ?A, | (10. 9) 
a «a i 


其 他 的 分 量 为 
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(10. 10) 


CO kikic 2 wp Lv | 
ri rr 03 
D,: =— Dy,, (10. 12) 
2 《入 十 )c 2 Co 2 1 、?> 一 | 
D» = 1- 侣 总 , 
(10. 13) 
D -人 | 于 于 习作 [viv JJ | (10. 14) 
x w 754 we 此“ 上 Yoel 
万 _ | | (10. 15) 
zT C2 0w2 . 人 Z cu。 ， ， ki a , 9 . 
D -让 -i 衬 台 允 | 妆 Lviv JJ | (10. 16) 
2 2 w 54 w. IYL /JI 人 na 
而 色散 方程 为 


D,:. D., D.. 
这 个 方程 当然 是 极其 复杂 的 ,很 难 从 中 得 出 一 般 性 的 色散 关系 . 下 
面 我 们 将 对 于 一 些 简 单 的 情况 (如 平行 于 或 垂直 于 磁场 传播 的 波 ) 
给 出 动 理学 波 的 色散 关系 . 现在 先 粗略 地 讨论 一 下 磁化 等 离子 体 
中 动 理学 波 的 两 个 鲜明 的 特点 : 朗 道 阻 尼 的 推广 一 一 回旋 共振 阻 
尼 以 及 有 限 拉 莫 尔 半径 效应 . 
Gi) 在 积分 [… 了 中 出 现 因 子 


1 
w 一 lw. — kv 


这 表示 ,除了 w=kiv。(1 二 0) 时 的 波 一 粒子 共振 相互 作用 ( 即 朗 首 
阻尼 或 不 稳定 性 ) 外 ,还 有 一 Lo. 二 kiv1 时 的 “回旋 共振 阻尼 ”( 世 
即 经 过 了 多 普 勒 频 移 修正 后 的 朗 道 阻尼 或 不 稳定 性 ). 这 样 ,粒子 
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CC 


可 以 和 从 低频 到 高 频 的 许多 波 发 生 共 振 ， 而 不 外 (如 非 磁 化 等 离子 
体 中 的 那样 ) 只 和 单一 频率 的 波 共振 并 交换 能 量 ， 

(ii) 在 DD; ,中 出 现 了 贝 塞 尔 画 数 的 无 穷 求 和 而 在 贝 害 泉 基数 
的 宗 量 

kLvL 

中 , x. 代表 拉 莫 尔 半 径 , 当 x. 为 有 限 值 时 ,这 些 贝 塞 尔 函数 的 影 
啊 不 可 忽略 . 它们 会 使 波 的 色散 关系 产生 重大 改变 ,如 从 纯 静 电波 
或 纯 电 磁 波 变 成 混 有 静电 和 电磁 特性 的 复杂 的 所 谓 “ 动 理学 波 ” 
等 . 一 般 将 它们 统称 为 “有 限 拉 莫 尔 半径 效应 ”. 


一 kr. 


10.1.3 均匀 .磁化 等 离子 体 色 获 方 各 
的 各 种 表达 式 


本 节 将 给 出 几 种 常见 诸 于 文献 及 参考 书 的 磁化 等 离子 体 本 征 
模 的 色散 张 量 表达 式 ,以 供 读者 备查 . 取 如 图 10. 1 的 坐标 系 后 , 色 
散 方程 是 


srz 一 Nicos20 Ezy sr 十 NisinGcos0 
2 
Eyz Ey—N Eye 一 0. 
Ez 十 NWzsinbcosO Ey s. 一 Ni’sin20 


图 10.1 磁场 、 波 矢 的 坐标 图 
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这 里 ,N==c&k/w 是 等 离子 体 的 折射 率 . 
1. 冷 等 离子 体 ( 流 体 ) 描 述 
从 双流 体 描 述 可 得 这 时 的 等 价 介 电 张 量 为 


Err Ery Erz E1 l€»。 0 
Eii 一 一 Eyz Eyy Eyz -一 -一 1€,» E1 9 
E> Ezz 0 0 ks 


2X 


2. 高 温 等 离子 体 ( 动 理学 ) 描 述 
这 里 给 出 的 是 T. HH. Stix 在 其 经 典 专著 Waves in Plasmas 中 


(参见 文献 [2]) 给 出 的 等 价 介 电 张 量 的 动 理学 表达 式 . 它 和 上 节 中 


给 出 的 表达 式 完全 等 价 , 但 是 被 广 为 引 用 . 


w | 疡 wo— kjvy Ofw | 
+ 对 
I | vi Ofw | 
一 bib; 
~ wo— lo, — klol 1+|dv ot vV| OU] 


其 中 b= 二 B/B, 对 于 我 们 这 里 所 取 的 坐标 ,6. 二 1,8: 二 5, 二 0, 而 fw 
是 平衡 的 粒子 速度 分 布 函数 ,有 归 一 条 件 | fed 一 1. 上 式 中 的 


2 
/wu 2 。 lw. / 人 ee 


1v “ 也 | 
ky Tk kl 
09 = i EN OD 一 io 
vl pa ivyv] JJ 了 vi 


其 中 


一 JR1 jec) ， J] 一 EE 


/ 
| 
/ 
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OCC 
3， 热 平衡 高 温 等 离子 体 情况 、 
如 果 进 一 步 取 平衡 速度 分 布 函数 为 热平衡 的 麦克 斯 韦 分 布 


人 3/2 
fw 一 Ja 一 2xT, 
符 它 代入 上 面 的 介 电 张 量 表 达 式 后 ， 得 
ej(w,k) 一 y+ >) | 3 G2 E19 十 2820 |. 
其 中 


| | 


exXDb | 一 2T 


(10. 17) 


4 . 
-ACas) LA! (au) iAila.) 
a . Z 
Hi =| 一 4 Co Ala)—2aA! Co iV2atA! a,) | ， 
VFAia) iN2akA! (aa 2 好 4 (au) 
而 z 
,vo ,As) = el 
Vk vw, a mm (TX) 一 e 上 (zz)， 


Va = py 


Wca 


其 中 了 \z) 是 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函数 , 它 的 (小 宗 量 ) 微 扰 展 开 和 (大 


， 宗 量 ) 浙 近 展 开 分 别 为 
S (xz/2) | (z+/2)+? (zx/2) + 
当 zK1l, L(z) TCD UTD a UTD 
、 __l1 (U1)0U—9) 
之 1] ， I 一 一 一 上 ~ 人 ”vv 一 eee 


而 等 离子 体 的 色散 函数 Z(&)， 在 刀 章 中 马蜂 纵 由 为 了 查看 方 
便 , 这 里 将 它 的 定义 式 、 微 扰 展 开 和 渐 近 展开 再 列 在 下 面 


ZE 


这 
一 去 二 三 < =2ie | ed 


六 2 
E29 


\ 


) 
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0, Zim Bet 


>4 C 一 > CO 一 1/2,. -RR ， 工 
当 & ， Z(5) 一 iorlze [十 恋 十 丰 十 臣 十 … .|， 
其 中 
1， |Imz| < 1/Rel, 


| Ims 之 1/Res, 
2， 一 Im¢ > 1/Ret. 


10.2 静电 波 色 散 关系 ( 沿 未 扰动 
导 心 轨道 积分 法 ) 
在 前 面 对 线 性 弗 拉 索 夫 方 程 沿 粒子 的 未 扰动 轨道 积分 后 ,出 


现 过 因子 e” “…. 它 表 示 一 个 粒子 沿 未 扰动 轨道 运动 了 上 时 间 后 ， 
粒子 因 拉 莫 尔 回转 在 速度 空间 中 所 转 过 的 相 角 (扣除 了 已 经 转 完 


的 整数 圈 ) ,在 求 电导 张 量 时 ,由 于 对 粒子 速度 空间 的 | ay 作 积分 ， 


这 项 成 了 8 符号 ,因此 相 角 不 出 现在 电导 张 量 和 色散 函数 的 最 终 
表达 式 中 . 这 说 明 在 磁场 中 带电 粒子 的 快速 回旋 转动 对 其 本 征 模 
的 色散 关系 并 没有 影响 . 这 就 启发 我 们 可 以 先 对 带电 粒子 的 未 扰 
动 轨道 作 回旋 角 的 平均 一 一 得 出 的 是 粒子 的 导 心 轨道 ,然后 对 线 
性 弗 拉 索 夫 方 程 作 沿 “ 未 扰动 导 心 轨道 ”的 积分 . 由 于 在 磁场 中 料 
子 的 导 心 轨道 远 比 回旋 轨道 简单 ,所 以 沿 导 心 轨道 的 积分 要 更 容 
易 一 些 . 尤其 是 当 磁场 ,等 离子 体 的 密度 ,温度 、 流 场 是 空间 非 均匀 
的 时 候 ( 本 章 讨论 的 只 是 它们 都 是 均匀 的 特别 简单 的 情况 ), 由 于 
带电 粒子 在 作 回 旋 运 动 的 同时 还 有 各 种 的 ( 导 心 ) 漂 移 , 其 未 扰动 
轨道 本 身 就 相当 复杂 , 沿 这 样 的 轨道 积分 有 可 能 得 不 到 严格 的 解 
析 表 达 式 .这 时 用 沿 未 扰动 的 导 心 轨道 积分 的 方法 就 可 能 成 功 . 因 
此 这 里 以 求 均匀 磁场 中 静电 本 征 模 的 色散 方程 为 例 ,介绍 这 种 方 
法 . 在 这 基础 上 将 它 推广 到 非 均匀 情况 并 无 原则 困难 . 
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10.2.1 从 回旋 轨道 (也 即 实验 室 ) 坐 标 系 到 
导 心 系 的 变换 


取 图 10. 2 的 坐标 系 9 
B 
2 e2 一 61 XxX el, Bo 一 常数 . 


设 粒子 的 未 扰动 轨道 用 (6 维 实验 室 坐 
标 系 中 的 )r,v 表示 , 则 导 心 的 位 置 和 速 
度 可 表示 成 


Xr+ ,> = Yr,v); 


V = (e, 4,8,0),—>V 一 (Co ). 
(10. 18) 
其 中 w.= 王 gBo/ (mc) 是 回旋 频率 ,而 


图 10.2 磁场 .速度 的 坐标 图 一 


e= iy i 十 只) y= 也 o = sgn(v) 
2 2 ~ 上 29 /4 2B,? 上 2， 


$ = arctan 二 上 2， (10. 19) 
Vl 


为 了 在 导 心 系 中 进行 运算 ,需要 将 实验 室 坐标 系 中 写 出 的 零 阶 与 
一 阶 弗 拉 索 夫 方 程 


9 9 
of w= 0, =|+v' 闻 十 全 vxX BB 总 |， 
a xXB 0 
ofa= Lofw, = LE+? 上 | .区 


变换 到 导 心 系 中 去 . 为 此 不 但 要 作 (r,o )-> (X,V) 的 变换 ,还 要 
作 它们 导数 间 的 变换 . 按 隐 函 数 的 求 导 公式 


9 as aa 3 必 aa sa 3 
ar ar dx ar dV’ dv av 2 


(10. 20) 


和 Re i " 
OO NN 了 本 了 
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- aa-193 -2 
ar -ox ax; 
及 9/9v 的 el 分 量 z 
a ”ay 1 3 
ao Ovi 序 加 ”8， 
.aa_ aa aa 8a_ ， 3 
Buy OV vj Oe uj Ou dvi Of 1 Qe’ 
ox .3 _,, 
Bol OX i 
9/9v 的 e! 分 量 


a _V .9,2X.3 
Ov ll Ovli oV Ov |1 2》 二 
内.a_ sai aa ah 
Ov ll oV 和 as Ov il ap Ov |1 og 
va sing 9 
0 op vl of 
.3a_3ax 9 ,2X 9 |， az 9 


9/9v 的 e: 分 量 


一 1L1 2. 三 


工 @ 
CO OOX， 


a sy 3 上 aX .3 
cu: Pr OV 8v|, OFX’ 
oV ,9 _ -0 9 | cos$o9 
3o ， OV = B, ak vw of’ 
oxX 9 1 
oil oF¥ ww. OX 
上 面 的 那些 表达 式 还 可 以 进一步 简化 . 取 如 图 10. 3 的 新 坐标 
系 (e 1 9?C | ,exy) , 它 和 老 坐 标 系 的 变换 关系 是 


e| 一 1 /v|= cos 如 十 singe,, 


es 一 6 X el 一 cosge, 一 singe,. 


进而 有 


9 9 
3 一 [(eyey 十 elel 十 ezez) X el] 3 


(7 Xel) 。 
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一 -3x0 + 坟 - a 
ee 
9 vL9 ,eeD9 
av 二 着 B, 六 To 3 
(Fxe) 3 
十 人 (10. 21) 


el el ,UL 


由 此 可 把 实验 室 坐标 系 中 的 零 阶 弗 拉 
图 10. 3 磁场 , 波 矢 的 坐标 图 二 索 夫 算 子 S26 改写 成 导 心 系 中 的 


9 


. 本 
ax 


10.2.2 零 阶 ( 平 衡 ) 导 心 速度 分 布 函数 的 推导 


这 样 零 阶 的 弗 拉 索 夫 方 程 的 平衡 解 就 可 以 从 下 面 的 方程 得 
出 ， 
fly )=L LV) — Hf V)=0, (10. 22) 
其 中 考虑 到 了 9/3t= 二 0 及 等 离子 体 是 空间 均匀 的 (因而 和 坐标 r 
或 互 无 关 ). 上 面 的 方程 表明 平衡 速度 分 布 和 速度 空间 变量 $ 无 
关 , 故 满足 此 方程 的 解 是 


f= fle, 1,0),， 或 fi = vv ). (10. 23) 
最 后 ,还 应 将 速度 空间 的 积分 元 变 到 导 心 系 中 
| 一 |dvidv do 一 | “全民 人 | (10. 24) 


2 


10.2 静电 波 色 散 关 系 ( 沿 未 扰动 导 心 轨道 积分 法 ) 405 


10. 2.3 线性 导 心 速度 分 布 函数 的 求 积 和 
变 回 实 验 室 坐 标 系 


对 静电 波 , 导 心 系 中 的 一 阶 线性 弗 拉 索 夫 方 程 可 以 写成 (下 面 
略 去 了 粒子 种 类 的 下 标 a) 


3 
Lft =— AE i 
进一步 令 
Es: —=_— 2) 
| 1 3XK ， 
就 有 


0 op(X) . oo 
Lefi mm 8 a Be tT vl a 十 Bo | J 
gq Of 1 ,0 1 9 
-| 3X 121 十 下 2 Bx +B, | | 
其 中 3/ag 及 3/9X 作用 到 让 上 后 均 为 零 . 而 且 上 式 的 最 后 一 项 还 
可 以 利用 


Of (X) | -| OV .9 OX 


dv av V1 a3v' 族 j=0 


来 进一步 简化 . 将 前 面 得 出 的 导数 变换 式 代入 ， 上 式 可 写作 
vie 县 十 vi el | 县 十 已 六 十 je A 


_ I X el) , 2 

符 上 上 式 两边 同时 点 乘 cx -oo 后 经 过 一 些 运 算 , 可 直接 得 
出 

ak 9 
V1" oxy 


将 它 代 回 线性 方程 后 ,可 得 到 
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of 9 oj | 9 1 9 
A 
3 al, 3 a$. 1 321. 
= 中。 起 一 部 /和亲 一 和 训 访 部] 
注意 到 
9 9 9 
ci = | 这 + 开 - 一 和 部 | 及 
所 以 可 以 合理 地 设 上 述 方程 的 解 有 如 下 形式 
of 
__ Qe 一 -0 g 
= 十 的， (10. 25) 


其 中 = 所 (e,p1,0) 已 知 ,而 hs (KX,e,p,0,8) 则 是 fi(X,E, 140,$) 
中 的 等 求 部 分 ,满足 微分 方程 


goofs gw. Of Of6 (10. 26) 


m Ot Oe m Bo of Ox 
下 面 来 给 出 对 上 述 方程 求 积 的 过 程 . 考虑 到 $ 是 回旋 角 , 放 应 有 
hs($) = ie 人 (十 2r)， $$) = ($+ 27). 
于 是 可 将 如 和 灵 用 #$ 作 侍 氏 级 数 展开 
hs(X,e, p08) 一 > hE(K,e, p10)e ™, 


hs = 


二 一 OO 


F(X,$) = >) F(X). 


如 一 一 CO 


把 上 述 展 开 式 代入 hr 的 线性 方程 ,得 


3 3 
Se je =| Fr + v1 BX 十 ia 天 
-一 引路 胰 - 一 iu 至 2 
m\a de ”Ban 


因此 可 以 通过 作 ( 导 心 系 的 ) 拉 氏 、 傅 氏 变 换 exp (ik。 卫 一 iwt) 来 
解 . 在 作 拉 氏 、 传 氏 变换 变换 后 ,上 述 方程 变 成 


〈 一 1 十 lkyv 十 incw,) hs, 一 一 2 | -一 1 一 一 -一 1ncw 一 a 8 


| 
要 
四 
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由 上 式 直 接 可 得 出 线性 弗 拉 索 夫 方 程 的 解 


wn Lo 
hs __g_ ee Bb,or, (10. 27) 
必 .mm wW— nw.— kv me 
按 定义 
碟 二 》 Ne 只 ， 才 一 》 ge" 


故 通 过 比较 可 得 
| 谋 一 卫 答 5 十 夺 

这 解 和 无 外 场 时 的 静电 波 解 很 相似 ,而 且 推导 过 程 中 也 没有 硬 解 
微分 方程 ;不 同 的 只 是 目前 的 由 是 在 导 心 系 中 的 线性 扰动 速度 分 


. 布 . 由 于 将 要 代入 的 泊 松 方程 是 写 在 实验 室 坐 标 系 中 的 , 故 在 这 以 


前 先 需 要 把 形变 回 成 实验 室 坐标 中 的 fi. 对 比 在 实验 室 坐 标 系 和 
在 导 心 系 中 的 两 个 拉 氏 、 傅 氏 变 换 


| 


4C 站 一 | se [dkAcw, ke, 


gt 天) 一 | se [dkas (ww 大)e 0) ， 


考虑 到 A(z,r) 三 As(i, 针 ) ,可 知 一 定 有 


A(w,k)e*™r = As(w,k)et¥, —> A(w,k) = As(w,k)eit, 


7 一 天 lL, (10. 28) 


其 中 用 到 了 导 心 位 置 和 粒子 位 置 r 间 的 
如 果 进 一 步 取 如 图 10.4 的 大 坐标 系 
k=kiet+kiel, 
则 有 


Li = RL YLsing 
" we ' ”图 10:4 速度 , 波 矢 的 坐标 图 
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最 后 得 
f= Je 
ww 9f® Nn Co。 9fe 
_ de /giL Ofw SS 书 a —ing iL 
mde Oe to w 一 nw — kyvl Sue "ee 
Of oo nw. 9j 


_ {de 9fw ~ a au g as—ingsiL 
= Oe 十 2) mi.w— nw 一 kyvl $ne e 


7 二 一 上 Oo 


为 了 把 最 后 一 项 求 和 号 中 的 如 变 成 实验 室 坐 标 系 中 的 办 ,通过 比较 
玉 二 be = be ep Ve ™ = 2 $Me ™ 


z 丸 三 之 名 i 
后 ,可知 

| = biJ.(4), 4 一 Lo (10. 29) 
将 这 变换 式 代 入 表达 fa 的 前 式 , 就 得 出 了 实验 室 坐 标 系 中 的 线性 
扰动 速度 分 布 函 数 的 储 氏 分 量 表 公 式 

3 au Os 

_ da ja < Oe Bo。 x i 

fa ml Be 一 Je 
(10. 30) 

由 此 可 见 fu(e, 40,$, 于 )oc. 


10. 2.4” 泊 松 方程 的 解 一 一 静电 波 色 散 方程 


”将 式 (10.:30) 代 入 实验 室 坐 标 系 中 的 泊 松 方程 ,得 
kg, 一 4 区 > ， nag| fadv 


=4r Dag fa 遍 Eh 
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5) 人: 
5)[ 主 on 


Ofeo nw. Of eo 
afs ~“ “Oo Fan 


和 一 TN | 


nyl=—o0 


考虑 到 


区 ee dg = di 


可 以 直接 得 出 色散 方程 ( 即 泊 松 方程 存在 非 平 凡 解 的 条 件 ) 
1 十 > ， Xa 二 0， 
nw. 9 


9 
(kv 二 nw) A Bo x 
Of 


| Boceop SJ2c) 


[vl | WwW—nwe—kyvl 

(10. 31) 
一 般 情况 下 ,fw 是 在 实验 室 坐 标 系 中 给 出 的 , 故 把 上 式 中 的 积分 
号 下 各 项 从 导 心 系 变换 到 实验 室 坐标 系 中 去 是 有 实用 价值 的 . 考 


虑 到 
0 eo +e + ol 号 (实验 室 坐 标 系 ) 


oV | Ov Ov UL of 
‘8 3 139 
一 171 ae Te vi (ae T BB 
1129 由 AR 标 
十 és vl og ( 导 心 坐标 系 ) 


故 可 以 看 出 z | - 
3 1 3 13 1 13 


Qe 站 el Bon oo vy 
将 它们 代入 式 (10. 31) 后 后 ,再 把 积分 变量 及 记 变 回 实验 室 坐 标 系 ， 
可 得 


CO (™ > kl vi 
X, —2r | dvi| vi do, > 


ac 
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-| “| 一 
X 一 mag. 0 fw lv v1). (10. 32) 


当 4 一 &L1L/wx 一 Ai7rue 一 0 时 ,Jo(0) 王 1, Jo(0) 一 0, 上 式 就 自 然 
回 到 了 无 磁场 静电 波 的 极 化 率 


O 
2 kl Bo fo" 
op Ov 
he = 好 |a ww 一 kyvon 


10.2.5 准 静电 模 和 准 电 磁 模 近似 及 它们 
的 耦合 机 制 
由 于 磁场 所 造成 的 粒子 拉 莫 尔 运 动 ,使 得 本 征 模 中 的 静电 
《 纵 ) 波 (El 有) 和 电磁 ( 横 ) 波 CE | k) 是 相互 看 合 的 ,但 在 很 多 情 
况 中 ,可 以 用 准 静 电 模 式 或 准 电磁 模式 来 近似 地 描述 磁化 等 离子 
体 中 的 集体 运动 ( 波 ). 下面 就 来 给 出 它们 各 自 适用 的 条 件 . 
由 色散 方程 可 以 得 出 一 个 等 价 的 标量 方程 ， 
D.E,=0, — E: .Db.E,=0, (10. 33) 
其 中 Ei 是 电场 矢量 的 复 共 罗 . 将 扰动 电场 分 解 成 纵向 和 横向 ( 平 
行 及 垂直 于 大 的 方向 ) 两 部 分 
E; = Enel Ene, 天 一 Ael， el。el 一 0， 
并 代入 
DPD= 不 一 4 十 和 
考虑 到 Ei 和 Ei 是 彼此 独立 的 , 故 由 方程 (10. 33) 可 以 得 出 两 个 
耦合 的 色散 方程 


E。 


enbn 十 srEn= 0， (10. 34) 
ck’ 


(Ni?— e)En— eBu=0, NM 一 二 (10.35) 


现在 来 推导 准 静 电波 近似 得 以 成 立 的 条 件 . 这 时 取 


En 守 i0, w= du 0, 


10.2 静电 波 色 散 关 系 ( 江 未 扰动 导 心 轨道 积分 法 ) 411 


从 而 由 (10. 34) 式 并 通过 泰勒 展开 可 以 有 
ao) = 0， 一 ene + dn) 一 aoD 十 im Benen) 
= 6 3). 
代 回 纵波 色散 方程 (10. 34) 后 ,得 


DO . 
Sw ew) Ea ebn = 0. 
Ow 


另 一 方面 ,由 横 波 的 色散 方程 (10. 35) 可 近似 得 (和 mw 相 比 略 去 


So 小 量 )》 


En) 


{= 一 一 一 一 一 下 
bE N’(w) 一 Er (wo) * 


将 它 代入 前 式 , 为 了 方便 再 加 上 一 个 零 项 (下 式 中 的 第 一 项 ) ,得 


6 9 t t 
nn) 十 So Bar C0) 十 Te 0 = 0. 


2 (cn) 一 Er (0) 加 


于 是 有 


0w ©O Eltetl 
Be (ea(wDw) 一 一 [元 — 二 


ow 


”由 于 sw<w, 因 此 可 以 得 出 静电 模 近 似 成 立 的 条 件 ， 


[RE 
COV — ex) Few) | 
同样 ,对 横向 (电磁 ) 模 近似 则 可 以 取 
Eda 守 0, w= 0 dw < ww. 
按 相同 的 方法 ,可 证 准 电 磁 模 近似 成 立时 所 要 满足 的 条 件 


EltEtl : 
a 1. (10. 37) 
Ell Ow wi 
最 后 ,应 当 注 意 到 
a [ix 引 .可 
Elt 一 Cl Lo Oo E,.” 


412 第 十 章 均匀 外 磁场 .空间 均匀 情况 下 的 本 征 值 问题 | z 10.3 平行 于 磁场 方向 传播 的 电磁 波 413 
.二 | D,.. D,, ITE, 
Te | | 网 D | 四 ~ 
这 说 明 , 静 电 模 和 电磁 模 间 的 耦合 来 自 扰动 电流 , 由 一 个 模 引 起 | 色散 函数 中 涉及 的 无 穷 求 和 现在 可 以 大 大 简化 : 因为 一 0, 故 
的 扰动 电流 在 投影 到 另 一 个 模 的 极 化 方向 上 去 时 有 非 零 分 量 (这 上。 其 中 贝 塞 尔 函 数 的 宗 量 z 一 ho /w.<<1, 利 用 微 扰 展开 式 , 取 
是 因为 电导 张 量 z 有 非 零 的 非 对 角 元 素 ). 例如 ,ow 关 0 因而 i 关 0 1， n=0，, 
表示 电磁 扰动 引起 的 扰动 电流 户 在 静电 波 的 极 化 (也 即 传播 ) 方 | Je 
向 上 有 投影 ; 户 .上 一 户 。ke 天 0, 因 而 进一步 引起 大 方向 上 的 电荷 | ， 2 
密度 扰动 ,从 而 产生 空间 的 电荷 振荡 以 至 于 静电 波 . ee 0, "A 
， | 一 ， 7 一 ]， 
10. 3 平行 于 磁场 方向 传播 的 电磁 波 有 lg To 1 
| | 2 》 1 一 》 
10.3.1 左旋 波 和 右 旋 波 色散 关系 | 0， n 一 其 他 . 
| 将 它们 代入 色散 函数 后 有 
Bo hk, e, 这 时 , 令 ( 图 10. 5(a)) &1cz 2x ws wy LoxJi | 
kl BCBoe,), k=0. Dw =1— wr — w < D3 - kL ] x.| 
按 流体 理论 ,这 时 存在 两 支 本 | 1 
征 模 ; 左旋 波 和 右 旋 波 ( 见 图 | 0 + - 
0 10. 5(b)). 应 当 指出 的 是 ,在 磁 | -1— HE atd., 
化 等 离子 体 中 左 、 右 旋 是 相对 / 
于 磁场 方向 而 言 的 . 离子 在 磁 ”其 中 
a oe 场 中 是 左旋 的 ,电磁 波 中 电场 | Ls do 二 do， 
ee - (也 即 极 化 ) 的 旋转 方向 和 离子 ， 1 
| 电子 ( 右 ) 旋 波 旋转 方向 一 致 的 波 被 称 为 左旋 D,, -i 2 > | 2 1 x | 
» 哨 声 流 波 ;而 电场 (也 即 极 化 ) 的 旋转 量 gr lz] | 
We < 电子 ( 左 ) 旋 波 方向 和 电子 旋转 方向 一 致 的 波 | =i| — | Do | We xz 一 | 4 
” 前 切 阿尔 文 波 被 称 为 右 旋 ( 电 磁 ) 波 . 在 动 理 | ~i(d,— 4_), 
° 中 “” 学 理论 中 , 左 , 右 旋 本 征 模 是 由 | D, =— D。 A ), 
10.5 : 波 图 示 ) : klc? wr /2 2 ~ 
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1- -Dal [tz] + [ti] | 


一 | 一 ic 十 di 二 ad_. 
把 本 小 节 开 头 短 阵 形式 的 色散 方程 条 开 ,得 
DcErs 十 DoEs, = 0, 
DE 十 D,,Ei, 二 0, 
车 将 线 极 化 的 电场 EK,, Ei, 重 新 组 合成 左 、 右 圆 极 化 的 电场 
一 (Ei 十 1E1,) 9 Er 一 (Ei 1E,,). 
则 上 述 色 散 方 程 可 以 写成 如 下 的 易 解 形式 
〈] 一 N' 十 2d+)E1r 一 (1 一 和 十 2d-_)kEkr 一 0. 
将 两 方程 相 加 ,得 左旋 波 的 色散 关系 Di 三 ( 一 Ni 十 2d+)==0, 即 
y v3 dv 
wr 一 及 1 +2r Do do | [a (10. 38) 
将 两 方程 相 减 ,得 右 旋 波 的 色散 关系 D-_- 寺 (1 一 NI 十 24-)==0, 即 
Luv dz 
wr =k' 2 十 2ro Do do | | 二 (10. 39 ) 


在 流体 极限 下 ,这 两 支 波 分 别 回 到 无 阻尼 的 左右 旋 波 .但 在 这 里 ， 


”由 于 波 -粒子 在 w 士 we 一 &Alol 处 的 回旋 共振 相互 作用 ,因而 有 回旋 


阻尼 效应 出 现 . 从 回旋 频率 的 定义 wa 二 geBo/ (cc) 可 知 , 它 的 符 
号 依赖 于 粒子 电荷 的 符号 . 故 对 离子 ,其 wri. 二 0; 而 对 电子 ,we 二 0. 
这 样 对 于 离子 只 有 左旋 波 才 能 与 之 共振 wr 一 wi 二 kpvi ,而 对 
于 电子 只 有 右 旋 波 才 能 与 之 共振 wrc) 十 we 二 wr) 一 | we|= 
klvl. 从 物理 上 来 看 ,在 磁场 中 带电 粒子 的 运动 总 是 道 磁 
的 一 一 即 由 于 其 旋转 而 产生 的 感 生 磁 场 应 当 和 原来 磁场 的 方向 相 
反 , 故 离子 是 (相对 于 磁场 方向 ) 左 旋 的 ,而 电子 是 右 旋 的 ;只 有 其 
旋转 方向 和 波 电 场 极 化 的 旋转 方向 一 致 的 时 候 , 粒 子 和 波 之 间 才 
能 发 生 共 振 . 
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为 了 估算 回旋 共振 而 引起 的 阻尼 效应 ,利用 


1 -2 也 
klvl 二 ww—17 kv 十 wa -一 OW. 


ti te 0 
再 假定 fw 是 各 向 同性 的 , 则 
> & pl \ fw _ 9afw 
z= [1— 4 ww EE ww ,Bo = Dod 
加 之 
= 去 吕 fo| 一 | aaa = 一 | jos dv 
于 是 色散 函数 的 实 部 为 


k2c? v! fwdvrdv 
-一 EE “a0 | 
Dir:=1C— 十 一 D2re| Rv — wt wo 


由 此 可 得 左 、 有 放流 的 色散 关系 (从 D+: 二 0): 


2 ? ”jd dv 
tor 2 ro P| el. (10. 40) 
其 相应 的 阻尼 (或 不 稳定 增长 ) 率 为 
7 一 一 心 一 oD 
to oD r/Ow: 土 9(w.D.) /Ow. 十 
oo 2 
Ds= 红 | vi fal ,| Ee) do. (10.41) 
| | 


这 样 , 对 热平衡 的 麦克 斯 韦 分 布 Ju) 来 说 ,上 式 中 的 积分 总 是 


. 正 的 , 故 D5Hi>0, 于 是 有 7+<<0. 这 时 , 左 、 右 回旋 波 总 是 经 受 着 朗 


道 回 旋 阻 尼 的 . 


10. 3.2 哨 声波 (低频 电子 右 旋 波 ) 不 稳定 性 


波 色散 关系 
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. y, 3 dd 
Co 一 Rc? 十 ?ron Do do | 3 or 2 wr? 
考虑 到 wt. 守 wri, 所 以 在 求 和 中 可 以 只 取 电 子 分 量 . 然后 令 Bo 一 
Boe:, k=ke.(k=k | ) 以 及 


fowlv) = (2 | )fu lv )， fu (vi ) 一 zexp| 一 To 9 
则 有 


2 — Lb2.2 2 3 X 。 
w 一 Ac 十 ro [do [oi dv Ev ow 
其 中 3f 3f 
i 3 + 全 人 2 
| 
-| 1] 一 Riv | SC 上 7 2 人 ) 十 2 a Ju )， 
vl 
将 它们 代入 上 式 的 积分 中 后 后 利用 
| fu(v’ )do = 十 ， | Jo )o dz” 一 2 ， 
则 积分 可 解析 求 出 


3 Xe 
Ea 


了 » 12 (1 一 ROOT/o)SC ) Dj 
本 fav a RIV — We—w Ov’ 


十 | | Eo fu 上 


AIV1 一 we 一 几 


[= 二 wW 2w (w. 十 w): 
加 Rk?vT | 2 27 
|] 
最 后 ， 可 得 色散 方程 
2 2 | _ 一 ”pe k?vr 
: w = kic 1 (10. 42) 
下 面 分 别 讨论 在 & 的 两 个 极端 取 值 情况 下 此 波 的 性 质 . 当 取 


一 | [fv ddr + v1 do fu — | 
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k—0,wKw. 的 低频 长 波 极 限时 ， 色散 关系 简化 成 


w 
e+ 一 wr — Fw — kic? = (0. 
we € 


有 和解 


4k?2c?w 
4 


20 
wpe 2k2c? 

~ 人 1+|1+ 下 4 机 | | 

考虑 到 w<0, 可 略 去 上 式 中 的 负 根 w+ ,结果 得 到 低频 电子 右 旋 
波 的 色散 关系 


-站 | ] 十 


ww 一 w- = ~ |w.|. (10. 43) 


这 也 就 是 流体 描述 中 的 哨 声 模 . 在 6co 的 极限 情况 下 ,可 以 最 方 
便 地 看 出 不 稳定 增长 率 . 这 时 ,色散 方程 变 成 


kv2., w 
20 T .VU WwW 
pe 0 
这 表明 波 的 实 部 和 不 稳定 增长 率 ( 虚 部 ) 分 别 为 
mw =— w., 7 一 Le 
w DE | (10. 44) 


这 个 增长 率 和 无 磁场 下 的 Weibel 不 稳定 增长 率 yt 一 cc) 一 


~\V Co 
中 的 推广 
10.4 垂直 于 磁场 方向 传播 的 电磁 波 


10.4.1 一 般 性 讨论 


对 于 垂直 于 磁场 方向 传播 的 电磁 波 情况 , 令 ( 见 图 10. 6(a)) 
Bo = Boe,, 大 一 er， kl = 0. 


相同 ,因此 可 以 当成 Weibel 不 稳定 性 在 磁化 等 离子 体 
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按 流 体 理 论 , 这 时 存在 两 支 本 征 
模 : 正常 波 和 反常 波 ( 见 图 
10. 6(b)). 在 动 理学 理论 中 , 除 
了 这 两 支 本 征 模 外 还 增加 了 一 
支 伯 恩 斯 坦 波 . 在 具体 讨 以 上 三 
支 模 前 ,首先 指出 这 些 波 的 两 个 
突出 的 特点 .第 一 ,因为 &l 王 0 
故 在 速度 空间 的 积分 中 , 由 于 被 
积 函 数 的 分 母 上 不 存在 &lvol 的 
项 ,所 以 不 存在 回旋 共振 阻尼 ， 
而 只 存在 w= 十 wa 的 回旋 共振 . 
从 物理 上 来 看 ,这 是 由 于 在 垂直 
于 磁场 的 方向 上 ,粒子 不 能 自由 
中 “运动 而 只 能 作 回旋 运动 ,因此 不 
图 10.6 正常 波 和 反常 波 图 示 ( 流 体 描述 ) 可 能 和 在 这 方向 上 传播 的 波 有 
(a) 坐标 系 ，(b) 色散 关系 相同 的 速度 ,从 而 发 生 共 振 阻 
尼 . 第 二 , 正 是 因为 回旋 共振 ,所 

以 本 征 模 的 整个 频谱 被 这 些 共 振 分 成 了 无 穷 多 个 分 文 

zw <CLw(K) < (2 十 1)wec，7 一 0, 十 1， 士 2，……. 

在 kl 二 0 时 ,色散 函数 中 的 D,.,D;., Dz,D, 均 为 零 ; 这 是 因为 它 


们 都 含有 为 零 的 积分 因子 | jexp (一 gv )doi 二 0. 这样 ,色散 方 


程 就 可 写作 
l DD, D,, 0 El: 
六 D,, 0 El, 一 0. 
0 0 D. lz 
D..(D..D,, D,,D,;) 一 .0. 


其 中 D.=0 给 出 的 本 征 模 就 是 电子 (离子 ) 正 常 (ordinary) 波 ( 见 
图 10.7). 而 DD 二 DDyz 给 出 的 是 电场 和 拓 量 方向 在 (zx,y) 平 面 


已 (反常 波 ) 


ep 


其 解 可 写成 
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上 的 本 征 模 . 在 极端 情况 下 D.,D,-<*0, 它 分 成 两 个 典型 的 本 征 
模 :, 电场 矢量 主要 在 e， 方向 上 的 电子 (离子 ) 反 常 (extraordinary ) 
回旋 波 ( 见 图 10. 8) ,以 及 电场 矢量 主要 在 波 的 传播 方向 大 一 Ae。. 上 
的 电子 (离子 ) 伯 恩 斯 坦 波 ( 见 图 10. 9) 一 一 这 是 一 支流 体 描述 中 
不 曾 出 现 的 静电 波 .下 面 将 以 D-=0 及 也 .=0 为 例 分 别 导出 电 
子 正 常 回旋 波 和 离子 伯 恩 斯 坦 波 的 色散 关系 ,其 他 的 色散 关系 的 
讨论 请 参考 文献 [2],[4]. 


>> pe 0 << Wa 
电子 电子 
正 党 让 了 下 各 | 下 允 


(a) (b) (9) 


图 10.7 正常 (电子 .离子 ) 回 旋 波 图 示 
(a) 坐标 系 ，(b) 色散 关系 (w 六 ope) ，(c) 色散 关系 (wwpe) 


Co 和 0) 反常 电子 回旋 波 
(a) . (b) (c) 


反常 离子 回旋 波 


图 10.8 反常 (电子 .离子 ) 回 旋 波 图 示 
(a) 坐标 系 ，(b) 反常 电子 回旋 波 色散 关系 ，(e) 反常 离子 回旋 波 色散 关系 、 


4 
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上 引 的 六 


图 10. 9 电子 .离子 伯 因 斯 坦 波 图 示 
(a) 坐标 系 ，(b) 色散 关系 


10.4.2 电子 正常 回旋 波 
“由 前 面 定义 ,注意 到 =k 二 ke:, 则 


k’c 271 (VY Wa A,) 
Da 一 1 一 J 产 一 得 5 (2) Df] NWx— Ww dvl， 


af。 as 
A 
一 项 关于 平行 速度 的 积分 很 容易 得 出 
~ Of mu 
| 3o3 


再 由 对 一 直 束 度 的 积分 ,得 
| dy | J CR wv /we) fl CV VL dol 


dv | 一 一 方 Jet (v1) 9 


7IZcz 
27 。 


= 4.(b) =e lb), be=hkir 


vj dv 


|， Jn(kl vl /wue)exp| 一 
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其 中 ra 一 v。/w (= Te/mo) 是 粒子 的 拉 英 尔 半径 这 样 可 得 


" A,(b.) 
D.. =1 -> sy) 光 Nac 
_ 2A,(b.) wpe 
1 全 -DD DY Aolbs). 
其 中 用 到 了 
1 1 2w 
w 一 nn w+ nv oo— niws. 


现在 专门 来 讨论 电子 正常 波 , 即 令 a=e. 由 于 电子 的 拉 莫 尔 
半径 远 小 于 此 波 的 波长 .= 有 7 区 1, 有 4 和 4,, 故 在 下 面 我 们 


只 取 n=0,1 的 两 项 ， 


k2c 
DT1— Le 一 各 40C6) 一 A Cb). (10. 45) 


从 上 式 中 的 共振 因 于 可 以 看 出 ,这 时 w~wws 故 可 以 令 
w= |wel(l 二 + A), => wi ~ wi(l + 24). (10. 46) 
下 面 分 两 种 情况 来 导出 色散 关系 (对 应 于 正常 电子 回旋 波 的 
两 个 色散 图 10. 7(b) , (c)). 
当 w Sw ze 时 ， 所 了 正 党 该 的 色散 方程 可 简化 


) 一 0， (10.47) 
CO2 CU -一 2 . 


代入 C10. 46) 式 后 可 得 


A 一 


w2 一 kc 
现在 分 别 讨论 两 种 波长 极限 下 的 色散 行为 : 当 kj 一 0 时 ,4 一 
kr2 /2， 结果 有 


;Al (有 2 7 ) 


e 


而 当 >co 时 ,A1~1/\ 2mp3 yz ,结果 得 出 
注 
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Ax~_ 1 we 1 工 


ki c? 2k | re 1 
用 这 两 种 极限 下 的 解析 表达 式 , 可 以 说 明 图 10.7(b) 中 w 在 we 上 
下 的 色散 曲线 的 行为 . 
当 ws 入 wp 时 ， 色散 万 程 简化 成 


2 
D.. ~ AB) 一 一 全 二 246 一 0 


CO2 -一 we, 
(10. 48) 
同样 令 w= |we| (1 十 人 4)， 得 
| kc 
: _ wie A Cb.) 一 _eps 3 4,(8.) 一 
Ce 2 2A4Aw2 
2. 2 
A 10. 49 
A A ry 10. 49) 
有 
kl— 0,， A 过 — 全 ~ 广 扣 坊 cc 一 局 ， 
， 


. kl C? /2nk) re RI 

这 两 个 波 矢 极限 下 的 色散 曲线 形状 和 图 10. 7(c) 中 w/w 二 1 时 给 
出 的 基本 相符 ;进一步 ,由 上 面 的 (10. 49) 式 ,还 可 以 求 出 当 A 取 
极 大 值 时 的 波 矢 值 约 在 


.1 
k ~ 一， 
| max Vee 


10.4.3 离子 伯 恩 斯 坦 波 


这 时 色散 方程 由 Ds 二 0 给 出 . 取 各 向 同性 的 速度 分 布 函数 
fw(v?) ,于 是 X 一 3o/aoi ;并 考虑 到 Al 二 0, 则 


OO 


2X。 
D:- 一 1 一 Do 2) ja 1ZL dz ry 
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Z2 2 2 
一 ] 十 区 2 SS | dz | Jam 3jm 


1 ww 一 [wu Ov /2 ， 
27 2wL?Jw oj 
1 十 一 a 及 久 Davo do, ST 2 By /2 
一 工 十 > Xu， 
其 中 x 是 静电 波 的 极 化 率 . 上 式 也 可 以 从 纯 静 电波 的 色散 方程 
(10. 32) 直 接 推出 . 在 下 面 的 讨论 中 进一步 假定 f= fr(v?), 利 
用 
Of om | v2 了 Wa -1 Wpa _ -1l 
v2 /2 2 fm tL ”71 Vi 9 0 he， 


2 .2 


其 中 工 是 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函数 . 这 样 极 化 率 就 可 写成 


?| JE rs)Faso dv = (be = An(b,), 
0 


2 
驴 一 一 在 ED A i (10. 50) 
而 伯 恩 斯 坦 波 的 色散 方程 为 
1l 十 Xe 十 Xi 一 0. 


为 了 进一步 得 出 解析 结果 ,下 面 将 利用 I 的 微 扰 展 开 和 渐 近 展 
开 : 


(XT/2)” + (Tz/2)"t 
LD(n 1) 11D(n + 2) 


(Xx/2)"1 
21D(n 十 3) 


L(x)~ -= +o| 革 |] 
| 

V2nr 

下 面 以 离子 伯 恩 斯 坦 波 为 例 ,因为 o~w, 故 


/ 


X11， L(x)= 


十 十 ，…， 


T 旋 1， 


一 一 > A, ~ 
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分 1， 


Ri， re ~ Ol 一 


~ | 1; 
Ane Ck? r2) cc (R3 ri)". 

这 样 在 Xx. 中 只 有 n=1 的 项 才 是 最 主要 的 ,只 保留 这 一 项 时 ,电子 

极 化 率 可 简化 成 


1 2mw2. 24， RI re e wpe 
人 ~ 一 姜 站 可 一 A 个 加 及 个 古 是 避 ， 
故 离子 伯 思 斯 坦 波 的 色散 方程 
__l1 一 2722ow _ 
1+ 窜 -= 后 运 和 2 Pn =F(w). (10.51) 
由 上 面 方程 可 见 : 
(GD 因为 wre 一 we 故 上 式 的 右边 近 人 为 2, 故 局 (w)s2, 并 和 让 


无 关 ; 
(ii) 因为 fF;(w)>0, 故 波 只 能 存在 于 nw 二 w 过 (x 十 1)wi( 否 则 
Fi—00). 
-下 面 进一步 讨论 在 波 矢 两 种 极限 取 值 下 的 色散 行为 . 首先 , 当 
[&| 一 co 时 ,因为 
Ai 1 ce 工 > 0+, 
k 有 R2 A/ 27R27 
故 方程 右边 求 和 号 中 的 分 母 也 只 有 lim Con 
证 Fi 的 有 限 .这 意味 着 


Ik|— co， 


而 在 &->0 时 ,因为 4。 0 


mw ) 一 > 0- ， 才能 保 


(10. 52) 


Ww ~ Nie. 


limF; (ws 至- 3 -eg OC R24"!). 


2 — 2 — nz 


7 二 2 


其 中 右边 第 一 项 是 从 As 推 导 而 来 ,其 中 已 用 到 了 


(10. 53) 
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由 于 下 守 2, 故 在 w 二 oi 时 ,上 式 不 可 能 有 人 解 ;而 在 wi 二 w 二 2wic 时 
有 一 个 解 Wlh, 


1+ 罕 = 7 + TF wo 


最 后 ,在 no 二 w 二 (x 十 1)w (x 宇 2) 时 ,上 式 的 解 基 本 为 wm 

(之 2). 这 些 分 析 也 可 以 用 图 解 的 方法 得 出 ( 见 图 10. 10) ,方程 
(10. 53) 的 左面 基本 上 是 常数 2( 图 中 平行 横 轴 的 直线 ) ,而 右面 则 
可 用 数值 法 画 成 一 条 一 条 曲线 ,直线 和 各 条 曲线 的 交点 就 是 色散 
方程 的 解 . 综合 关于 & 两 种 极端 情况 的 上 述 讨论 ,可 以 有 离子 伯 思 
斯 坦 波 的 色散 曲线 (图 10. 11) ,这 和 前 面 给 出 的 色散 图 10. 9 是 一 . 
致 的 . 


wi 


- O k 
图 10. 11 ”离子 伯 轴 斯 坦 波 色散 关系 
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第 十 一 章 “空间 不 均匀 、 外 磁场 均匀 
情况 下 的 漂移 波 


本 章 只 讨论 由 于 等 离子 体 密度 的 空间 不 均匀 而 在 垂直 磁场 方 
向 上 引起 的 带电 粒子 流 的 漂移 运动 ,及 由 这 种 定向 运动 所 驱动 的 
等 离子 体 波 一 一 漂移 波 . 本 章 所 给 出 的 方法 可 以 无 原则 困难 地 推 
广 到 等 离子 体 中 温度 、 流 场 及 外 磁场 都 不 均匀 时 所 引发 的 一 般 漂 
移 波 中 去 ,但 为 了 简单 在 本 课程 中 不 做 介绍 (有 兴趣 的 读者 可 以 参 
考 例如 文献 [1]). 在 下 面 我 们 取 

B, = Boes, Na 人 Cr) 一 Mo(Z)， Uw = UwlX)e,, 
T= 二 T= 常数，E。 = 二 0. 

考虑 到 在 《等 离子 体 物理 学 原理 》2 中 对 漂移 波 的 (流体 ?描述 比 较 
简单 ,所 以 本 章 一 开始 先 补充 这 方面 的 内 容 . 由 于 不 同 符 号 和 质量 
的 带电 粒子 流 其 漂移 方向 与 大 小 都 不 同 , 故 对 漂移 波 作 流体 描述 
时 必须 启用 双 ( 多 ) 流 体 方程 组 . 


: 11.1 流体 描述 概述 
11.1.1 深 移 速度 一 双流 体 方程 平衡 解 


”选取 如 图 11. 1 所 示 的 坐标 系 ,对 由 电子 和 离子 组 成 的 等 离子 
体 , 其 双流 体 方程 为 


十 V。， (zuao) = 0， ,0 一 el， 
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Oreo 一 人 
Na -一 3 一 Uo X Bo — VY Pn. 
其 中 已 用 到 了 ww *。 Vuwm= 二 0. 这 时 
静态 (平衡 时 ) 的 连续 性 方程 是 


z V* (nwoUw) = 0. 

-由 于 Uw 的 方向 在 ey, 而 nosyUwm 义 只 
是 的 函数 , 故 在 我 们 所 取 的 等 离 
子 体 平衡 参数 下 此 式 自动 满足 . 即 

Zoo。WV7ia(Cz) 一 0， 


(B)( 


ez (Vn) 一 一 > ao | Vnw lz). 


图 11.1 漂移 流动 的 坐标 系 而 平衡 的 运动 方程 为 


Uw X Bo = 
两 边 同 时 又 乘 Bo ,得 


VPa, 


Naoga 


5 xX [全 |] 


了。 
[由 5 二 倚 ] 一 一 [Vlnno x b] 


= Vpa。 
其 中 wa 二 qeBo/ (mxc) ,因此 wo 之 0,wwo 二 0. 按 一 开始 取 的 坐标 ,可 
以 看 出 vo 在 十 ey 方向 ,而 vm 在 一 ey 方向 (但 它们 都 是 z 的 函 
数 ): 


_ Ti d(lnnio) 
UD ~ 一 e 9 
mw dx >» 


z melw. | ‘dz Cy 
特别 当 Ti=T.=T ,ne=nio=no 时 ， 有 vp—vn = —voeCvp>0). 

在 《等 离子 体 物理 导论 光 ] 中 对 于 偏离 平衡 的 漂移 运动 所 产生 
的 线性 漂移 波 没有 作 系 统 的 介绍 ,为 了 有 助 于 大 家 建立 物理 图 像 ， 
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下 面 先 用 流体 方程 组 来 描述 典型 的 两 种 线性 漂移 波 . 
流体 静电 漂移 波 


在 低 8 条 件 下 (8=P/Pu<<1,Pm=B?/2k 是 磁场 压强 ), 磁 场 
扰动 B1~0， 这 时 漂移 波 可 以 看 成 是 前 电 型 的 此 外 为 了 讨论 方 


便 , 假 定 
w < w, 后 _。_ 厄 
D2: k, Me 


这 时 ,描述 漂移 静电 扰动 的 线性 流体 方程 组 为 


11. 1. 2 


Te +: tV° (navVa) 十 Y。 (naVw) 一 0， QC ,1， (11. 1) 
O Val 
Mla ot 十 Ma (Ua ° V) Val 十 Ma (Val ® V) Va0 
= gl E+ va XBo), (11. 2) 
V ' 五 ; = 4r(7igi 十 neqe). (11. 3) 
下 面 ,还 将 取 
Ti 一 .一 71，7eo 一 Mio 一 10 一 > VD 一 VDpi 一 一 pe， 
以 及 ~_E=—VY? 
和 (nha1 Val ,9) CC (nag Uok , Pi)Eexp 1k 让 iwt). 
于 是 泊 松 方程 变 成 
kp = 4r|le| ni — naa), .. (11. 4) 


其 中 na 可 以 从 流体 方程 组 解 出 (表示 成 w 的 线性 函数 ). 但 在 吏 
电波 速 o/h<va 时 ,电子 完全 可 以 跟随 静电 波 的 电场 沿 磁力 线 来 
回 运动 ;这 样 电子 就 处 在 热力 学 平衡 态 中 ,电子 在 波 场 中 的 扰动 密 
度 可 以 用 玻 尔 兹 曼 分 布 来 描述 ,而 不 用 解 电子 流体 方程 : 

ne = neve Te = nooll 十 eV/T。). 

| 由 此 可 知 在 线性 近似 下 ,扰动 电子 密度 与 扰动 电势 间 存在 以 下 关 
系 : | 
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Nel 一 720 凶 ， 一 > Nep 一 No bp (11. 5) 


员 玉 了 了 的 抠 开 密度 则 必须 从 高 子 流体 方程 来 导出 . 先 从 连续 性 方 
程 出 发 


d 
一 1wnig 十 inok 。 Vi 十 Vikz a 十 1。 pz 一 一 0， 


可 得 (为 简单 ,下面 略 去 vw 的 下 标 ) 


ni viz dlnno kk.v 


z no 二 这 dz 十 pk (11. 6) 
其 中 w= 二 w 一 kyVoi 二 w 一 w* .再 由 离子 运动 方程 (11. 0 
3 
一 iow + iCk ppDm + vi DL =— 上 十 竟 和 x Bo). 
把 它 按 分 量 写 出 
一 io 一 &op)o 一 一 过 。 A + vis 
— 1(w 一 kyvpi)vi,y 十 viz 2 一 一 lk, az 一 CiViz， 
一 io — kvnp) v= — ik, LF. 
7IZi 


其 中 = 方向 的 速度 是 和 另外 两 个 速度 分 量 解 耦 的 ,由 它 可 以 立刻 
得 出 


Ci Rk 
vr 一 至 (11.7) 
而 另外 两 个 方向 是 相互 耦合 的 
bP 
Viz 一 六 ”7 Tisv,, 
v, _ kpe gi (wi 十 Ovpi/9z) 


把 后 一 式 代入 前 一 式 ,得 
后 十 BopyVaz)mw 1 gi ss 1 凶 bp | 


CO 2 
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考虑 到 
Ci 、， Ow 
六 CO 
故 上 式 可 以 近似 写作 
oo 一 ii 名 呈 对 (11. 8) 
wW; 7I2i 
将 上 式 代入 ww 的 表达 式 后 可 得 
viy = 0. (11. 9) 
把 这 些 vi 代入 (11. 6) 后 ,得 
. 有 2T 。 gi 
一 | lle Caze .11.10) 
no Cw MA I miw? 7T. 
利用 
di 一 一 ge 一 CE， miw; 一 me | we | ， 7 一 了 .一 7， 
及 一 
xX T. Olnno 2 了 
OU。 = kyvpe 一 一 人 到 | Dr 9 C= 
最 后 可 有 
nx _| wi kiCs er 
| 和 十 -| 学 ， (11. 11) 
其 中 二 w 一 wr .将 电子 和 离子 的 密度 扰动 代入 泊 松 方程 后 ,得 
”ac 
k’9. —4re| a 一 二 十 2 他 一 720 党 | 
x p2C? 
-二 | - 和 = 十 KC -1p 
MD w w? 
其 中 如 ==T/(4nnoe’). 由 此 可 得 色散 方程 
(1 十 有 2 ) 十 ww 一 R2C 2 二 0. (11. 12) 
其 解 为 


WS=w— ww 
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] 十 5 一 mi 土 和 VCw')’ + 4(1 二 R222 sc? |. 


(11. 13) 
对 低频 长 波 ,&205< 委 1, 故 解 可 以 近似 成 


一 士 W (w ?十 422C2 |. 

这 个 解 在 两 种 极端 条 件 下 可 以 有 明显 的 物理 意义 , 当 k. 污 ky 时 ， 
ww 二 kyvp~0, 故 解 近似 成 为 离子 声波 

WX w=+ k.C,; (11. 14) 


而 当 At, 时 ,对 应 取 十 号 及 
取 一 号 , 解 可 近似 成 


w 一 1 ， (11. 15) 


图 11.2 就 是 上 述 色 散 关系 的 
w-k: 图 ,可 以 看 出 这 里 存在 两 
支 波 ,它们 在 .一 co 时 都 像 离子 声波 . 但 其 中 在 .>0 时 趋 于 ww 
的 一 支 不 是 离子 声波 ,而 是 典型 的 静电 漂移 波 ,也 即 是 < 
的 低频 长 波 . 


图 11.2 流体 静电 漂移 波 的 色散 关系 图 


11.1.3 流体 电磁 漂移 波及 低 杂 漂移 波 不 稳定 性 


这 是 波 频 较 高 的 本 征 模 ,w<w<w. 本 节 把 坐标 系 安置 在 申 
子 漂 移 流 上 ,也 即 此 坐标 系 相对 实验 室 坐 标 系 以 电子 漂移 速度 运 
动 . 于 是 在 此 坐标 系 中 
Ve = Ver(Vpe = 0), v= vw + vi, (11. 16) 
其 中 


11.1 流体 描述 概述 433 
一 7 Olnno T. olnno 
Vo Vo Vpe mw Ox ey 十 melwe| Ox 
7 1 olnno 
一 miw; Ozx 6» : 
(者 当 Ti = T= 7T,)= 2vpey. (Y .vo = 0) 


而 其 他 扰动 量 表示 成 ， 
ju 一 71o(Z) 十 za ， B=BoBi, E=Ei(E,=0). (11. 17) 
电子 流体 的 线性 扰动 方程 组 为 


a 十 V* (no(X) ve) = 0， (11. 18) 
am 
Be 二 E, 十 二 mu x Bu (11. 19) 
离子 流体 的 线性 扰动 方程 组 为 
2 +V* [nolz) vit navo] = 0, (11.20) 
O vi 
-a 十 (vo * V) vi 一 元 Ei 十 一 mm x Bi 十 二 mm x Bo]. 
(11. 21) 
而 线性 麦克 斯 韦 方程 组 是 
1 3B， 
VX E=— ~ (11. 22) 
_198 ,dr, 
VX 一 ~ 可 十 Ly (11. 23) 
VyV* Ei= 4xe(n 一 nu). (11. 24) 


求 色散 方程 的 步骤 类 似 上 节 , 即 由 流体 方程 组 (同时 利用 上 面 
列 出 的 前 两 个 线性 麦克 斯 韦 方 程 组 ) 分 别 求 得 扰动 的 电子 、 离 子 密 
度 ni ,ne1 对 扰动 势能 的 依赖 关系 ,然后 代入 泊 松 方程 , 即 可 得 到 色 
散 方程 . 

先 求 离子 的 密度 扰动 ,考虑 到 V. um 一 0， 


Es 十 vil * Vno(z) 十 vo*。Vni 二 noV* vi 二 0， 
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由 于 假定 了 w 六 mw, 故 离子 运动 得 很 慢 , 在 一 个 波 场 周期 中 只 能 移 
动 极 小 的 距离 , 它 受 到 空间 不 均匀 性 的 影响 ( 即 含 Vzo 的 项 ) 很 
小 . 这 样 上 式 中 的 第 二 项 可 以 忽略 . 对 线性 扰动 作 傅 氏 变换 , 即 令 
hr,t) = he = fet), ho=nmvsE,B,ji,, 
并 且 取 
k=k 二 k=k, => k.= 0; 


于 是 由 上 面 的 连续 性 方程 可 得 
ns 一 和 LV (11. 25) 


其 中 vs 则 应 该 从 运动 方程 来 求 出 . 利用 麦克 斯 韦 方程 中 的 法 拉 第 
定律 

i BB, =ik XE, = B= kX E, 
将 它 代入 离子 运动 方程 (11. 21) 右 面 的 第 二 项 后 得 


二 一 mn XxX B, = XxX (Kk|X E',) 一 2 
= 二 2 Ee < Ek. 
,其 中 用 到 了 电磁 波 的 相 速度 远大 于 漂移 速度 ; um 一 < 六 wo 上 式 的 
最 后 一 项 正 是 离子 运动 方程 右面 的 第 一 项 (电场 力 项 ), 因 此 离子 
运动 方程 的 右面 第 二 项 和 第 一 项 相 比 可 以 略 去 . 另外 ,离子 运动 方 
程 的 最 后 一 项 可 写作 
eBo 


e 
viz X Bo = OO— vir = Wiviz < wviz, 
MiC MDLiC 


其 中 用 到 了 w<w. 上 式 的 最 后 一 项 正 是 离子 运动 方程 左面 的 第 

一 项 ,因此 与 其 相 比 也 可 以 将 离子 运动 方程 的 最 后 一 项 略 去 . 这 
样 , 最 后 可 以 有 简化 的 离子 运动 方程 : 

O vil 

ot 

在 作 了 傅 氏 变换 后 ,并 考虑 到 Ei 一 一 Yo 一 一 jk94, 有 


+ (vo* Wo BE. (11. 26) 
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1 e e Kk 
Vt 一 一 kvo mt = ~ 


而 从 离子 的 连续 性 方程 的 傅 氏 变换 ,可 得 我 们 所 需 的 离子 密度 扰 


动 (作为 扰动 电势 的 线性 函数 ) 
2 
ni = Lk wi 一 生殖 cz， (11. 27) 
Ww w” Wi | 


下 面 来 求 电子 的 密度 扰动 (也 是 作为 扰动 电势 的 线性 函数 ) ， 
从 电子 的 连续 性 方程 可 得 


Nnew 一 一 工 | ve 2 十 20V。 o | (11. 28) 
因此 必须 求 出 v6, 而 这 可 以 从 电子 的 运动 方程 解 出 
vw =— i EE iv xb, 五 一 一 ， 
LA RD 0 Bo 


其 中 w==eBo/ (Csc) 盖 0. 由 于 w. 污 w, 故 可 以 用 迭代 法 来 解 此 方 
程 . 首先 ,在 零 级 近似 下 ,和 右面 第 二 项 相 比 可 以 略 去 左面 的 第 一 
项 ,于 是 零 级 的 电子 扰动 速度 为 


z0, Xb=—— 


然后 ,在 电子 运动 方程 的 左面 用 已 求 出 的 零 级 的 ww 代入 ,由 尼 求 
出 下 一 级 的 电子 扰动 速度 


E,. 


ly xpo_ i_e Exb-iw,xb)xb, 
Vw= i SE,+ —E,xb. 


由 于 在 nc。 的 表达 式 中 出 现 ve 和 Vv 的 项 , 故 下 面 来 分 别 求 出 它 
们 . 


。 e CU) e 
Vewr= 1 一 下 。， 十 FE,, 2 EF 
Le We We ~ mm eCUe > ne We > 


ek 


_ 一 > 
一 > UVektz 一 一 1 Pe, 


Me 
其 中 用 到 了 w/w。e<<1. 而 
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. € WwW : e 
Vv i E+ (E, xb). 
代入 ,得 | / 
V.:E,=— Vp, —> VE — pp, 
Vv. (E. Xb)=b. (Vx ED = (VX Eo), = eB 


z 其 中 的 B。 又 可 以 通过 雪 克 斯 市 方程 和 有 及 vs 相 联系 . 因为 折 
: 安培 定律 有 : 
J | 


上 式 的 左面 可 进 一 - 步 写成 


3 | 四 
wx 有 一旦。 一 wx- 一 一 讼 .了 B 


而 右面 为 (其 中 ， 和 电子 流速 < 相 比 咯 去 了 离子 流速 viz 对 电流 的 
”贡献 》 


w 4nnoe 
一 1 Eo 一 一 了 or 
省 和， 并 对 其 多 间 基 过” 消 作 委 民居 开店 | 上 式 成 为 
十 1 ~ me 9 一 ks i Se pe 


” 律 的 左 、 右 边 相 等 ， ;就 得 到 | 


Bi cw 9* - 四 (11. 29) 
最 后 ,得 出 
e WwW,, e iw wpe e WwW,,l, -wpe 
V ou 一 二 1 十 ap3 ph 
(11. 30) 


把 它 和 前 面 已 得 出 的 vs 都 代入 nen, 可 得 
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. a | 。 
| Ne 一 一 -十 [now kz az 十 noV vo | 
dlnn, n Le wi kw. 
《由 一 Be ) = 1 入 一 be 


然后 把 上 式 和 早先 求 出 的 一 间 代 入 泊 松 方程 就 立刻 得 出 色散 
方程 


wi wl k | a1 
和 站 


当 不 计 入 密度 梯度 的 影响 ( 即 在 色散 关系 中 令 6 二 0, 但 vocce, 关 


0) 时 ， 色散 方程 的 解 是 
Ww? 一 (w _ kvo)? 一 Wp 


121+ 等 (1+ 篇 | 


当 czkz-=co 及 邮 /ow2 六 1 时 ,有 


2 : 
~2 Wbpi 
w= Fo = we — wh, 
wpe 


也 即 是 低 杂 波 但 如 果 计 入 密度 梯度 效应 ( 即 e 天 0) ,色散 方程 将 


成 为 w 的 三 次 代数 方程 ,并 在 e<0 时 有 一 对 共 斩 的 复 根 , 因 此 出 
现 所 谓 的 “ 低 杂 漂移 波 不 稳定 性 ” 它 在 激 波 .0- 箱 缩 ， 及 地 球 的 磁 
层 和 磁 尾 中 都 有 可 能 存在 . 

”如 果 还 想 进 一 步 考虑 温度 梯度 (967 Cz)/3z 了 0) 的 影响 ， 则 由 


: 于 电子 和 离子 的 热 运动 引起 的 动 理学 效应 往往 起 重要 作用 ， 这 时 


仅仅 用 rg 者 果 ， 因而 必须 发 展 漂移 流 


的 动 理学 措 述 


11. 2 窗 度 不 均匀 时 党 拉 索 夫 方 和 的 平衡 角 


六 对 密度 不 均匀 的 磁化 ( 设 Bo= Boe， ,可 一 党 数 ) 等 离子 体 ， 其 稳 . 
态 ( 玉 和光 或 零 阶 ) 训 拉 案 大方 各 是 
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ve Vfw+v X ww Vfw = 0. (11. 32) 
显然 ,空间 均匀 的 热平衡 分 布 一 一 麦克 斯 韦 分 布 一 一 是 上 述 方程 
的 一 个 平凡 解 ,但 我 们 需要 的 是 平衡 弗 拉 索 夫 方程 的 空间 依赖 解 
oro2). 为 此 ,在 不 失 一 般 性 的 情况 下 , 令 密度 的 空间 不 均匀 只 
在 e: 方 向 : Vzo(Cr) 一 0nzo(z)/az 天 0. 故 ro) 一 记 (zx 思 ). 于 


是 平衡 方程 可 简写 成 


Uz 2 EY vw, 2 ve a 一 0. (11. 33) 


从 上 和 式 可 以 看 出 ,如 果 令 folz 9U ,UV ) 一 fwlx 9Uy ,UV )， 即使 上 面 方 
程 中 的 第 二 项 为 零 , 则 可 以 得 到 进一步 的 简化 ， 


Of wo (Xx) _y Of w(x) 0 
Ox ”和 Ov, 


这 样 很 容易 猜测 其 解 有 如 下 形式 

Jo(Czyoy) 一 《〈C1Z 十 Cv,) fulv’), 
其 中 Ci,C; 是 待定 常数 . 将 上 式 代 入 前 方程 后 可 定 出 它们 间 的 一 
个 关系 式 


C1 一 wsCy = 0,， = C= 


而 Cs 则 由 归 一 化 条 件 给 出 . 对 空间 均匀 的 麦克 斯 韦 分 布 通常 取 如 
下 的 归 一 条 件 


j 产 ca 一 1 有 即 na| flv) do 一 ?lcoy 


其 中 ma 是 平衡 的 带电 粒子 密度 . 在 密度 不 均匀 的 情况 下 ,可 以 将 
它 取 成 空间 某 参考 点 的 密度 值 ,下 面 我 们 令 它 代表 坐标 原点 的 密 
度 ; nwC0). 这 样 空间 任 一 点 的 密度 就 由 下 面 的 归 一 化 条 件 给 出 


‘Nao (X) =n(0) | faz ,0, ,0 do 
=ne(0) | CC1 十 wy/ we) fm lv ) dv 一 Cixnao (0) 》 
所 以 可 以 由 此 定 出 
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C1 = et = 6,(0). (11. 34) 
Z 一 0 


在 物理 上 它 代表 密度 梯度 特征 长 度 的 倒数 Li!. 所 以 最 后 ,可 以 将 


这 种 情况 下 弗 拉 索 夫 方程 的 平衡 解 写成 
fw (XV) = 1 十 cz 十 二 | aaco9， (11. 35) 


在 这 种 分 布下 带电 粒子 在 e 方向 ,也 即 在 和 磁场 及 不 均匀 方向 都 
垂直 的 方向 上 有 整体 的 漂移 速度 


vpa 一 Josfalzs0 )dv 一 
这 也 就 是 流体 描述 中 的 平衡 漂移 速度 . 
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在 本 节 , 令 no 二 no(zx),Bo= 
Boe:, B10, E10. 
取 如 图 11. 3 的 坐标 系 : 
k= (k| cosg,k! sing,ki), 
(11. 36) 
v= (v| cos0,v| sin0 ,v1 ). 
(11. 37) 
并 取 平 衡 速 度 分 布 如 式 (11. 35). 
对 扰动 量 取 其 傅 氏 分 量 为 : 
(fu, Ei,B1) (zx,t) 
oc (fa, Fi, Be 
其 中 (fu, Ei, Be) 一 (fu,Ei,Bi)(z) |z-o, 即 对 空间 慢 变 量 取 参照 
点 处 的 值 ,这 称 为 局 部 近似 ;也 可 以 将 上 述 空间 慢 变 量 在 参照 点 附 
近 作 泰勒 展开 ( 详 见 文献 [3]), 求 出 对 xz 有 线性 依赖 的 非 局 部 表 
达 式 ,但 本 节 只 采用 局 部 近似 . 然后 采取 沿 未 扰动 轨道 积分 法 ,有 


En 9 
a 


图 11.3 磁场 , 波 矢 及 速度 的 坐标 图 
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线性 弗 拉 索 夫 方程 的 解 
fu = 一 至 |E, 十 一 v (Tt) X 有 |。V je “dz, 
(11. 38 ) 
其 中 


_ DLsin(w,r 


k . 
_ tsin(g — 0) 十 kv Z 一 wre. (11. 39) 


在 推导 上 式 时 ,利用 了 式 (11. 36)、(11. 37) 及 粒子 在 均匀 磁场 中 的 
运动 轨道 公式 ( 见 10. 1. 2 小 节 中 (10.2) 式 及 其 后 的 一 些 公 式 ). 


天。 人 于 = [wv,(r)sine,r 十 vy(T) (1 一 coswor) | 


十 2 [— Vz(T) (1 一 COswat) 十 vyT)sinwor | 二 Ryvir. 


在 式 (11. 38) 中 被 积 函 数 的 诸 项 可 以 进一步 简化 . 第 一 个 因子 可 变 
成 
E, + 一 了 (r) x B; =E, 十 vw (C7) x (1x x E,| 


=|1 一 二 ov (JE 十 Tw (tT) 。 EK. 


而 第 二 个 因子 为 

Wf = faey + | 一笑 v| fo [Se, 一 将 中 ju 
上 式 最 后 在 fw 中 略 去 了 舍 e 的 小 量 , 吉 fw 位 fom. 这 两 个 因子 合 
起 来 为 
产 | 本 十 二 pn x B,| ‘Vfa 
on) 一 多 Bi wv Cr) 
= 一 允 [|1 -和 (VDE) 一 zl 1 一 一 2 人 | Bo | 
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]， 


zp 一 &T。/ 《mawr) 和 w* 二 kyvp. 代入 
Vz(T) = wscos(awsr) 十 vysin(war) = v | Cos(wor 一 0), 
(rz) 一 一 osin (wt) 十 zycos (WT) =— vl Sin(wor — 0)， 
ksvs(T) 十 Roy(Cr) = kl vl cos(wr + $C— 0). 

最 后 可 得 被 积 函数 的 非 指数 部 分 


E+ Tv(r) XB Vf 


Da 


Tw 


AP 一 一 


Jo 一 ww )m cos(Cwar 一 OE; 


元 和 fal wo— ww)v), sin(wr — 0) 


+ (wo— kv (rt))vpo]E,— Ts MW 一 wvIE 


上 式 中 已 略 去 了 Ei 的 下 标 k. 将 上 式 代 入 (11. 38) 式 可 将 fa 形式 
上 写成 

太一 请 万 十 记忆 十 六 已， 
其 中 广 G=zyyz) 是 一 些 对 = 的 积分 .这 些 积分 一 共有 四 项 ,其 
中 fs 中 含有 两 项 ,其 第 二 项 可 直接 积分 


vo| Co 一 下 .um(r))exp[ 一 1 .AKCr) — wr) Jdr 


一 机 i(K。AX(z) 一 wt) ]d(wr — k » AX(r)) 


一 1vp. 
其 他 的 三 项 分 别 是 含 (o 一 w* )(v (tr)。Ei) 的 三 项 
| Deedr， | vy(T)e yodr， | vl (tr)e “ndr. 
0 0 0 
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利用 
et — SJ,la)e-m, 

可 以 得 出 | 
e "= DJ, 


于 是 可 以 将 所 全 二 个 积分 依次 此 : 
JoaCe vodr 


ei(o 一 non 一 BA )re —i(n—m)($—0) (1 1 40) 


=v| |eos (wsr 一 Oe Yn dr 


= 半生 


n,m 


eitn—m) ($—0) 


x | dr[ eic z 一 ji8O ei(o 一 "wo 一 2 )r 十 iortidoi(o—nwa—k 2 "] 


=i 才 2 Jaeriero| -2 exp| ic 一 72 一 1)0] 


4 内 一 (2 一 1)wo 一 不 1 


] 
w 一 《7 十 1)owo 一 klvl 


iz [和 To e-emeo [Je + lie | 


OC— 12C0 一 kl 也 .| 


nom Wa 


Jo Dewoar 


一 一 了 |sinCer — 0)e ?dr 
_ —i(n—m)$ 1(n 一 ML 一 1)0 
2 ZJ [er 一 不 1 


-exp[LiCnz 一 mm 十 1)0] ] 


wo— (nt 1)w— kv 
2 2 ]n [| @—i(n—m) ($—0) | ae 一 一 Le- | 


nm Ww 一 nw — kivl 


i | (De™ "dr= 一 二 ye-io- m) ($—0) J J 


多 一 Nu 一 此 1 


n,m 
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所 以 在 完成 了 速度 空间 的 积分 后 ,我们 得 出 
f=i 7 Co — wW* ) fm > Le 十 -ie- J ei” 0), 


0 — Nw — klvl 


nn 


(11. 41) 


和 ~ qa . 
ay 一 | ivof 


— (ww)f > June "~ Jie’] e-io-me-0 | 
2 wo nw — kivi” " 
(11. 42) 
fF, 一 j 7 So )f vy >， J @—in—m)($—0) 
Mw nwe— kv 
(11. 43) 


由 (11. 41) 一 (11. 43) 式 可 以 直接 得 出 电导 张 量 的 各 分 量 
一 忆 voe|wPdr ， 1 7 一 工 ,y，z。 (11. 44) 
而 等 价 介 电 张 量 为 


福 和 1 闻 
e 一 天 十 全 (11. 45) 
色散 张 量 为 
ed 2 272 一 下 之 福 
B= Er FrcmD tri 1.46) 
Cw (CO) (LO) 。 


在 本 节 取 的 坐标 系 下 ,DD* 的 各 分 量 是 
Di =1 十 邱 ( 肛 一 后 一 1 一 年 ( 娩 十 娩 sin')， 
kk, = 人 singcosy， 
D’, 一 一 AR。 = Sp 1k cosg, 
D’, =—k,k, 一 全 singcosy，, 


2 
Do 王 1 十 气 ( 居 一 妇 ) 一 1 一 每 (b 十 如 cos’)， 
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D? ep k, = 和 
2 zk Ik1 sing, 


2 2 
Ds, = 和 hk, = Sk IkL cosg, 


D,, 二 所 hk, 一 Sh 1 下 1 sing, 
D;, 一 1 十 Sh 一 如) = 1 一 与 大 ， 
下 面 ,以 cz 为 例 ,来 给 出 电导 张 量 各 分 量 的 具体 推导 过 程 . 按 定义 
6 = nge oF 1g, (ww )|oi dv do vu) fm 


x > 本 Le + [a 一 


mW nw kv 
利用 

| dge e ”ef — 2n6,+1me™, 
有 


n qe( 
oi oT 一 (w 一 包 ) > zj dol dv 


x SIE n+1 十 Jurijn_1e 一 1 十 | 


到 nwe 二 和 o 一 nw — kyvl 


a 


x Se dv i (J2 + Te + 2Jri]s icos2g) fa 


x | a i 一 nw 一 kyvl fol. 
其 中 后 一 个 积分 可 直接 用 等 离子 体 色散 函数 Z (多 ) 来 表示 ， 


| fo Ll Cl ) d 6 (6,) Mo WO nw 
owW— nw—k v| 二 一 一 一， 二 一 一 一 一 
” NWa lol WwW 7Z COu 27 。 k | 


(11. 47) 
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为 了 计算 第 一 个 积分 , 先 对 其 被 积 函 数 作 一 些 简化 . 因为 
2J，;J icos28 =[ ariCavi) + J i(av1))? — Jrrilav1) 
— J2_i(av|) Jcos2$ 


=|| 徊 7 一 了 一 J2_, |eos2$. 


QU 
故 有 
了 ,十 了 十 2J+J icos29 
= (了 2; 十 本 (1 一 "cos29) 十 二 Jicos2¢. 
Q2m 
再 利用 
ma 2 me 

fae) 一 27T 二 ， A -一 2T,? 

及 


| 到。 
0 


_ 1 2/or) | _ a CQ ;1 a 
Ll 1 3g) 2 + 2p2 | 
三 一 gy ee[ (1 一 8)L (2) 十 bl (5)]， 
b= a 一 kL vt 2 一 I 
- 王 2pe2 一 一 wi? 9 ft 772 9 
与 
| ee 了 (av | )dv | 一 l —e “1,(6), 
0 24 

于 是 最 后 可 得 


CL(5n) mo 
D2 一) 了 w 一 nw, 2rT 。 
x Bb) ,Cb) + LC6)) 


十 5(GL (8) + I,_1(6))J(1 一 cos29) 


四 
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dn ] 一 5 | 
+ A ze TC)cos2g 
考虑 到 
1, 一 1 二 ， -一 7 Nia 1 二 1 
十 1 十 L, 1 2L, Lr 十 1,_) 21， 9 2rT 2pu4 nm,” 
最 后 有 
。 2 
工人， nL bn) 
czz 一 rp w 和 ) 2 WW — Nw, 


) 2 
Xx [er 十 be- 包 ) |(1 一 cos2g) 十 et, (D)cos28 | ， 
其 中 


4 三 4.(O) 一 e (5) 》 已 ,三 已 ， (6) 一 e- 江 (5) 9 (11. 48) 


. 则 可 以 得 出 更 简明 的 表达 式 


。 2 
_ >) oo 一 wo) CL (Cn) 


wW 一 Nnw, 


x | (B, + 8B') (1 — cos2g) + Acos2g |.(11. 49) 
用 同样 的 方法 ,可 以 求 出 色散 张 量 的 其 他 分 量 . 下 面 将 直接 列 出 它 
们 的 表达 式 


2 


wW 一 nw, 


XxX | Cnt A,_;) 十 [1 一 六 nA, 

一 A . (11. 50) 
0 = 二 ) 记 上 2 [1 十 &206,)] 

x 于 4。 一 isingA’ |， (11. 51) 
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. 1 Cw2 站、 “ oA, 
i 帮 一 ) 2 nw, 


W— nw 


b 1 
x [An 一 4,-2) 十 1 一 三 


nA, 


十 isin285 4 | ， (11. 52) 
i ee . 和 2Z (67) 
Iyy 一 一 标 之 ， (wv —w ) 2 w — now. 
2 
xX | (B， 十 2B,)(1 十 cos29) 一 2 ucos28 | ， (11. 53) 
一直 
x ny A, — cosg4' |， (11. 54) 
i <，、wp 
DD + 52)] 
XxX | cosy pA 十 tt ， (11. 55) 
ly ew wo) Li Tl + G26,)] 
Ory 41727 ww (w ® 5 
xX Ln 二 4 十 0 ， (11. 56) 


———— 2 L266) + 62 (6) 1Ar 


(11.57) 
11. 4 ” 动 理 学 漂移 静电 波 
这 一 般 发 生 在 低 8 的 磁化 等 离子 体 中 . 这 时 与 平衡 磁场 B。 相 
比 ,有 一 0, 故 只 剩 下 扰动 电场 一 一 即 所 谓 的 漂移 静电 波 . 这 时 可 以 


令 
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有 (Cr 一 一 YY ， 和 plr,t)=pr)e wth, (11.58) 
同上 节 一 样 , 在 弱 不 均匀 条 件 下 可 取 局 域 近似 p(x)~p(0), 于 是 
有 

E: =— ik9(0) 三 一 iky. 
通过 对 静电 波 的 弗 拉 索 夫 方 程 作 沿 未 扰动 轨道 积分 ,就 可 得 


fa =— | drE; » Ven fol(v (tT))e AX 
aJy0 


=ig(0) Ee| drk fw C(t) Ye-w, 
au 0 


(z) 
其 中 
fT) 一 EAXK(r) 一 or 一 司 | 至 (1 一 coswr) 十 zzsinaer | 
、 COc CO 
十 k lv 一 CT， 
取 平 衡 分 布 在 x=0 处 的 局 域 近似 
fal0) ~ [1 + S| fa 

有 

3 

天。 2 一 一 让 oM( (T))K .wv (Cr) 十 2 fal (7T))k,. 

将 它们 代入 轨道 积分 ,利用 


上 。 1 (rT)e— ikAX De dr 


Jewdk 。 AX (Cr) wr) 十 | oodCon) ， 
可 以 直接 得 到 
疡 -一 0 时 Jadll+ie 一 党 ) wodr]， 
eT, 。 


we = Kk. v= k, ? 
Mla 


其 中 后 后 一 个 积分 局 可 以 利用 在 均匀 磁场 中 求 沿 未 扰动 轨道 积分 时 
用 过 的 “ 贝 塞 尔 函 数 展开 法 ”来 求 出 
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—iy(7) _ 1 —i(n—m)($—0) J 
je 1 24。 由 一 ?on 一 下 1 
所 以 ,最 后 可 得 


nl 


J J/e™i"-De | 
n 


?ln 十 RD CO— wj 
(11. 59) 


然后 将 上 式 代入 ( 作 了 拉 氏 、 傅 氏 变换 后 的 ) 泊 松 方程 ,就 可 以 得 出 
色散 函数 


D(w,K) 一 1 十. >， 


有 2 pb baw/ aM 


、 J,J/ei”-2e | 
x [1 Cw “Oa ) >) WO— Nw kv . 


nl 


完成 对 速度 空 z 间 的 积分 ,最 后 OY 
Do =1+ 5 | 1+ (ow) 


k2AL, 


1 ,7 _ 
Xx 2 A CD) |， (11. 60) 
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第 十 二 章 ”静电 不 稳定 性 


12.1 概 论 


在 弗 拉 索 夫 理 论 中 ,不 稳定 的 波 是 由 于 这 支 波 通过 和 等 离子 
体 中 的 粒子 或 其 他 波 相互 作 用 后 ,从 它们 那里 得 到 能 量 而 产生 的 . 
在 不 稳定 性 发 展 的 最 初 阶段 ,其 振幅 随时 间 呈 指数 型 的 增 大 ,这 被 
称 为 线性 不 稳定 阶段 ,是 通过 弗 拉 索 夫 线性 理论 来 描述 的 . 本 章 就 
. 是 讨论 一 些 典型 静电 波 的 不 稳定 现象 . 它 的 起 因 和 描述 方法 ，， 

按 前 几 章 的 讨论 ,在 非 磁化 等 离子 体 中 有 两 支 本 征 的 静电 波 ， 
电子 静电 波 和 离子 声波 . 在 均匀 磁化 的 等 离子 体 中 ,除了 在 磁场 方 
向 上 传播 的 上 述 两 支 静 电波 外 ,在 垂直 磁场 方向 上 还 存在 另 一 类 
静电 波 : (离子 或 电子 的 ) 伯 恩 斯 坦 波 . 在 (空间 ) 非 均匀 的 磁化 等 
离子 体 中 则 有 既 垂 直 磁 场 又 垂直 等 离子 体 不 均匀 方向 传播 的 静电 
漂移 波 . 以 上 这 些 波 可 以 通过 波 -粒子 相互 作用 从 处 在 非 平衡 态 的 
等 离子 体 粒子 体系 中 获取 能 量 而 变 得 不 稳定 ,或 者 也 可 以 通过 波 - 
波 相互 作用 从 已 经 有 很 大 幅度 或 已 经 不 稳定 的 波 中 获取 能 量 而 不 
.稳定 地 发 展 起 来 . 因此 ,一 支 静电 本 征 模 ( 波 ) 要 成 为 不 稳定 的 波 ， 
必须 具备 两 个 条 件 : 在 等 离子 体 的 (粒子 和 波 ) 体 系 中 存在 着 (可 
以 转交 出 去 的 ) 自 由 能 源 ;并 存在 着 使 能 量 交换 得 以 发 生 的 物理 机 
制 ， 

等 离子 体内 波 体系 中 的 自由 能 源 可 以 来 自从 外 界 输入 等 离子 
体 的 强 电磁 波 , 如 各 种 类 型 的 微波 或 激光 (功率 可 达 数 MW) , 它 
们 的 电场 会 引起 电子 的 强烈 振动 ,其 振动 动能 可 以 相当 于 或 超出 


ee 
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电子 原 有 的 动能 . 这 种 振动 能 可 以 通过 等 离子 体 中 粒子 和 波 的 进 
一 步 相 互 作 用 而 转化 到 等 离子 体 的 本 征 模 中 去 ,从 而 激发 出 不 稳 
定 的 等 离子 体 波 (包括 静电 型 的 和 电磁 型 的 ). 这 类 过 程 , 通 常 被 称 ， 
为 “参量 过 程 ”, 可 以 用 等 离子 体 的 ( 双 ) 流 体 理论 或 动 理学 理论 来 
描述 . 在 本 书 的 第 七 章 “ 激 光 与 等 离子 体 的 相互 作用 ”中 曾 给 出 了 


”有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 [1] 


等 离子 体 波 体 系 中 的 另 一 类 自由 能 源 , 是 来 自 ( 通 过 波 -粒子 
或 波 - 波 相互 作用 ) 已 经 被 不 稳定 驱动 起 来 的 原 等 离子 体 本 征 模 ， 
它们 再 通过 模 转换 而 成 为 其 他 本 征 模 的 目 由 能 源 .上 面 对 波 - 波 相 
互 作用 已 经 作 了 简略 的 介绍 ,而 波 -粒子 相互 作用 将 在 下 面 进行 介 
绍 . 

等 离子 体 粒子 体系 中 的 自由 能 源 来 自 非 热平衡 分 布 的 粒子 速 
度 分 布 . 例如 在 反应 型 本 征 值 问题 中 作 定 向 运动 的 束 电 子 或 束 离 
子 ; 又 如 在 耗 散 型 本 征 值 问题 中 偏离 麦克 斯 韦 分 布 的 粒子 系 ( 如 损 
失 锥 型 分 布 的 粒子 系 、 温 度 各 向 异性 分 布 的 粒子 系 、 非 均匀 等 离子 


, 体 中 作 整 体 漂移 运动 的 电子 系 或 离子 系 、 在 外 电场 中 沿 电场 定向 


漂移 的 电子 系 ,等 )， 
在 动 理学 线性 描述 中 使 粒子 系 中 的 自由 能 馈 入 原本 稳定 的 本 


征 模 的 机 制 主要 是 波 -粒子 间 的 共振 相互 作用 一 一 也 即 所 谓 的 朗 
道道 阻尼 ( 耗 散 型 本 征 模 ) ;也 可 以 是 线性 模 转化 . 所 谓 共 振 型 的 相 


互 作用 ,是 指 相互 作用 只 在 能 量 守 恒 与 动量 守恒 同时 得 到 满足 时 
才 会 发 生 , 对 线性 波 -粒子 相互 作用 来 说 共振 条 件 是 w(k) 一 klvi 
二 0. 而 在 线性 模 转 换 中 要 求 转换 前 .后 的 两 支 波 的 波 频 相近 
w(Kk) wz(k). 在 非 线性 的 动 理学 描述 中 还 可 以 有 非 线性 的 朗 道 


阻尼 (例如 在 二 阶 近似 下 的 共振 条 件 是 wi 一 wo 一 klvl = 二 0), 或 多 


波 相互 作用 (如 三 波 相 互 作用 条 件 是 wi 十 w= 二 wh 十 k= 二 ks). 对 
于 非 线性 的 波 - 波 、 波 -粒子 相互 作用 将 在 后 面 的 13. 2 节 中 讨论 ， 


本 章 只 讨论 线性 的 动 理学 描述 


452 第 十 二 章 静电 不 稳定 性 


， “等 离子 体 中 除了 静电 波 型 的 不 稳定 性 外 ,还 存在 着 电磁 型 的 
不 稳定 性 . 虽然 产生 电磁 不 稳定 性 与 产生 静电 不 稳定 性 的 机 理 及 
处 理 方式 大 同 小 异 , 但 是 一 些 有 实际 意义 的 电磁 不 稳定 性 的 数学 
描述 很 复杂 、 宛 长 ,因此 本 课程 没有 给 出 .好 在 关于 各 类 电磁 不 稳 
定性 的 书籍 很 多 ,在 经 过 了 本 课程 的 训练 后 , 感 兴趣 的 读者 去 阅读 
这 类 参考 书 并 无 原则 上 的 困难 . 在 众多 的 电磁 不 稳定 性 中 ,理论 上 
比较 有 特色 ,而 在 实际 上 又 被 广泛 应 用 的 是 所 谓 的 回旋 波 激 射 
(cyclotron maser) 不 稳定 性 . 它 是 一 种 由 弱 相 对 论 性 的 粒子 束 所 
激发 的 电磁 不 稳定 性 (一 般 非 相 对 论 性 的 粒子 束 只 能 激发 静电 型 
的 不 稳定 波 ). 由 于 粒子 (例如 电子 ) 质 量 的 相对 论 性 修正 ,电子 - 波 
闻 产 生 共 振 型 相互 作用 的 (回旋 共振 ) 条 件 变 成 


|] _ a 1/2 
其 中 总 速度 平方 v:==v’ 十 .因此 在 非 相 对 论 等 离子 体 的 共振 条 
件 中 原本 不 起 作用 的 垂直 (磁场 的 ) 速 度 ,在 相对 论 性 的 ( 束 ) 等 离 
子 体 中 就 会 加 入 到 共振 条 件 中 来 ,而 非 热 平衡 的 垂直 (于 磁场 方 同 
上 的 ) 速 度 分 布 也 能 直接 驱动 电磁 不 稳定 性 波 . 这 在 理论 上 是 极 富 
有 启发 意义 的 ,由 这 种 机 制 激 发 出 的 不 稳定 电磁 波 在 空间 与 天 体 
等 离子 体 辐射 现象 的 研究 中 也 有 蛋 要 的 应 用 详细 的 描述 请 参阅 
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在 磁 简 装置 或 地 磁场 的 两 极 附近 ， 由 于 磁 镜 效应 ， 粒子 的 速度 
分 布 函 数 呈 损失 锥 型 . 这 时 处 在 6 委 b.(tanbg 王 vi /vi ) 内 的 粒子 因 
为 平行 磁场 方向 的 速度 与 垂直 方向 速度 之 比 足 够 大 而 全 部 逃 出 磁 
锌 区 (多 民 12. 1(a)) ,其 中 
tang = 一 -2 ， R= — Bex 


vl 和 /RR Bruin 


WwW 一 NwWe 


— kivt = 0. 


. a i te 
2 i: es es 
- | 池 
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于 是 在 方向 ,粒子 分 布 函数 fw (vi ) 将 呈现 出 中 空 的 双 峰 状 ( 见 
图 12. 1(b); 令 磁场 及 v| 在 e. 方 同 ,而 vv 在 e; 方 同 ). 


(a) 


图 12.1 (a) 速度 空间 损失 镀 ,(b) 损失 锥 型 的 粒子 速度 分 布 ， 
Ce) 波 相 速度 在 离子 分 函数 中 的 位 置 


这 类 非 麦 克 斯 韦 分 布 有 可 能 引起 在 垂直 于 磁场 方向 上 传播 的 
静电 波 不 稳定 ,因为 如 果 这 支 低频 的 静电 波 在 垂直 方向 的 相 速度 
w/&- 正好 落 入 速度 分 布 的 谷 内 时 (图 12. 1(b)) , 它 所 感受 到 的 分 
布 函数 的 斜率 将 是 正 的 ,因此 其 由 于 波 -粒子 相互 作用 而 产生 的 增 
长 率 7>>0. 从 图 12.1(b) 和 (ec) 中 可 以 看 出 ; 当 波 的 参数 满足 下 面 
的 条 件 时 ,能 使 其 不 稳定 的 增长 率 最 大 : 


(i) 和 -tan0.， i 二 离子 . 


这 表示 波 的 相 速 将 落 在 离子 分 布 函数 fo 的 谷 内 ,当然 也 一 定 
落 在 电子 分 布 函数 的 谷 内 ,这 样 电子 和 离子 系 都 能 通过 共振 相互 
作用 将 能 量 俩 入 此 波 , 从 而 使 其 不 稳定 增长 率 增 大 ， 


(ii) kDhke, > vpn 一 下 祖 大 一 ol J]. 


因为 在 平行 磁场 方向 的 速度 分 布 总 是 麦克 斯 韦 分 布 ,粒子 系 
不 可 避免 地 对 波 有 阻尼 作用 , 故 如 果 这 时 令 波 在 平行 磁场 方向 有 
很 大 的 相 速 度 , 使 它 处 在 平行 分 布 函 数 的 尾部 ,就 会 使 它 受到 的 朗 “ 
道 阻尼 尽 可 能 地 小 ， 从 而 让 总 的 增长 率 尽 可 能 地 大 . 按 前 面 的 讨 
论 , 静 电波 的 色散 方程 可 写成 
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Dw =1+ 2 X=0, a = i,e, 


其 中 x 是 粒子 的 极 化 率 . 为 了 让 推导 的 过 程 更 简单， 我 们 进一步 
假定 
os KC wk) KC wu, > re KN Er. 
这 意味 着 : 在 磁化 等 离子 体 的 色散 函数 (或 极 化 率 ) 中 ,ksri. 污 1 而 
Asre<el .也 即 对 电子 而 言 ,因为 其 回旋 半径 远 小 于 垂直 方向 的 波 
长 , 故 必须 取 磁 化 等 离子 体 的 极 化 率 表达 式 . 而 离子 却 因 其 间 旋 半 
径 远 大 于 静电 波 在 垂直 方 同 的 波长 , 故 基 本 上 可 以 看 成 是 非 乌 化 
”的 (因此 ,虽然 在 垂直 方向 , 波 - 粒 子 共振 相互 作用 也 可 以 发 生 ) ,其 
TE 
| gk te/ar 
CO -一 也 


ksOfio/ Ov 


ww 一 kv 


(由 ,Dk 


_ wr 站 OF'i, (vi) /Ov 
ju w/k; 一 vz ， 


Fio (zz) 一 dodo CM 9 zy 9 vz ,Uz ). 


令 
Zo,k) = do, Ce 
OFio(vz) /Ov )/Ov: ;Qi 

一 了 | w/k> 一 Uz ov, 一 OA 

三 人 十 1Zi， 
代入 前 式 后 ,得 离子 极 化 率 为 

Xi = 和 (7 十 i2;). - (12. 1) 

下 面 来 计算 磁化 电子 系 的 极 化 率 
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-符号 | dv w ee 12CO os 十 7 机 3 |， 
因为 kre 攻 1, 可 以 取 Re 一 0 的 近似 ,于 是 在 所 有 的 贝 塞 尔 沙 了 消 数 
中 只 有 J,(0)=1 ,而 其 他 的 均 可 忽略 ， Je。(0)<:0. 于 是 
下 [do 和 lee Rk.Of wo/ Ov: 


WwW 一 RD 


又 由 于 平行 磁场 方向 的 相 速 度 远 大 于 电子 热 速 度 (w/k. 尖 va) , 改 
波 与 粒子 间 不 会 发 生 共 振 , 也 即 上 式 中 的 积分 无 奇异 性 ,是 实 消 


数 . 将 其 中 对 于 |dv, 的 积分 单独 写 出 ,得 
[aa [a0 Ye 1 


Cj 一 RD。 ov。 w 1] 一 

~ ~| [二 er of e0 Be do 

=1fo| + a 一 全 /oa 
一 一 学 | fodv,. 
改 最 后 后 电子 的 极 化 率 为 

Xe =— op 7 (12. 2) 
而 色散 方程 最 后 可 写成 
we hk? 


1 二 办 十 类 二 1 十 告 (2 十 12i) 一 旭 基 = 9 


二 wilZ; +i2) —&k oe 0. 
令 w= 二 wi: 十 iY, 代 入 上 面 的 方程 后 ,方程 式 的 实 部 为 
Dw sk) = wk? 十 whiZi) 一 rz 一 0. 
由 此 可 得 此 波 的 色散 关系 


Ww? = — (12. 3) 
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其 中 包含 了 电子 系 的 贡献 , 它 只 出 现在 色散 关系 的 实 部 中 . 而 色散 


方程 的 虚 部 为 
Di(w,k) = 0, => wopnZi 一 一 2w.7(k? 十 wiZ). 
可 以 看 到 其 中 只 有 离子 系 的 贡献 ,从 中 可 求 出 
CO 2 Z; 
Y= FE (12. 4) 
由 于 
: _ oF Fw 
Li(w., Kk) -一 “Do 本 Duo。 > 0， 


—> ZC=0, >> )/ 二 0. 
即 只 有 当 此 波 相 速度 所 对 应 的 离子 速度 分 布 斜 率 为 正 时 ,这 支 波 
” 才 会 是 不 稳定 的 ,而 这 正 是 本 节 所 讨论 的 情况 . 

在 本 节 一 开始 ,我 们 曾 作 了 &. 沁 kh, ww<w。 的 基本 假定 ， 
同时 在 具体 推导 过 程 中 还 作 过 一 些 其 他 的 简化 才 得 到 了 上 述 的 色 
散 关 系 表达 式 (12. 3) 和 (12. 4). 现在 的 问题 是 : 这 样 得 出 的 结果 
是 否 和 最 初 作 的 基本 假定 一 致 ? 这 类 问题 在 线性 稳定 性 的 讨论 中 
是 具有 普遍 性 的 ,而 且 在 发 表 过 的 文献 中 ,最 后 得 出 的 色散 关系 和 
最 初 的 基本 假定 相互 矛盾 的 例子 也 屡见不鲜 (包括 所 得 出 的 增长 
率 7 有 7Y~w 或 7 宇 w, 从 而 违章 了 耗 散 模 所 必须 满足 的 条 件 
7<w). 因此 ,一 般 在 得 出 了 色散 关系 后 ,还 必须 回 过 头 来 对 最 初 
假定 的 正确 性 作 认 真 的 检验 . . 

实 频 ww 表达 式 中 的 Z. 是 主 值 积分 ,对 各 种 不 同 的 离子 分 布 
其 值 都 不 会 相差 太 多 , 故 可 以 近似 地 取 Fi。==Fim 来 估计 其 数量 级 . 


4 ~ 多 | 时 du ~ 生生 定 
这 样 代入 (12. 3) 式 后 ,可 得 
kz 及 


ene ee ied rte ene reason 
本 > 训 
0 i 这 
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因为 Wpe ”~ Wec » Wpi > Wic , 故 只 要 比值 ks/k 满足 下 面 的 取 值 条 件 


. Rk 
oai /2 ， 即 1 光宇 风 记 ， 


显然 可 以 达到 的 ,并 有 较 大 的 调节 余地 . 
对 于 磁 镜 不 稳定 性 的 进一步 的 了 解 ,读者 可 以 参考 文献 [3] 一 
[5]. 


12.3 温度 各 向 异性 的 速度 分 布 造成 
的 不 稳定 性 


在 磁化 等 离子 体 存在 的 三 支 静电 波 中 ,有 两 支 在 磁场 方向 传 
播 ( 电 子 静 电波 和 高 子 声波 ) ,它们 由 平行 (磁场 ) 方 向 的 温度 T， 
( 即 粒 子 的 热 速 度 ) 所 支持 (驱动 ); 另 有 一 支 波 在 垂直 于 磁场 的 方 
向 上 传播 , 它 是 由 粒子 的 回旋 运动 支持 的 ,因而 和 wi (也 即 Ti ) 有 
关 , 这 就 是 伯 恩 斯 坦 波 . 

当代 | 二 TL 时 ,这 些 波 都 处 在 平衡 之 中 ;但 当 工 | 二 TI 时 ,在 
垂直 方向 传播 的 伯 恩 斯 坦 波 就 比 另 两 支 波 有 更 大 的 能 量 . 这 时 如 
果 平 行 方向 的 两 支 波 能 分 别 满足 和 伯 恩 斯 坦 波 相 耦 合 的 条 件 ( 即 “ 
两 耦合 波 的 频率 和 波长 相近 ), 则 在 垂直 方向 的 自由 能 (这 时 表现 
为 Ti >>T1) 就 会 通过 伯 恩 斯 坦 波 和 电子 静电 波 ( 或 离子 声波 ) 的 


。 硬 合 而 饥 入 平行 方向 的 波 ,而 使 后 者 不 稳定 : 


在 磁化 等 离子 体 中 ,静电 波 的 色散 方程 是 
D(w,k) 一 1] 十 > Xu Q 一 e,i, 


. Le | Per 9 


LU 一 7COw 一 kyvl 


其 中 TI#T 1 的 粒子 速度 分 布 可 以 取 成 
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2(7 | /m) 2T'| /m) 
(12. 5) 


=- 到-j( 豆 -| ep|- 


将 它 代 入 极 化 率 的 公式 后 ,可 得 


te = = 志和 x 1+ D+ | 


ww 一 nwa jz = WwW 一 Nwae . 
xX A (Db,) 
lgy | V2Ty /mae) llky| NV2T /me 
其 中 
A UL 人 A, 一 6 
pe 一 (Do) 一 1 (Je 一 ， 
Cpc 
二 TL 
” a mew 


ac 


下 面 我 们 只 考虑 频率 在 离子 伯 轧 斯坦 频 域 (~no) 附 近 的 不 稳 
定性 ,这 时 电子 对 它们 不 起 很 大 的 作用 ,只 有 离子 分 布 函数 中 的 
T| 关 Ti 才 会 有 决定 性 的 影响 . 因此 ,下 面 取 简化 :电子 速度 分 布 


应 数 是 各 向 同性 的 (T。l =T。 =T。); 而 离子 速度 分 布 却 是 各 向 异 


性 的 (Til 关 Ti ). 这 样 最 后 可 得 色散 函数 (为 简单 ， 已 略 去 了 离子 
温度 的 下 标 i): 


pop -+ 起 | 了- 一半 一 — 
4 ” V2 [ky | N 2T./me 


op 二 | + Dt] 


WN Oo Nw ao 
[gy | NV 27 /mm: Uy VT pe 


进一步 ,还 可 以 作 一 合理 假定 : 在 磁场 足够 强 时 ,有 b. 二 klre<<1， 
故 可 以 取 极 限 5.~0. 于 是 在 电子 极 化 率 的 表达 式 中 ,除了 4o(0) 


| 
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二 1 外 ,其 他 4,zoC0) 项 都 可 取 作 零 . 这 样 ,下 面 关 于 不 稳定 性 的 讨 
论 , 就 可 以 从 更 简化 的 色散 了 沙 数 出 发 | 


D(w,Kk) =1 十 志和 1+ | 
“全 [gi | N2T./me \lky | A 27 /re 
] Ty mw 一 nw 
十 本 十 > 1 十 一 一 一 
“和 19 me ly | N27 /m: 
一 mi 


A,(bi) r. 
ay | VT pe | 
上 式 中 色散 函数 的 虚 部 只 来 自 等 离子 体 色散 函数 的 虚 部 Zi:( 包 括 
来 自 电 子 和 离子 的 ) ,于 是 所 讨论 波 的 稳定 与 否 也 只 取决 于 Qi 的 
符号 . 

下 面 将 讨论 两 种 可 能 存在 的 不 稳定 波 , 它 们 分 别 起 因 于 平行 
于 磁场 方向 传播 的 电子 静电 波 或 离子 声波 分 别 与 垂直 磁场 方 同 传 
播 的 离子 伯 思 斯 坦 波 耦 合 ( 即 当 两 支 模 的 频率 及 波长 相当 ?时 , 目 
由 能 从 垂直 方向 馈 入 平行 方 同 ， 从 而 使 平行 方 同 的 波 不 稳定 地 增 
大 . 这 种 动 理学 过 程 通常 称 为 线性 模 耦 合 . 


电子 静电 波 不 稳定 性 


这 时 w 一 op 一 Nwi, 其 中 N 是 某 一 特定 的 整数 值 . 这 一 般 只 
有 当 TT。/me<T /mm 也 于 ve<vr 时 才能 满足 .于 是 有 : 
wr 47niogs 
=- 元 T= -7 Ts . 

因为 极 化 率 X.cc1/ (RE 入.) ,这 使 得 X。 污 %, 故 色散 函数 的 实 部 
可 近似 地 由 其 电子 的 响应 来 描述 ,结果 频率 的 实 部 就 由 下 面 的 色 
散 方 程 来 得 出 : 

Dr(w.,k) 1 


其 中 的 宗 量 满足 关系 : 


(12. 6) 


12.3.1 


Ape 


] _ 
Et! 十 LZ 5.) | 一 0. 
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因此 ,色散 方程 中 的 等 离子 体 色散 函数 Z(L.) 可 以 近似 地 取 
对 5 污 1 的 渐 近 展开 


Z (4 ) i Toexp( 一 下) 一 加 ] 十 一 -十 


1 1 1 


be 20 4 
于 是 色散 方程 就 简化 成 


的 解 
。 » 1 ， 
Yr | ticos’9 士 


一 了 wscos2b[1 士 (1 十 6&2hp。)] 
一 olcos2b[1 十 3 1. 
其 中 只 取 了 正 根 ,这 正 是 磁化 等 离子 体 中 电子 静电 波 的 色散 关系 . 
为 了 讨论 此 波 的 不 稳定 性 ,必须 先 求 出 Di; 而 它 又 依赖 于 电 
子 、 离 子 的 等 离子 体 色 散 函 数 . 但 由 前 面 的 近似 可 知 ,电子 的 
244(5.)~~0, 帮 只 有 离子 的 等 离子 体 色散 函数 Zi (4) 才 对 Di 有 贡献 ， 
Di(w.,k) 一 BE > 1 十 2 ie 82:C6) A C5), 


WwW 一 NWwi 


WwW Nc 
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其 中 
Zi (6:) ~ ~ Texp( 一 各 ) 


kL /Texp|l -| 一 “一 "一 
| 站 


由 于 我 们 只 考虑 w~ Nowi 时 的 频 域 ,故而 和 (2 一 N)< 入 1, 而 革 (2 天 
NN) 污 1. 这样, 就 只 有 某 一 N 所 对 应 的 Zn 二 入 ) 才 不 为 零 ,而 其 他 
n 关 和 N 所 对 应 的 Zi;(n 关 入 ) 都 近似 取 零 . 最 后 得 

D, = + No | w — No 


Ek2A2 TI w— No 
x 各/F co|- 
| 
利用 
9 OU 2 
Bw Prk) ed A 2COS 0 一 wecosb， 
r™— pe pe 
最 后 可 以 得 出 不 稳定 的 增长 率 
D; 
”一 一 于 7 到 


WL 一 N Cic Ty N ic | 


7 (CO) 
一 一 二 十 
V8 | 7 
Lgl NT /mi ~ |g1 | VT /ms 


| wo— No 
X exp | 一 | 一 一 一 一 一 一 
| | 


可 以 看 出 上 式 中 第 二 项 对 7 的 贡献 总 是 阻尼 ( 负 ) 的 ,而 第 一 项 在 
mw, > wnecosO < No 

时 ,会 对 7 贡献 正 值 . 故 如 果 当 这 一 项 的 绝对 值 超过 第 二 项 时 ,有 

7 汪 0, 就 会 产生 不 稳定 性 . 这 相当 于 


a 7 ). 
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Ty 
于 | war 


这 个 不 稳定 条 件 从 定量 上 表明 了 只 有 ww. 二 Noe, 并 且 T >>T1 时 ， 
才 会 有 自由 能 通过 在 垂直 方向 上 传播 的 波 债 入 在 平行 方向 上 传播 
的 波 ,而 使 其 不 稳 . 反 过 来 也 可 以 看 出 ,这 时 不 稳定 的 静电 波 ,不 但 
en Nw, 并 且 只 能 在 和 磁场 方向 成 一 定 夹 角 的 方向 


(N — Do < <|1— 


(AL 一 Do 


Wbpe 


<< coslb0 一 


12. 3.2 不 稳定 的 离子 声波 


在 0<w<wi 的 低频 域 中 ,这 时 波 的 相 速 度 处 在 电子 热 速度 与 
离子 热 速 度 之 间 


[gn| DE 
故 在 离子 、 电子 的 极 化 率 表达 式 中 有 以 下 数量 级 关系 : 
a | VT fm | NV 2T 1 /mi lk1 | NV 2T./m. 


这 样 在 xX。 中 只 保留 第 一 项 (第 二 项 对 4< 入 1 的 小 量 而 言 是 二 阶 小 
量 ,可 忽略 ); 而 在 离子 的 x; 中 对 5Z(8) 取 到 渐 近 展开 的 第 二 项 ， 
并 利用 TT 六 了 Na 


2 2 
Dr(w,k) 一 1 十 EE 一 2 一 0， (12.7) 
其 解 就 是 离子 声波 
won hINT/M, AIC: ~ 


D1 


1 十 21 
(12. 8) 
而 对 色散 函数 虚 部 D;, 因 而 对 不 稳定 增长 率 7 有 贡献 的 ,不 但 有 
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离子 项 也 有 电子 项 ，. 


-一 w ，. - ws | 
本 一 一 一 一 一 exp| 一 一 一 一 一 
| 有 1 | 有 2Ap。 MT./m. 2k'1 (Te/m.e) 


-ys 敲 | 下 六 | NT /mi zn kil NT 人 
x exp| — je | Ai). 
其 中 第 一 项 是 电子 朗 道 阻尼 ， 它 是 致 稳 因 素 而 不 是 解 稳 因素 . 第 二 
项 是 离子 的 贡献 ,包括 了 致 稳 和 人 解 稳 的 两 种 机 制 . 当下 列 条 件 满足 
时 ,这 几 项 的 总 效应 是 解 稳 的 . 即 当 
0 < wow: 魏 <|1 -区 |j。 
时 ,离子 对 7 的 贡献 足够 正 ,以 致 可 以 胜 过 电子 的 阻尼 贡献 ,这 支 
波 就 可 以 发 展 成 不 稳定 的 波 一 一 即 所 谓 的 离子 声波 不 稳定 性 . 原 
则 上 在 TT | 时 ,也 可 能 出 现 nw 的 不 稳定 离子 声波 ,但 这 时 不 
稳定 发 生 所 需要 的 条 件 将 会 更 加 苛刻 . 


12.4 由 定向 漂移 引起 的 不 稳定 性 


通常 把 带电 粒子 系 的 整体 定向 移动 称 为 漂移 . 漂移 可 以 是 某 
类 粒子 系 中 所 有 的 粒子 都 以 相同 速度 运动 (如 电子 柬 或 离子 束 , 等 
离子 体 中 的 逃逸 电子 群 ,聚变 堆 中 由 热 核 反应 而 产生 的 a 粒子 群 ， 
等 等 ) ,也 可 以 是 具有 某 种 平移 ( 非 零 平均 速度 的 ) 速 度 分 布 的 粒子 
系 . 后 一 种 平移 的 速度 分 布 的 产生 可 以 是 由 于 外 电场 所 造成 的 (这 
时 定向 运动 平行 于 电场 方向 ), 也 可 以 是 磁化 等 离子 体 的 各 种 空间 
不 均匀 性 (如 磁场 不 均匀 ,等 离子 体 密度 .温度 或 流速 场 的 不 均匀 ) 
造成 的 (这 时 淋 移 运动 的 方向 不 但 季 直 磁场 也 垂直 不 均匀 的 梯度 
方向 ). 


(12. 9) 


464 第 十 二 章 ”静电 不 稳定 性 
一 


在 很 多 情况 中 ,电子 与 离子 系 往往 具有 相反 的 漂移 方向 ,而 使 

总 的 等 离子 体 的 速度 分 布 呈现 双 峰 型 (图 12. 2). 这 时 相 速 度 正好 
位 于 某 类 粒子 速度 分 布 正 斜 率 处 的 等 离子 体 波 ,通过 波 -粒子 共振 

.相互 作用 就 会 从 粒子 系 得 到 能 量 ;而 另 一 类 的 粒子 虽然 对 该 波 起 


阻尼 作用 ,但 只 要 不 能 完全 抑制 上 述 的 解 稳 作 用 (例如 ,此 波 的 相 


速度 正好 处 于 这 种 粒子 分 布 函数 的 尾部 一 一 斜率 虽 为 负 但 很 小 ， 
从 而 阻尼 也 很 小 ) ,该 波 就 会 不 稳定 地 发 展 起 来 . 从 物理 上 来 看 , 驱 
动 波 不 稳定 发 展 的 自由 能 源 是 粒子 系 定向 整体 (漂移 ) 运 动 的 动 


Dio O Vph Do 0 
图 12.2 漂移 的 粒子 速度 分 布 函 数 
妾 移 波 不 稳定 性 也 可 以 看 成 是 我 们 所 讨论 的 这 支 本 征 模 与 所 
谓 的 漂移 波 。* =kv。 通过 模 耦合 ,接受 了 定向 运动 的 自由 能 而 发 
展 起 来 的 . 因此 ,这 类 不 稳定 波 的 频率 都 和 漂移 波 频率 w* 有 一 定 
关系 . 


12.4.1 束 - 等 离子 体 不 稳定 性 


这 是 最 简单 的 漂移 不 稳定 性 , 它 发 生 在 一 个 电子 束 流 (密度 为 
7 ,速度 为 wu) 入 射 到 一 冷 等 离子 体 (密度 为 n.,nb<n.) 中 时 . 我 们 
在 第 二 章 的 反应 型 本 征 模 和 不 稳定 性 中 曾 作 过 定性 讨论 . 这 种 不 
稳定 性 是 因为 电子 静电 波 与 漂移 波 w= kva 在 woe 之 kva 附近 发 生 
强 耦 合 而 产生 的 . 本 节 将 给 出 此 问题 的 严格 解 . 这 个 问题 的 色散 方 
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程 是 


. ww? wi 


CV (ww -一 kva): 


其 中 ww 是 电子 束 的 速度 ,而 ww 二 4rnbe?/me. 用 wp 来 归 一 频率 . 


Z 一 一 ，z 一 一 ，a 一 


于 是 色散 方程 就 可 改写 成 
] 二 1 < = 三 y(Z). (12. 10) 


rT (zz) 
这 是 一 个 关于 z 的 四 次 代数 方程 
2 一 2zz3 十 (z 一 1 一 a)z 十 2zxz 一 2 一 0， 
上 式 的 解 也 就 是 前 一 个 方程 y(x)==1 的 解 . 而 后 者 的 解 可 以 通过 
图 解法 来 给 出 (图 12. 3) : 图 中 的 曲线 表示 函数 >(z) ,而 直线 则 是 
> 一 1, 曲线 和 直线 的 交点 就 是 方程 的 解 . 


y (xX) yO 


(a) 


图 12.3 色散 方程 图 解法 示意 
四 次 方程 的 解 有 三 种 可 能 性 
Gi) 四 个 实 根 (z>zs; 图 12. 3(a)); 
(二 ) 三 个 实 根 ,其 中 有 一 个 根 是 二 重 简 并 的 (z= 二 zm, 图 12.3 
(b)); ; 
Gii)》 两 个 实 根 和 两 个 虚 根 (z 过 zs, 图 12. 3(c)). 
”其 中 zx 一 (1 十 cs)za ,而 zm 是 函数 y(z) 取 极 小 值 处 的 z 值 . 
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Ce 二 0, 一 zs 一 (] 十 QL3)12， 
7 Y 一 xm 
由 于 = 是 波 天 & 的 无 量 纲 的 量 , 故 


zm 二 (1 十 CQLl/3 )3/2 ， 一 > AR = -=[1 十 (np /ne) 3]2, 
d 


于 是 当 |k| 二 |ks | 时 ,漂移 波 便 发 生 不 稳 , 最 大 的 不 稳定 增长 率 发 
生 于 不 略 小 于 &。 的 波长 处 ,这 可 以 从 色散 关系 图 12.4 看 出 .这 图 
和 第 二 章 反 应 型 不 稳定 性 中 的 色散 图 完全 相同 . 


5 
0 YY 图 12.5 电场 导致 的 平移 粒子 速度 分 布 
-= 人 -一 度 , 而 且 两 者 的 漂移 方向 相反 ( 见 图 12. 5). 这 时 ,由 于 在 离子 声波 
| ， ” 相 速 度 处 的 电子 速度 分 布 有 正 的 斜率 , 故 电 子 系 的 响应 对 于 此 波 
4 | “是 解 稳 的 ;而 这 相 速度 处 的 离子 速度 分 布 的 斜率 虽然 是 负 的 ,但 其 
TT 5 二 ， “斜率 很 小 (在 分 布 函数 的 尾部 ), 所 以 总 的 波 -粒子 相互 作用 的 结果 
”是 驱使 离子 声波 不 稳定 的 发 展 . 下 面 来 定量 地 描述 这 一 现象 . 假定 
1 电子 和 离子 的 分 布 函数 分 别 是 
| -Oe vO— VD) 
A fbv) — torr exp | 一 pe | _ 
2 1 vw 
图 12.4 色散 关系 图 站 Ji) -rr ep — 于 7 
”利用 速度 空间 各 向 同性 的 ( 非 磁化 .空间 均匀 ) 静 电波 色散 关系 
12.4.2 离子 声波 漂移 不 稳定 性 .D=1+ DX, «=e,i, 
这 是 一 种 电流 驱动 的 低频 (离子 声 频 ) 不 稳定 性 . 第 二 章 的 耗 。 | ”。” 其 中 极 化 率 为 
散 型 本 征 模 中 , 曾 讨 论 过 当 电 子 和 高 子 速度 分 布 都 是 麦克 斯 韦 分 | ， x= iQ +$2()), $e 一 - 玫 二 ta 
布 , 且 了 .六 Ti 时 ,会 存在 一 支 低频 的 弱 阻 尼 模 一 一 离子 声波 . 它 虽 | ”kV2T./m 
， 然 同时 受到 电子 和 离子 的 朗 道 阻尼 ,但 相 速 度 所 对 应 的 电子 .离子 ”| ”由 上 面 的 图 像 可 知 , 当 
分 布 函 数 的 斜率 都 很 小 , 故 阻尼 率 也 不 大 ,所 以 离子 声波 衰减 得 很 。 上 | / 王 ex I, ,sy 
慢 . 但 如 果 由 于 外 电场 在 等 离子 体 中 引起 了 电流 ,电子 和 离子 的 速 。 “| “TNm Ek Nm 


度 分 布 函数 虽然 还 能 保持 高 斯 形状 ,但 都 具有 一 个 平均 的 漂移 速 时 ,有 
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Sl1，1. 


故 在 X。 中 ,对 Z(&.) 应 取 微 扰 展 开 , 而 对 Zé)R 应 取 渐 近 展 开 . 这 样 
电子 极 化 率 中 的 


6Z(E) 一 一 2 + i Vere 一 iTE， 
1 

BE iv nté), 

其 中 用 到 了 号 一 0,exp (一 兰 )>1. 而 离子 极 化 率 中 的 


(和 ~ 一 1 一 玉 十 这 Va e 一 和 ， 


-二 +iVrte 


一 > Xe。~ 


1 
开 207， 


MV Se 


| -学 + 页 
代入 色散 方程 后 得 


D(w,k) =1 十 


， 
7 — i [TT_ 到 一 Ar 
R“AD。 CU 2 

&3AD。\V Te/m 


i 
RN2 T:/m:; /i 
由 色散 方程 的 实 部 D.(w.,k) ==0 可 得 色散 关系 
w(k) = 


kon &C， 
一 人 二 T 十 4 =+ 4C. 


(12. 11) 


这 显然 是 高 子 声波 的 色散 关系 ,其 中 C. 一 MT./mi. 此 波 的 不 稳定 
增长 率 可 以 按 耗 散 型 本 征 模 的 公式 ,利用 上 式 中 的 D; 来 给 出 ， 


wll 
2R27 ; /m.; 


(12. 12) 
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从 中 可 见 两 支 离 子 声波 中 的 一 支 w= 一 kCs 总 是 阻尼 的 ;而 另 一 
支 几 一 &C。 在 w. 过 kva 时 可 以 出 现 不 稳定 . 将 这 支流 的 色散 关系 人 
入 上 式 后 ,可 得 


_ | 工 | 2 / / [mT -em | 
7 一 一 8 mc va) 十 CC。 mT 


这 就 更 清楚 地 表明 : 当 了 .六 Ti; 时 ,离子 的 阻尼 可 以 忽略 ,于 是 只 
要 C: 过 va 就 会 使 此 波 变 成 不 稳定 的 . 这 也 就 是 说 ,不 稳定 发 生 的 
必要 条 件 是 电子 系 的 整体 漂移 速度 要 超过 离子 声速 ! 正 是 这 电子 
系 的 多 余 自 由 能 驱动 了 离子 声波 的 不 稳 . 


12.4.3 由 电流 驱动 的 静电 离子 回旋 不 稳定 性 


在 《等 离子 体 物 理 导 论 ;6 的 .5.5 节 “ 三 ”中 ，, 曾 用 双流 体 方程 
讨论 了 静电 离子 回旋 波 . 这 是 几 、 
乎 垂直 于 磁场 (9 所 90") 传 播 的 静 
电波 (K | 五 ,, 图 12.6). 由 于 电子 
这 时 可 以 沿 磁 力 线 很 快运 动 , 故 
可 以 保持 电子 系 在 传播 方 同 上 的 
热力 学 平衡 ,这 样 电 子 系 在 波 场 z 
中 的 密度 可 以 用 玻 尔 兹 曼 分 布 来 ”  . xz 
描述 而 不 必 通 过 解 电子 流体 方程 。 图 12.6 波 矢 、 电 疡 侍 标 图 
来 得 出 . 另 一 方面 ,离子 系 则 需 解 完整 的 磁化 流体 方程 组 . 最 后 得 
出 的 静电 线性 本 征 模 色散 关系 是 

2 一 RE2c2 十 ov， 
这 被 称 为 静电 离子 回旋 波 , 它 是 由 热 运 动 和 离子 回旋 运动 的 同心 
力 联合 驱动 的 . 由 于 此 波 基 本 上 只 沿 垂直 于 磁场 的 方 同 传播 ， 疏 
1 <k1 ;但 又 要 求 & /kL 过 Mme/mi. 
这 支 波 可 以 被 沿 磁力 线 方 向 流动 的 电子 川 ( 束 ) 流 解 稳 ( 此 波 
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也 可 以 被 空间 的 电势 解 稳 (Drummond,Rosenbluth ,1962). 但 这 
里 只 介绍 川 ( 束 ) 流 解 稳 机 制 ). 其 物理 图 像 如 下 , 设 电 子 和 离子 系 
处 于 具有 漂移 速度 va ,vs 的 热平衡 分 布 ( 图 12. 7) 


Va zz 


|e 


图 12.7 束 流 导致 的 平移 粒子 速度 分 布 


(v -一 Vde iD) 
Cr XP v2 9 


其 中 v=2T,/m(a=e ,i) 是 热 运 动 的 速度 . 这 时 低频 静电 离子 回 
旋 波 的 相 速 度 可 以 正好 落 在 电子 速度 分 布 函 数 的 正 斜率 处 ,因而 
电子 - 波 的 共振 相互 作用 会 驱使 此 波 不 稳 . 离子 - 波 的 共振 相互 作 
用 虽然 起 阻尼 作用 ,但 此 波 相 速度 对 应 的 离子 速度 分 布 函数 是 在 
比较 平坦 的 尾部 ,其 阻尼 率 很 小 ,无 法 制止 电子 系 的 解 稳 作 用 . 下 
面 的 定量 描述 中 ,为 了 简单 令 vae 二 vse, ,va 一 0. 磁化 热平衡 等 离子 
体 的 静电 波 色散 方程 是 


~ kA DCw,k) 一 &2A2 十 之 7 天 4。 (Bb,) 


foi(v) 一 


“+ 
1 Va klva 


]-。 


其 中 


A.(b.) 一 1, (ba)e %, D。 一 R 7 ， re 一 Ua 


12.4 由 定向 漂移 引起 的 不 稳定 性 471 


下 面 来 考虑 .w<w 的 低频 波 ,其 波长 ;一 2x/ 的 特征 长 度 约 为 离 
子 拉 莫 尔 半径 xi 的 量 级 ,于 是 有 khpe<1 及 
b.= kr <1, => Aob) = 1, Azolbe) ~ 0. 


在 以 上 近似 下 , “色散 函 数 ”D' 二 (khp.)* DC(w,k) 可 简化 成 


) wo— kyvas|l wo— kjva 
D'(w,k) 一 1 十 Ev 2 | 
+ 元 天 [十 Dh) E67 kvi |， 
其 中 已 用 到 
> M2) 一 1. 
下 面 在 对 离子 的 贡献 作 详 细 讨 论 时 ,利用 | 足够 小 ,有 
Ev >1 


因此 可 以 对 离子 的 等 离子 体 色散 函数 Z(&;) 作 渐 近 展开 . 而 对 于 电 
子 因 为 有 


vd wW— RTVd 
Kl 及 <b> Eo 1， 
故 可 以 对 电子 的 Z(&。) 作 微 扰 展开 . 利用 
wt < 1 时 ， ZK 一 站 1 一人 2 +) tiV er, 


当 | 六 1 时 ， 2(5) 六 一 5 十 6 二 二 ie 


结果 得 (已 略 去 了 电子 对 色散 关系 的 影 啊 ) 
DCsh) =1+ 人 [1— DD Ab) 


9 
WW 一 NWic 


以 及 


小 


kl Ui 


在 从 DD. 二 0 解 出 色散 关系 时 ， 由 于 ww 一 we, 故 在 刀 . 中 除了 ”一 1 的 
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项 外 ,其 他 求 和 各 项 中 都 可 以 取 w==w, 结 果 色 散 关系 为 


A1(Bb) z 
wr 一 沁 [1 二 元 |=w[I+AGT。 /Ti ) (12. 13) 
其 中 


GO =A1(6) + DA 0 4 1 A 
nz1 i 


可 以 看 出 0<G<1. 当 40 时,G>1, 这 时 色散 关系 就 趋向 其 流 
体 描述 时 的 表达 式 2 二 避 十 kc?. 上 式 中 最 后 一 个 等 式 的 证 明 如 
下 : 因为 4,(z) 一 I,(zx)e 一 , 故 这 个 等 式 等 价 于 

DD lz) 全 一 bz) 


1 一 7 并 


人 


7 天 1 


令 1] 一 1 一] 并 利用 ICz) 一 ICz) 十 mL /zy 可 得 
IL, (x) I )- 
> 一 D3 十 1、 立 


1 天 1 m0 


m0 m0 


其 中 第 一 项 就 是 我 们 要 证 明 的 结果 ,而 第 一 项 则 可 证 为 堆 . 因 为 第 
一 项 可 化 成 


L, 
2 2 = 31, (Xx) = # Sl (7X) 一 IoCz) | 


= 二 (er _ Lz)), 
其中 用 到 了 1 (z)=e-. 而 第 二 项 在 把 其 中 的 求 和 展开 后 ,可 写 
作 


LI (z) 1 
2) 一 也 入 工人 AT) (Mt 一 土 1, 士 2, 士 3,，… ) 


m0 m 


=21[(1 1 — [十 到 6 一 六 [十 二 一 十 L_ 二 


+ 1 一 1 十 六 一 序 世 十 生 一 十 十 | 
(由 1,(z)==I,(zx)) 寺 0. 
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最 后 ,来 求 此 波 的 增长 率 .在 D; 的 求 和 诸 项 中 ,只 保留 n=1 
的 项 ,其 他 项 (因为 所 含 的 指数 因子 ) 在 惟一 we 时 小 得 可 以 忽略 . 
于 是 可 以 由 D:=0 得 出 此 波 处 在 临界 不 稳定 ( 即 7==0) 时 应 满足 
的 条 件 


ve 一 下 ve 让 : Di [- | 
将 w, 的 具体 表达 式 代 入 后 可 


Uae 一 上 工人 Drrl 十 Cexp(— 1)]， 


Ui; A(bi) 
3/2/ » \ 1/2 
| 2 | A,. 


Me 


ee TI。 
5 一 kv C= 了 


其 中 4(b) 的 表达 式 见 (12. 13) ,而 ve 是 临界 平衡 时 的 电子 漂移 速 


度 . 利用 它 可 以 把 色散 函数 的 虚 部 写成 


Di 一 wxrl 二 一 生 
”人 VD。 ve 
最 后 ,不 稳定 增长 率 的 表达 式 为 
7 一 一 VAI) 一 了 (12. 14) 
3D./9w|, , [1 a| 


因此 当 电 了 漂移 国度 va 大 于 va 时 ,就 会 出 现 不 稳定 
va>>vre, => 7 0. 

由 4 wi 的 表达 式 可 以 看 到 va 之 wr/k1 ,也 就 是 说 此 波 不 稳定 时 的 相 
速度 落 入 了 电子 速度 分 布 函数 的 正 斜 率 一 边 , 因 此 电子 - 波 共振 相 
互 作用 的 结果 是 驱动 此 波 不 稳 . ve 表达 式 第 二 项 代表 的 是 离子 朗 
道 阻 尼 的 贡献 一 一 其 作用 是 提高 了 临界 电子 漂移 速度 的 数值 . 这 
种 离子 回旋 波 不 稳定 还 可 以 扩展 到 高 阶 谐 波 w 一 zwik 中 去 . 这 时 
只 需 在 D.,Di 的 表达 式 中 将 n= 二 m 的 项 像 前 面 对 ”= 一 1 的 项 一 样 
来 处 理 ， 又 因为 8<m: 时 ,G 一 1, 故 可 取 C=1. 这样 得 到 的 结果 是 


.=m [1 十 元 4oCtpD | 
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全 -ll 十 C etim]， 


bm = kv kyviT; ° c. = | 天 | [加 A 
这 类 不 稳定 性 在 空 间 等 离子 体现 象 中 扮演 重要 角色 ,有 兴趣 的 读 
者 可 以 参看 文献 [6]]. 


12. 4.4 不 均匀 等 离子 体 中 的 低频 漂移 不 稳定 波 


在 磁化 、 非 均匀 (密度 ,温度 、 流 速 或 磁场 ) 的 等 离子 体 中 ,其 中 
的 电子 .离子 会 既 垂 直 于 磁场 又 垂直 于 梯度 方向 作 漂移 运动 ,而且 
电子 漂移 流 和 离子 漂移 流 的 方向 相反 . 按照 本 章 一 开始 的 分 析 ,就 
可 能 存在 由 电子 漂移 流 驱动 的 低频 (oow: 或 o~nwie<iwe) 的 不 稳 
定 波 . 这 些 波 的 色散 关系 ( 实 部 ) 是 由 离子 的 极 化 率 决定 的 ,而 其 增 
长 率 ( 虚 部 ) 则 由 电子 的 逆 朗 道 阻 尼 决 定 . 当然 ,原则 上 高 频 波 (w 
一 we 或 w~~nwe) 也 会 因 离子 的 逆 朗 道 阻尼 而 不 稳 , 但 实现 此 种 不 
稳定 性 的 必要 条 件 要 远 比 低 频 波 时 严格 . 因此 这 里 不 作 讨 论 . 
1. ww 的 离子 静电 漂移 不 稳定 波 

这 时 ,由 流体 描述 可 知 , 当 &| 污 
有 1L 时 存在 着 两 支 离 子 声波 ，ow= 
士 &1C. 而 当 ky k= 二 &, 时 (图 
12. 8) , 则 除了 存在 一 支 离 子 声 波 , 还 
存在 一 支 静电 漂移 波 ,we。 一 op. 这 
支 漂移 波 在 垂直 于 磁场 (e:) 和 梯度 
方 同 (e:) 上 (e,) 传 播 . 由 于 vo 和 vp 
都 在 e, 方向 , 故 可 以 预期 漂移 流 只 
|i 能 驱动 静电 漂移 波 不 稳 , 而 对 离子 声 
“图 12.8 ”离子 静电 漂移 波 色散 图 “ 波 无 效 . 

于 是 ,最 不 稳定 的 漂移 波 应 当 出 
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现在 
kl <k, (BkICs < kvae = w。) 


D / 工 。 
< 本 < 各 mm. 


时 后 考 是 为 了 使 明道 阻尼 减少 到 最 低 程度 最 后 非 均 匀 麦 克 斯 韦 


Dl(w,k) =1 十 之 


沁 


py 


x < + 0) ate Go 


其 中 5 二 如 x2,rs 是 拉 莫 尔 半径 . 在 wwe 和 前 述 条 件 下 ,有 


/1 之 六 之 7e (12. 15) 
中 可 取 5.~0 的 极限 . 这 样 ,在 求 和 号 > 中 只 有 n=0 的 项 存在 ， 
令 w= 二 vm 这 0,w* 二 kyvn 二 一 kyvpe 二 一 wi <<0, 色 散 函 数 可 简化 
成 


Ww, 


Dw) =1+ 3 (1 +2)e tb)). 


注意 到 其 中 


所 以 有 8 六 1,5< 和 1. 因此 


kAL, 


1 1 一 -2 _ 工 _ 了 工 
LZ(5i) 一 一 tr 2 ti Te 让 一 和， 
ZCe) 一 一 25..…. 十 iv/ Re Hine 
而 色散 函数 变 成 
WwW。| 。 好 
Dw,k) 二 1 十 ya | 十 1- » | 下 Te :| 
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| 


1] Ame WO— ww 一 好 

上 十 王 AN 2T。 大 © | 
1 WC— 

+ 二 | - 朱 -|1+ 健 于 ed | 


考虑 到 k | ky w~ ww 一 Ape， 故 k' | Ti/ow mi 二 1 vi/w 1. 于 是 色 
散 方 程 为 


Dr (w ,二 1 十 


BE 十 天 1 一 和 eloC6) |= 一 0. (12. 16) 
由 此 可 得 动 理学 注 移 甬 电 波 的 色散 关系 ( 实 部 ) 


wo We TOT/T) 
T/T) FI ee) FRB 217) 


在 ki 二 及 7K1 时 ,有 er-slo(5) 一 1 一 让 一 1; 而 由 于 入 人 &y?， 
故 已 Mnm< 委 1. 这 样 可 以 从 上 式 推 得 流体 漂移 静电 波 的 近似 色散 关 
系 ， 

WO 过 w=w = kyvpe > 0. 
男 一 方面 ,从 色散 函数 的 虚 部 


nme ww 一 we e-t 


- D; -sk 一 一 
Cw. ;无 ) 2 下 4 县 (12. 18) 
及 : 
D.Cw yk) 1 : 
Ow. kA w re sh ) > 0， 


(上 式 意 味 着 静电 漂移 波 是 正 能 波 ) 可 以 得 出 洒 克 小 的 下 瘟 定 才 蕉 
率 


7 = 工 人 et WL we - 
V 2 ky (Te/me)? Lbi)e i (12.19) 


ww: 
因为 w 过 w* ,上 且 几 一 0, 故 ;>0. 
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这 里 所 讨论 的 低频 静电 不 稳定 性 是 由 于 等 离子 体 的 密度 不 均 
匀 引 起 的 ,实际 上 等 离子 体 其 他 参数 的 不 均匀 也 都 可 以 引发 不 稳 
定 的 静电 漂移 波 . 由 于 在 绝 大 多 数 的 自然 界 与 实验 室 等 离子 体 中 
都 存在 着 不 同 种 类 和 不 同 程度 的 不 均匀 性 ,所 以 这 种 低频 静电 不 
稳定 波 是 普遍 存在 的 一 一 即 这 是 一 种 普 适 的 不 稳定 性 . 

在 双流 体 描述 中 ,静电 漂移 波 并 不 会 不 稳定 ;这 是 因为 电子 和 
离子 流 在 此 静电 波 场 中 的 电源 移 (EX Bo) 方 向 是 相同 的 ,粒子 系 
和 波 场 间 不 交换 能 量 . 而 在 动 理学 ( 弗 拉 索 夫 ) 描 述 中 ,粒子 的 速度 
分 布 函数 因 不 均匀 性 引起 的 漂移 运动 而 位 移 . 电子 系 会 通过 首 朗 
道 阻 尼 将 平 动 ( 漂 移 ) 能 转换 到 波 场 中 去 而 使 其 不 稳 , 而 离子 系 则 
会 由 朗 道 阻尼 吸收 波 场 的 能 量 而 使 波 衰减 ;只 是 在 前 述 的 参数 条 
件 下 不 稳定 超出 了 阻尼 才 使 静电 漂移 波 最 终 不 稳 . 所 以 关键 是 电 
子 速度 分 布 函数 能 否 非 麦 克 斯 韦 化 ,在 磁 约 束 聚 变 装置 tokamak 
中 引起 电子 速度 分 布 函数 偏离 平衡 分 布 的 机 制 ,除了 等 离子 体 中 
的 各 种 不 均匀 造成 的 流体 元 整体 漂移 外 ,还 可 能 有 

一 -外 加 电场 造成 的 角 向 电流 ( 它 引 起 了 电子 系 和 离子 系 在 
角 向 沿 相 反方 向 的 漂移 运动 )， 

一 一 有 限 拉 莫 尔 半径 效应 ， 

一 一 约束 电子 与 环行 电子 间 的 磁 擅 ( 它 使 垂直 于 磁场 方向 的 


. 速度 分 布 函 数 偏离 麦克 斯 韦 分 布 形式 ) ,等 等 . 


在 tokamak 中 ,低频 的 静电 漂移 波 的 普 适 性 曾 从 实验 和 理论 
上 被 广泛 而 深入 地 研究 过 ,结果 证 实 了 这 类 不 稳定 波 的 确 满足 前 
面 给 出 的 三 个 基本 特点 : 

(i) 低频 (wo 一 100 MHz< we)， 准 垂直 (于 磁场 方向 ) 传播 


(k 1 <b). 
(ii) 中 等 相 速 ， wp ~10 cm /sve. 


Gii) 长 的 波长 : ir 过 0.3 志 1. 


六 2! 
wy 
让 

二 
a 国 站 
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2. w~w 的 离子 漂移 回旋 不 稳定 波 

这 时 ,在 垂直 于 磁场 方向 上 传播 的 静电 波 ,除了 漂移 波 = 
hor 外 ,还 有 离子 伯 轴 斯坦 波 . 而 存在 于 漂移 波 中 的 自由 能 也 可 以 
通过 模 看 合 债 入 伯 思 斯 坦 波 驱动 其 不 稳 . 假定 

w~w, kl =0,k=k,, > to0 有 EZ) 一 一 1， 
这 样 色散 函数 就 变 成 


Dl =1+ 3 rll -DD se “hl |, 


其 中 b==k2rz. 取 5b. 过 1,6: 尖 1 下 的 近似 
国 Lo (be) 一 0， TI.(p.)e 一 全 ] 一 De， 


] 


NM 2Trpbi 


进而 由 于 w~ 上 由 , 故 在 求 和 2 (1/w 一 nws)… 中 ,可 只 取 n=1 的 项 
(其 他 项 均 为 小 量 、 可 略 去 ). 这 样 有 


TI (pb )e- ~ 


二 AK1. 


加 ww 1 
D(w,k) =1 十 EL 一 《1 一 p.) | 二 2 2， 
‘x A 
xX | 1 一 《w 一 ww ) = | 
_ ”| CO ; 2 一 1 
-iT | wt | + 误 H < 一 4 
四 一 4. 
于 是 色散 方程 为 


了 ci” 了 ow 一 Oo 
1 二 eA. (12.20) 


令 
玫 一 态 十 二 一 态 ， 
并 取 7T .一 Ti 则 上 式 可 写作 
2 和 一 wi 
1 十 &“4 wv wo (12. 21) 
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在 严格 求解 上 述 方程 前 , 先 对 它 作 一 定性 讨论 . 考虑 到 A<1, 故 当 
w 庆 wi 时 


CO CO 
2312 _ < — 一 ! 
1 二 kA 2 ， 一 > wl ] 二 k2A2 


显然 ,这 是 一 支 ( 离 子 ) 漂 移 波 . 另 一 方面 9 当 Wi 时 9 由 于 Ci wi 
~ow, 则 有 近似 色散 方程 及 解 


2— 2, 1 十 一 
由 二 办 一 > WwW, 一 (4 ] + kA2) 


这 是 一 支 回旋 波 ,也 即 伯 恩 斯 坦 波 . 当 wi~ws 时 ,这 两 支 波 间 会 有 
强 耦 合 ,能 量 将 从 漂移 波 中 馈 入 回旋 波 而 使 其 不 稳 . 问题 在 于 ,一 
般 情况 下 w<wr" , 它 能 不 能 满足 模 耦 合 条 件 ? 为 此 , 先 来 看 wi 的 
最 大 值 . 当 


一 1 2 
1 7 7 1 7iw -1 
A -一 


k —>w A RDi = k 
max “~ PE lnax “~ maxC Di max .0 2 本 本 2 n » 


于 是 在 -六 hua~ 加 时 ,有 可 能 使 w mx 一 ow 
现在 来 讨论 色散 方程 (5. 21) 的 严格 解 ,这 是 一 个 关于 w 的 二 

次 方程 
(1 + Aw 一 [(GL 十 人 1) 十 (1 一 4 人)w Jo 十 ww 一 0. 
(12. 22) 


1 二 k= 


它 出 现 不 稳定 根 ( 复 根 ) 的 条 件 是 

4w” wl1RA—A)>L+EA) wt (Aw ]. (12.23) 
利用 w 和 w 的 表达 式 , 并 展开 到 A 的 一 阶 后 ,上 述 条 件 变 成 

gp2Xo C0) A Cw — wa) +hR—2A). (12.24) 
由 上 式 也 可 以 看 到 ,由 于 A<1, 故 只 有 wi~w 时 ,不 稳定 条 件 才 
能 满足 . 这 时 不 稳定 的 模式 是 所 谓 的 回旋 漂移 不 稳定 波 ,其 频率 
为 

1 


w~ [+E (1—A)o J~at Fo. (12.25) 


,i . 
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第 十 三 章 ” 满 动 过 程 简介 


线性 不 稳定 理论 描述 的 是 等 离子 体 偏离 其 平衡 状态 的 初始 阶 
段 , 这 时 偏离 很 小 ,但 随时 间 指 数 型 地 增 大 . 这 种 微小 的 增长 扰动 
可 以 是 一 种 模式 ,也 可 以 是 多 种 模式 . 对 于 等 离子 体 而 言 ( 和 中 性 
多 粒子 系 不 同 ) ,实际 上 往往 是 许多 不 稳定 的 模式 被 同时 激发 . 但 
在 线性 不 稳定 发 展 阶段 ,不 同 模式 之 间 互 不 干扰 一 一 它们 各 自 按 
不 同 的 线性 增长 率 演化 . 当 这 些 不 稳定 模式 增 大 到 一 定 幅度 后 , 情 
况 就 有 了 很 大 的 变化 ,各 式 各 样 的 不 稳定 模式 (或 者 部 分 的 稳定 
模 ) 会 渐渐 地 相互 看 合 ,不 但 彼此 间 交 换 能 量 , 而 且 还 可 以 通过 能 
量 , 动 量 的 释 加 ( 波 频 、 波 矢 的 相 加 或 相 减 ) 而 产生 出 新 的 不 稳定 波 
模式 . 这 样 ,不 稳定 波 ( 集 体 运 动 ) 模 的 模式 就 不 断 增 加 ,而 且 最 后 
从 分 离 的 频率 谱 线 变 为 连续 的 频谱 . 当 频 谱 宽度 等 于 甚至 大 于 频 
谱 的 特征 频率 (一 般 用 其 中 心 频率 作 代表 ) 时 ,物理 上 就 将 其 称 为 
“灌流 ”或 “ 强 油 ”与 之 对 应 地 ,由 许多 线 谱 所 代表 的 不 稳定 状态 ， 


通常 被 称 为 “ 弱 潮 ” 


在 中 性 流体 中 ,一 般 当 川 流 的 速度 超过 某 一 马赫 数 时 可 以 观 
察 到 流体 湛 流 的 发 生 . 湛 流 强 弱 往往 和 扰动 能 量 有 和 密切 的 关系 , 当 
济 动 的 能 量 较 小 (例如 比 相应 的 流体 的 无 规 热 运动 能 kpT 小 ) 时 ， 


. 其 对 应 频谱 呈 比 较 罕 的 线 谱 形式 ;而 当 洋流 能 量 ( 和 热能 相 比 ) 较 


大 时 ,其 频谱 也 变 成 了 很 宽 的 连续 谱 . 根据 这 种 物理 图 像 , 在 数学 
上 可 以 在 线性 不 稳定 分 析 ( 即 微 扰 分 析 的 最 低 阶 近似 ) 的 基础 上 ， 
用 微 扰 论 的 二 阶 、 三 阶 , 等 等 高 阶 近 似 ,乃至 于 重 整 化 技巧 来 描述 
“ 弱 测 ?状态 ,而 得 出 和 实验 相近 的 结果 . 

但 等 离子 体 中 的 满 流 往往 在 其 扰动 能 量 ( 和 其 热能 相 比 ) 很 小 
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时 ,其 频谱 就 是 很 宽 的 连续 谱 . 这 时 扰动 能 虽然 仍 是 一 个 微 扰 量 ， 
但 这 种 “ 弱 江 "状态 中 的 不 稳定 模式 之 多 、 它 们 间 的 各 种 (多 模 参加 
的 ) 相 互 作用 之 复杂 ,用 高 阶 微 扰 甚至 用 重 整 化 方法 却 是 无 法 描述 
的 . 因此 建立 在 上 述 逐 阶 微 扰 处 理 基础 上 的 “等 离子 体 弱 江 理论 ” 
在 多 数 情况 下 无 法 解释 观察 和 实验 的 结果 .“ 弱 满 理论 ”中 只 有 最 
低 阶 的 近似 一 一 准 线性 理论 被 经 常 引用 ,因为 它 能 从 定性 上 描述 
等 离子 体 的 平衡 态 粒子 速度 分 布 ( 它 提供 了 引发 线性 不 稳定 波 的 
自由 能 和 共振 机 制 ) 在 不 稳定 波 发 展 起 来 后 所 受到 的 反作用 . 这 种 
反作用 ,在 弱 汕 理论 的 高 阶 描述 中 (如 所 谓 的 非 线性 朗 道 阻 尼 ) 也 
能 提供 ,但 在 定量 上 却 不 能 明显 改善 准 线性 描述 的 结果 . 因此 ,如 
果 只 满足 于 定性 描述 ,有 准 线性 理论 也 就 足够 了 . 弱 汕 理 论 的 高 阶 
描述 ,只 有 在 定性 上 能 提供 比 准 线性 描述 更 多 物理 现象 时 才 有 被 
引用 的 价值 . 即使 如 此 , 它 能 给 出 的 结果 也 仍然 只 有 定性 上 的 准确 
性 . 所 以 ,本 章 第 二 节 中 只 将 讲述 不 稳定 静电 波 的 准 线性 理论 ,而 
对 更 高 阶 的 弱 满 理 论 、 只 从 物理 图 像 上 作 简 单 的 介绍 . 

由 于 等 离子 体 中 的 满 流 即使 在 体系 轻微 偏离 平衡 状态 时 也 很 
容易 被 激发 ,并 且 在 扰动 能 量 处 于 很 低 水 平时 就 呈现 宽 谱 的 “ 强 
消 ? 特 征 ,这 样 无 论 在 对 自然 界 等 离子 体 作 观 察 中 ,还 是 在 对 实验 
室 等 离子 体 作 诊断 时 ,所 得 物理 量 的 时 间 ( 或 等 价 的 空间 ) 信 号 均 
会 呈现 出 表面 上 的 无 规 性 . 但 是 ,在 这 些 表 面 无 序 的 下 面 却 隐藏 着 
反映 等 离子 体内 部 有 规则 运动 的 大 量 信息 . 目前 ,虽然 我 们 对 这 类 
消 流 状态 如 何 发 生 无 法 正确 地 描述 ,但 是 却 有 了 一 些 比较 系统 的 
方法 ,可 以 从 这 些 无 序 信 号 中 ,抽取 反映 等 离子 体 参量 及 其 演化 过 
程 的 正确 信息 . 在 数学 上 ,对 这 些 表面 无 序 信号 的 认识 和 描述 属于 
“随机 过 程 > 的 研究 范畴 . 所 以 下 面 第 一 节 就 简单 介绍 随机 过 程 的 
数学 理论 ,其 中 不 但 有 成 熟 的 理论 方法 ,也 有 近 十 年 来 新 发 展 的 一 
些 理论 描述 法 . 这 些 新 的 分 析 方法 ,有 的 在 别 的 应 用 领域 已 经 被 证 
明 是 十 分 成 功 的 (如 小 波 分 析 法 ), 有 的 在 物理 学 以 外 的 科学 领域 
中 可 能 具有 潜力 (如 非 线性 动力 学 中 常用 的 一 些 分 析 方法 ) ,但 它 
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们 在 等 离子 体 满 流 信 息 分 析 中 的 作用 还 有 待 于 进一步 的 检验 . 
13.1 随机 过 程 及 其 描述 方法 


本 节 为 没有 学 过 这 方面 内 容 的 学 生 提 供 一 个 入 门 的 向 导 . 如 
欲 深入 ,还 可 以 参考 任何 一 本 关于 “概率 论 " 和 “随机 过 程 ” 的 教科 
书 或 教学 参考 书 . 


13.1.1 随机 变量 及 其 描述 


“用 {X)} 表 示 一 组 随机 变量 ,它们 又 可 以 分 为 离散 型 和 连续 型 
两 类 . 
1. 离散 型 

”这 时 {(X)=({( zz ,XN) (CN 为 某 一 正 整 数 ), 每 个 随机 数 
zi 在 随机 序列 中 出 现 的 概率 ( 归 一 化 的 次 数 ) 记 为 


Pi=1. 


1=] 


pi=P{X= zx) 之 0， 
定义 分 布 函数 
F(z) = Dpr 


2. 连续 型 
这 时 随机 变量 = 是 连续 取 值 的 zE R'(R! 表示 一 维 的 实数 集 
合 ) ,对 每 一 个 + 值 , 它 出 现 的 概率 由 概率 密度 表示 


f(z) 之 0， | zydz 二 1， 
而 分 布 郴 数 为 
F(x) = | fy dz. 


以 上 几 个 量 的 示意 图 见 图 13.1. 
如 果 有 二 维 连 续 分 布 的 随机 变量 (X,Y),zx,yER!, 可 以 有 联 


484 第 十 三 章 潢 动 过 程 简介 


Pi f(x) F (x) 
Xx 


FO MR 


x x x 


图 13.1 概率 和 分 布 函数 示意 图 


F(x,y) = P(X 过 Yr,Y < y). 


了 


F(xX,y) 一 | f(u,v)dudv, 


则 称 f(z,y) 为 二 维 随机 变量 =,y 的 联合 概率 密度 . 


_ F(zr,y) 
f(rz,y) = 到 3y 


蔡 基 ,Y 是 统计 独立 的 , 则 有 


ff fu,v)dvudu, 


Hz = DF, Fle) = | fr,ydy. 


其 中 Fi(z) 和 广 (z) 分 别称 为 边沿 分 布 函数 与 边沿 概率 密度 . 

对 随机 变量 ,除了 用 分 布 函数 或 概率 密度 来 描述 外 ,还 可 以 有 
下 述 的 二 类 描述 方法 . 一 类 是 所 谓 的 数字 特征 描述 法 (在 物理 学 中 
一 般 称 为 矩 的 描述 法 ), 另 一 类 是 特征 函数 法 (在 物理 学 中 通常 称 
为 傅 里 叶 分 析 法 或 谱 分 析 法 ), 为 了 便于 和 已 有 知识 连接 ,下 面 我 
们 采取 物理 学 上 的 称呼 . 
3. 概率 密度 的 各 阶 矩 
对 一 维 情况 ,概率 密度 的 头 二 阶 矩 分 别 是 其 平均 值 和 ( 均 ) 方 
差 
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m = E[X| -| rf (rz)dz, 


DIX]= -| (zz 一 mp)2FCz)dz 


一 ELX2] 一 (ELX]):. 
同样 可 以 定义 高 于 二 阶 的 抢 ,如 & 阶 的 原点 矩 XY 和 中 心 矩 ju 分 
别 是 
7; = ELX*], k= 1,2,.…, 
tm = E{(X — ELX])’). 
而 对 二 维 情况 , 则 可 定义 & 十 * 阶 原点 矩 和 中 心 矩 
as = ELX’Y’], =—> a1,0 = E[X], ao0, = ELY], 
ps = E{[X — EC(X)TLY — EO) 1)}, pn = cov(X,Y). 
其 中 cov(X,Y) 通 常 称 为 协 方差 (或 相关 矩 ). 


4. 傅 氏 ( 谱 ) 分 析 
对 于 随机 变量 ,可 定义 
$Ck) 一 下 [eix] 
一 Dp; 


CO 


| ezdz 


称 $(&) 为 p;( 当 随机 变量 是 离散 型 时 ) 和 f(x) ( 当 随 机 变量 是 连 
续 型 时 ) 的 特征 函数 一 一 也 即 傅 氏 变换 (或 不 谱 )， 


13.1.2 随机 过 程 及 其 分 类 


1. 随机 过 程 
”定义 随机 过 程 为 
{X(t,e),t ET,e EE}= {XG),t ET,). 
它 有 以 下 性 质 ( 参 考 图 13. 2): 
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XO 


图 13.2 随机 过 程 示 意图 
(i) 当 。 给 定时 ,X() 是 一 个 时 间 上 的 随机 样本 函数 (一 次 测 
量 的 纪录 ). 
(ii) 当 z=z; 给 定时 ,Xz)) 是 一 个 随机 变量 . 
(iii) 当 e 和 tz 均 为 变量 时 ,X() 就 被 称 为 随机 过 程 . 
按照 状态 XGD7 和 时 间 上 取 值 的 特征 ,可 以 将 随机 过 程 分 成 四 


类 ， 

(i) 连续 型 随机 过 程 一 一 (2) 和 都 是 连续 取 值 的 . 

(ii) 离散 型 随机 过 程 一 一 多 (2) 是 离散 取 值 ,而 i 是 连续 取 值 
的 . 

(iii) 连续 型 随机 序列 一 一 了 (z;) 是 连续 取 值 ,而 i; 是 分 立 取 值 


(iv) 离散 型 随机 序列 一 一 X(z;) 和 都 是 离散 取 值 的 . 
2. 随机 过 程 的 数学 描述 
对 一 个 随机 过 程 也 可 以 定义 分 布 函 数 和 概率 密度 
F(z,t) =PLX() < zj 


_ OF (Zz,t) 
f (xz,t) 一 Ox 。 


对 一 个 随机 过 程 的 多 个 时 刻 可 以 定义 高 维 的 分 布 函数 和 概率 密 
度 . 例如 对 两 个 时 刻 ,有 
F(Xi, To ;ti,t2) =P[X(t) < zi, X(t,) < 委 Z?]， 
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OF (x1, X23ti, 加) 

OZz197z， 
对 随机 过 程 也 可 以 用 一 组 数字 特征 一 一 即 矩 来 等 价 地 描述 ,如 
( 平 ) 均 值 . 


f (zi, Ts;tits) 一 


CO 


Xf (r,t)dz. 


-一 CO 


m(t) = ELX()|] = | 


3. 均 方 值 和 方差 
pxt) 一 下 [X2()]， 
ox(t) =D[XG)] 一 下 (LX(CD) 一 me(t)]2?}. 
也 可 以 有 二 维 抢 ,如 二 阶 原点 撼 一 一 自 相 关 函 数 
Rx(ti,ts) =E[LX()X(,) | 


-| | Xix2f (TI ,TL2 ;ti1,t2)dridz,, 


以 及 二 阶 中心 混 合 矩 一 一 协 方差 函数 
Cx(ti,t2) 一 正人 和) 一 mxlt1) [Xs) 一 Max(tz)]) 
-| [a 一 mx(ti) Lz; — mx(t2)] 
X f(xi,x2;ti,ts dridz, 

=Rx tists) 一 mx ti)mx (ts). 

可 以 看 出 , 均 方 值 就 是 同时 刻 的 自 相关 ， 
YJx(t) = Rx(t,t). 
方差 就 是 同一 时 刻 的 协 方差 ， 
ox(t) = Cx(t,t) = Rx (t,t) 一 mx(t). 
对 于 两 个 随机 过 程 XX(z) ,YQ) ,存在 互相 关 函 数 ， 
Rxy (ti,ts) —=ELX (1)Y (zt,)] 


=| | TYf (x,ti;y ,ts)drdy, 


及 互 协 方差 函数 ， 
Cxy (ti,t2) = E{[X() — mxCt1) YG) — my(t,)]). 
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下 面 介 绍 几 个 常见 的 概念 . 
(i) 随机 过 程 了 (2) 和 Y() 互 相 独 立 , 指 的 是 
fxy Tti;y sts) =fx r,t) fr(y,t;), 
Ryxy (ti,t,) =mx(ti) my (t,), 
Cxy(tists) =0. 
(ii) 随机 过 程 XG() 和 YC) 互 不 相关 , 指 的 是 
Rxy(ti,ts) 二 常数 ， 
Cxy (ti,ts) =0. 
可 以 看 出 ,互相 独立 则 一 定 互 不 相关 ,反之 则 不 一 定 成 立 . 
(iii) 随机 过 程 (2) 和 YG) 互相 正 交 , 指 的 是 
Rxy(ti,t2) = 0. 
同样 , 正 交 不 一 定 互 不 相关 . 
4. 随机 过 程 的 基本 分 类 
随机 过 程 复杂 多 变 , 并 没有 唯一 或 公认 的 分 类 方法 ;通常 是 根 
据 随机 过 程 的 不 同 特征 作 各 种 不 同 的 分 类 ,因而 同一 个 随机 过 程 
可 以 被 用 作 不 同 的 分 类 .下面 把 文献 中 常见 的 几 种 分 类 作 简 单 扼 


要 的 介绍 . 对 于 一 个 任意 的 随机 过 程 {XG),tET),ts<ts 二 … 过 - 


tx， 可 以 有 以 下 的 分 类 . 
(1) 按 其 统计 特性 分 成 
(i) 平稳 随机 过 程 . 
。 yn 和 * ,tn ) 
“Ta 十 zt 十 rr 
7 一 1 2 
， (ii) 非 平稳 随机 过 程 ( 不 清 足 上 术 条 件 的 随机 过 程 ). 
(2) 按 其 记忆 特性 分 成 
(i) 纯粹 随机 过 程 ( 完 全 没有 记忆 的 随机 过 程 ). 
;Tn tn) 一 [TE Fi Cz;,t). 


J=1 


F(X1 9 TC2.>°"° 


,tn 十 5)， 


= FF, (Xi1, zy 


F(Xisti; TX ,ts; 


(ii) 马尔 可 夫 过 程 . 
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一 阶 的 马尔 可 夫 过 程 (只 保持 对 前 一 个 时 刻 的 记忆 )， 
oC CA 

二 阶 的 马尔 可 夫 过 程 ( 对 前 两 个 时 刻 均 能 保持 记忆 ): 
FTasts | Tn iota 1 Tn 2 tn 23 "3T19t1) 


一 F, (Xn stn [zal stn—l 之 2 一 2 ,tn_2). 


以 及 如 此 类 推 ,可 以 有 有 阶 的 马尔 可 夫 过 程 ( 对 前 个 时 刻 均 


能 保持 记忆 ). 


Gii) 独立 增 量 过 程 ( 维 纳 过 程 ,布朗 运动 ). 

这 是 满足 以 下 条 件 的 马尔 可 夫 过 程 : 

对 {XQ(),t 宇 0); 用 芝 (t1,ts) 二 久 (41) 一 对 (t2) (0 才 41 达 ts) 表 示 
在 (t1,ts) 上 的 增 量 . 如 果 对 一 切 fj 过 ts 三 … 过 4, 增 量 X (tiytz)， 
久 (t25ts3)，…, 久 (ts_1sts) 都 是 互相 独立 的 ,就 称 { 久 (2),t 宇 0) 为 独立 
增 量 过 程 。  “. 

(3) 按 其 概率 密度 的 函数 形式 分 成 

(i) 高 斯 分 布 : 

1 (TC— mx)’ 
f(z) = -ex 一 笃 二 ?ee |， 

其 中 mxyc 分 别 是 随机 过 程 的 ( 平 ) 均 值 和 方差 . 由 于 概率 密度 的 
函数 表达 式 中 只 含有 随机 过 程 的 一 阶 和 二 阶 矩 ,所 以 高 斯 分 布 是 
一 个 由 头 两 阶 矩 就 能 决定 整个 概率 密度 或 者 说 其 他 全 部 高 阶 宇 的 
分 布 . 

(ii) 其 他 分 布 ( 如 泊 松 分 布 . 瑞 利 分 布 、 二 项 式 分 布 等 等 

(4) 按 其 健 氏 变换 后 的 功率 谱 形 状 分 类 

这 种 分 类 只 对 一 类 特殊 的 随机 过 程 一 一 平稳 随机 过 程 才 能 进 

行 . 对 于 平稳 随机 过 程 , 可 以 进行 傅 氏 变换 , 它 的 自 相 关 函 数 的 傅 


S(w) 一 R(tr)e—'dr. 


一 CO 


按 S(Co) 的 函数 形式 可 以 将 平稳 随机 过 程 分 类 成 ， 
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(i) 日 (white) 噪声 . 
Oo(w) 一 一 No 二 常数 ， WE (— co0,00). 
(ii) 灰色 (grey) 噪 声 . 
S(w) = 二 Su 
这 是 一 种 在 非 线性 科学 中 具有 分 数 维 数 的 曲线 或 分 形 结构 的 图 形 
才 会 有 的 功率 谱 . 
(ii) 布朗 噪声 . 
S(w) = -So 
这 是 一 阶 马 尔 可 夫 过 程 对 应 的 功率 谱 . 高 阶 马 尔 可 夫 过 程 的 功率 
谱 形 为 (以 & 阶 为 例 ) 
S(w) cc So. 


13.1.3 平稳 随机 过 程 入 伴 儿 分析 


1. 严格 的 平稳 过 程 
由 前 面 的 定义 ,平稳 随机 过 程 的 概率 密度 满足 以 下 条 件 
faCT1s Ta Ra 有) 
‘= f(Tiy Tay Tt 二 tostz 二 to ti, 十 to) 
= f(TiyT2s Tasto), n= 1,2,°. 
当 n= 二 1( 一 维 ) 时 ,i(zx,t)= 有 (zx); 它 与 时 间 无 关 . 
当 n 二 2( 二 维 ) 时 ,f(zi ,zx2;t1 ;t2) 二 f2《X1,X2;T); 它 只 与 时 间 
差 rt 二 ts 一 tl 有 关 . 
因此 ,平稳 过 程 的 均值 和 均 方差 都 是 与 时 间 无 关 的 常数 ， 
E[XGQ)]=mx, DLXG)] = E{([X()— mxj) = 0. 
而 其 自 相关 与 协 方差 仅 为 时 间 差 = 的 函数 
R(t,t — 7)= E[XGXG— 0) = RC), 
C(7)= E{[X() — mx [XG 一 r) — mx]) 
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= R(r) 一 mx, 
一 > C(0)= R(0)— mx = 0. 
可 以 证 明 ,对 于 ”= 3,4,… 的 各 高 阶 矩 .高 阶 中 心 矩 及 相关 函数 ， 
也 都 应 该 是 常数 或 时 间 差 r 的 函数 . 
2. 广义 的 平稳 过 程 
如 果 我 们 能 证 明 一 个 随机 过 程 的 头 二 个 阶 矩 满足 
E[X()] = 常数 ， 

R(t1,ts) = EL[XGXG— 7) = R(t), t=ts— 

则 称 此 过 程 为 广义 的 平稳 过 程 . 至 于 广义 平稳 过 程 的 高 阶 矩 ,并 未 
作 规 定 . 对 于 广义 平稳 过 程 ,有 以 下 的 定理 : 

一 一 当 X 人 为 高 斯 分 布 的 广义 平稳 过 程 时 , 它 一 定 也 是 严格 
平稳 过 程 ( 反 之 亦 然 ). 否则 广义 平稳 过 程 不 一 定 是 严格 的 平稳 过 
程 . 

一 一 当 义 (1),Y(z) 均 为 广义 平稳 过 程 时 ,它们 的 联合 分 布 也 
一 定 是 广义 平稳 过 程 ,并 且 其 互相 关 函 数 仅 是 7 的 函数 

Rxy(7T) = E[ XQ)YG — 7)]. 
3. 相关 系数 和 相关 时 间 
定义 相关 系数 为 
Cx(T Rx(7T) 一 mx 
xD) = ED 一 
当 |rx(r)| 王 1 时 , 称 这 两 个 时 刻 是 完全 相关 的 ;而 如 果 ~x(z) 王 0 
则 这 两 个 时 刻 间 是 完全 不 相关 的 ,而且 总 有 rx(0) 一 1. 
定义 相关 时 间 为 
w= | -xDdr, 一 ro rx(0) = | par 13.2) 
由 此 可 见 相关 时 间 r 是 一 个 等 价 的 时 间 , 即 宽 为 re 高 为 xx(0) 的 
矩形 面积 ,等 于 曲线 >x(r) 下 的 总 面积 ,如 图 13. 3. 在 工程 上 ,一 般 


了 到 相 关 时 间 为 使 |rx(ro)| 委 0. 05 时 的 时 间 长 度 ro. 而 在 物理 上 , 往 
往 取 使 Cx(r) 或 xz(z) 产 生 显著 变化 的 时 间 长 度 为 相关 时 间 : 例 


(13. 1) 
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-一 -一 
如 使 Cx(z) 下 降 到 最 大 值 一 
半 Cx(ro) 一 0. 5Cx(0) 的 时 间 ， 
或 下 降 到 1/e 的 时 间 . 如 当 
Cx(T) ,rx(t) cc e 一 ?ll 
时 , 取 r==1/4. 习惯 上 通常 
把 ro 称 为 弛 瑰 时 间 , 而 称 4 
图 为 弛 殉 频 率 . 
4. 时 间 平 均 与 各 态 历 经 
前 面 讲 的 平均 E{…} 指 | 也 即 系 综 平 均 ; 


E {X(t)) Da (#). 


其 中 人 } 是 在 同一 时 刻 、 对 同一 体系 的 N 个 处 在 相同 宏观 条 件 下 
的 样本 作 测 量 时 ,所 得 出 的 一 组 测量 值 . 

尺 一 种 平均 X() ,是 指 对 某 一 随机 过 程 XC) 的 一 个 确定 的 
样本 zeE {zi} 作 长 时 间 的 测量 ,然后 对 它们 作 时 间 平 均 


工人 
X(t) = lim 二 | zdt. 


当 一 个 随机 过 程 具 有 各 态 历经 性 , 则 它 的 集 平均 将 以 概率 1 等 于 
相应 的 时 间 平 均 . 因此 ,各 态 历经 过 程 是 平稳 过 程 的 一 个 子 集 . 如 
。， 采 以 随机 过 程 的 数学 特征 来 判断 以 上 条 件 是 否 得 到 满足 ,这 将 要 
求 此 随机 过 程 由 时 间 平 均 得 出 的 所 有 阶 矩 ,都 等 于 由 集 平 均 得 出 
的 相应 阶 矩 .但 要 对 无 穷 阶 一 丰 志 较 宽松 堆放 从 的 
断 很 困难 ,所 以 实际 上 往往 采用 一 个 比较 宽松 的 限制 条 件 . 即 只 
随机 过 程 的 头 两 个 矩 满足 等 价 条 件 
X(t) 一 ELX(D) ] = 一 Mx, 
XC 十 r)XCD) =ELXG 十 r)X(GD)] = RxCr)， 

就 称 这 个 随机 过 程 为 准 各 态 历 经 过 程 . 
S. 能 谱 、 功 率 谱 和 互 谱 密度 

通常 所 测量 到 的 信号 可 以 分 成 能 量 型 (图 13. 4(a)) 和 功率 型 


CO 
图 13. 3 ”相关 时 间 示 
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(图 13. 4(b)) 两 种 . 对 于 能 量 型 信号 S (4)， 
其 能 量 


W = | S(t)dt = co， 


按 傅 氏 变换 的 理论 ， 若 | 1SG)1dt<oco， 
则 5 的 全 氏 灾 F(w) 存 在 ,物理 上 称 它 


S(t) = 羽生 > 
(b) 
(13. 3) 图 13.4 (a) 能 量 型 信号 和 


(b) 功率 型 信号 


F(w) = ~ S(t)e-isdt. 
由 它 可 以 定义 能 谱 窗 度 
E(@) = |F(w)|°. (13.4) 
并 有 


| S:(D)d: = 去 | _ECodo 


上 式 可 以 通过 将 SC) 的 傅 氏 变换 表达 式 (13. 3) 代 入 ,并 利用 下 面 
的 8$ 函数 公式 而 直接 导出 . 
| 。 io+otdt 一 2nx6(w 十 w,). 


对 于 能 量 型 信号 ,其 平均 功率 为 零 : limW/T 一 0. 
对 于 功率 型 的 信号 (如 正弦 信号 .平稳 过 程 的 样本 函数 等 ), 当 
Too 时 ,虽然 其 能 量 是 无 限 大 ;但 其 平均 功率 仍然 是 有 限 的 ， 


P= lim 去 |__5*(d 过 co， 


因此 ,可 以 先 在 一 段 有 限 ( 但 足够 ) 长 的 时 间 ( 一 一 7D)-> 人 内 ， 对 信和 号 
作 傅 氏 变换 ,并 得 到 其 (在 有 限时 间 中 的 ?频谱 


F(w,T) = | se “dz (13. 6) 


然后 ,可 以 定义 信号 的 功率 谱 密度 
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S(w) = lim FIF(o, T) |2. (13.7) 
有 
= lim 去 | S2(t)dt = 元 ”sa (13. 8) 


对 平稳 过 程 X(t) ,上面 的 SG) 只 是 它 的 一 个 样本 , 故 还 应 对 上 述 
的 平均 功率 再 作 集 平均 ,得 


. 1 全 ， 
Px = limE|( 去 | ， XxX Cd 上 (13. 9) 


了 -co 


由 于 平稳 过 程 的 均 方 值 是 常数 (o? 十 m2), 故 上 式 中 的 集 平均 
E{…} 和 时 间 积分 [ 可 以 互 换 次 序 ， 


Px= lim 去 | E[X2Ct)]di 


了 -co 


1fr 1 
Rl 


从 上 面 的 最 后 一 个 表达 式 , 可 以 将 集 平均 的 功率 谱 密 度 定义 成 


Sx(w) = lim LE [Fx(w,T)|’}, (13.10) 


Tco 2 了 


有 


Px 一 工 | Srcoyda 


2TJ_。- 
由 于 在 实验 室 中 测量 到 的 信号 通常 都 是 功率 型 的 , 故 下 面 将 把 功 
率 谱 密度 的 下 标 略 去 . 为 了 应 用 的 方便 ,这 里 将 给 出 几 个 有 用 的 定 
理 . | 
可 证 : 一 个 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 Sx(w) 寺 S$ (w) 和 它 的 
自 相 关 函 数 R(z) 是 傅 氏 变换 中 的 一 对 共 斩 量 


S(w) = R(r)e—drz, 


-一 CO 


R(T) = ~ S(wei“dw, 


oo 
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云 | _s 


若 久 (1) 和 Y(2) 是 联合 平稳 的 , 则 互 谱 密 度 有 如 下 性 质 
Sx) = lim ZFE{Fx(o,T) Fro,T)) 


了 一 OO 


一 |. Ryy(r)e™dr, 
Rur(rD) 一 二 | Sm(werdw， 
Sxy(w)= Sxy(w) = Syx(— w). 
# 例 1 若 久 (0),Y(2) ,Z(G) 均 为 平稳 过 程 ,并 有 ZG) 一 XX(2) 十 
Y(z), 则 有 
Rz(r) 一 Rx(7T) 十 Ry(7) + Sxy(7) + Srx(7), 
Sz(w) = Sx(w) + Sr(o) + 2Re[Sxr(w)]， 


例 2 白 噪声 .这 是 一 个 平稳 过 程 , 故 sw 
存在 频谱 . 其 功率 谱 如 图 13. 5, 为 一 常数 ， 
SCw) = S(0) = 池 ， 
其 对 应 的 自 关联 函数 为 0 
1f"” Noiw) No 1 
R(7) -zx| ze dw = 7 2 《7 
No 
一 了 9(r)， > 


这 实际 上 表明 : 白 噪声 信号 是 前 后 完全 不 图 13.5 白 噪声 的 图 形 
相关 的 . 其 相关 系数 x(0)==1,r(r 关 0) 夺 0. 
例 3 马尔 可 夫 过 程 的 功率 谱 . 
一 阶 马 尔 可 夫 过 程 w(t) 可 以 用 下 面 的 朗 之 万 方程 来 描述 : 
mut 一 一 m7Yult) 十 W(t), 
其 中 WW() 是 白 噪声 信号 ,7 是 摩擦 因数 (常数 ). 对 上 述 的 常 微 分 
方程 作 傅 氏 展开 , 变 成 线性 代数 方程 后 可 得 


1 We(w) 

uCw) io 十 YX m ， 
它 就 是 u() 的 频谱 . 相应 的 功率 谱 为 
] Ow 


So) = |x(o) | 一 可 二 到 浇 ，Sw 一 |W(w)1 二 常数. 


这 就 是 说 ,一 阶 马尔 可 夫 过 程 的 功率 谱 对 频率 的 依赖 关系 是 
S (wo) ccw .而 二 阶 马尔 可 夫 过 程 可 用 二 阶 常 微分 方程 来 描 
述 ， | 
d?2zx(t) 0 _ WO) 
dz? TY m “ 
如 果 引 入 畏 助 变量 0) 二 dz) ee 风 后 各 
改 成 二 个 一 阶 常 微分 方程 组 - 


“0 = u(t),， 


二 阶 微分 方程 


) = 


这 人 信人 本 这 所 可 和 阶 马 尔 可 夫 过 程 的 功率 
谱 
1 Sw 

ww 4 V2) mr 
这 表明 ,二 阶 马尔 可 夫 过 程 的 功率 谱 SG (w)ocw-4. 通过 类 似 的 方 
法 ,可 以 得 知 & 阶 马尔 可 夫 过 程 的 功率 谱 与 频率 的 依赖 关系 ， 


SK (w) CC 


丛 这样 谱 的 形状 可 以 看 出 ,所 有 马尔 可 夫 过 程 的 功率 谱 对 频率 的 
依赖 都 是 负 侦 次 方 宕 的 ,不 存在 奇 次 方 短 . 之 所 以 无 奇 次 方 寡 的 
谱 , 是 由 于 不 存在 1/2 次 吞 的 时 间 导 数 . 因此 如 果 一 个 随机 过 程 的 
功率 谱 是 频率 的 负 一 次 方 短 (如 前 面 所 说 的 灰色 噪声 ) ,而 又 想 用 
朗 之 万 型 的 微分 方程 来 描述 的 话 , 它 的 “时 间 导 数 "就 应 该 是 0. 5 
次 ， 也 即 存在 着 “分 数 "的 时 间 维 数 .这 这 种 用 分 数 维 时 空 来 描述 的 随 


SY(Cw) 一 


|z(w) | = 
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。 机 过 程 在 近 二 十 年 来 被 广泛 研究 的 非 线性 动力 学 中 被 认为 是 所 谓 
。， 的 混沌 过 程 的 特征 . 奇异 吸引 子 的 功率 谱 不 但 有 (频率 的 ) 负 奇数 


次 宕 ,还 有 负 分 数 次 宕 依赖 的 ,因此 无 法 通过 朗 之 万 型 的 微分 方程 
来 描述 . 
6、 高 阶 谱 

上 面 讨论 的 都 是 传 氏 变换 的 二 阶 ( 频 率 ) 谱 ,原则 上 还 可 以 定 
义 伟 氏 变换 的 更 高 阶 (频率 ) 谱 . 只 是 限于 测量 高 阶 谱 的 实验 困难 ， 
在 以 往 用 得 比较 少 . 近年 来 ,由 于 非 线性 过 程 研究 的 需要 ,已 经 发 
展 了 一 些 高 阶 谱 的 描述 方法 . 例如 ,在 水 动 过程 中 ,往往 存在 大 量 
的 扰动 模式 (oun<w<<wmx). 在 实际 研究 时 , 常 想 知道 其 中 某 一 个 
模式 w 究竟 是 原 发 的 还 是 通过 其 他 模式 的 非 线性 看 合 而 发 展 起 
来 的 . 这 一 点 现在 可 以 通过 伟 氏 变换 的 双 谱 来 判断 . 下 面 将 给 出 简 
明 的 介绍 ,有 兴趣 的 读者 请 参考 文献 [1] 和 [2]. 

设 有 三 个 模式 ; ,ww 它们 分 别 是 随机 过 程 X(z) 传 氏 变换 


X;=X(f) = |X ea 
的 三 个 模式 的 频率 . 这 时 可 以 定义 一 系列 三 阶 谱 , 首先 有 双 谱 
Blw,w) = (XAXpX: ) 王 | XA Xn OX (Ddr, (13.11) 


其 中 了 表示 样本 的 (时 间 ) 长 度 . 其 次 有 双 相 干 谱 
[|B (wi ,w) | 


blwi ,0W2) 一 9 0< 妇 (ol ,ow) ) 委 1. (13. 12) 
‘VIXnXpl (XX )» 
还 有 求 和 双 相 干 谱 z 
wW 二 ws=w 
Bw) = 2) Pw,w)/S(w), (13. 13) 
和 总 双 相 干 谱 
中 十 wp 一 久 
人 >， bi:(w ,w,)/S, (13. 14) 


2] » 22 


其 中 SCw) 和 5 分 别 是 功率 谱 和 总 功率 . z 
当 模 式 是 通过 om 和 w, 的 非 线性 类 合 而 得 到 时 ,应 该 满足 能 
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量 守 便 条 件 w= 二 wi 十 wz. 这 时 如 (w) 在 w 处 必须 有 极 大 值 ,同时 


已 (ol ,wz ) 和 0(awi ,w?) 应 当 取 大 值 ;否则 模式 CU 就 不 是 通过 WwW] 和 CO2 


.模式 的 非 线性 耦合 而 来 的 , 它 非常 可 能 是 原 发 性 的 不 稳定 模式 . 状 


认 出 淇 动 状态 中 原 发 性 的 不 稳定 模式 ,可 以 帮助 我 们 对 满 流 进行 
科学 的 分 类 ,研究 其 产生 和 发 展 的 机 制 ,并 找到 抑制 它 的 有 效 方 
法 . 随 着 对 各 种 满 动 过 程 的 深入 研究 ,其 他 类 型 的 侍 氏 高 阶 谱 也 一 
定 会 被 寻找 出 来 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,前 面 我 们 对 随机 过 程 的 分 类 及 数学 
描述 实际 上 只 涉及 很 少 一 部 分 的 随机 过 程 . 迄今 为 止 ,我 们 对 随机 
过 程 的 认识 还 是 十 分 有 限 和 肤浅 的 ,描述 方法 也 非常 贫乏 . 下 面 我 
们 将 十 分 简单 地 介绍 一 些 近 20 年 来 才 出 现 的 (对 随机 过 程 ) 新 措 
述 方法 ,以 开拓 读者 的 眼界 . 


13.1.4 站 平装 随机 过 程 的 时 ( 同 ) 拓 (于 ) 今 折 


对 于 非 平 稳 的 随机 过 程 , 傅 里 叶 变换 原则 上 不 能 进行 ,因为 不 
同时 间 有 段 的 信号 所 包含 的 过 程 信息 并 不 相同 ,因而 它们 的 频谱 也 
不 一 样 . 这 时 完整 的 描述 应 该 包括 分 属 过 程 所 有 特征 时 间 段 的 频 
谱 , 通 常 简称 为 信号 的 时 频 表示 ,或 信号 的 瞬 态 谱 . 信号 的 时 频 表 
示 又 分 成 两 大 类 ， 
展开 ,等 等 . 

非 线 性 时 频 表示 : 目前 常用 的 是 二 次 (能量) 型 的 时 频 表 示 ， 
这 类 表示 已 有 近 20 种 ,如 Wigner-Villey 分 布 `、Cohen 分 布 、 
Richaczek 分 布 .Choi-Williams 分 布 , 等 等 . 非 二 次 型 的 时 频 表 示 
人 

这 里 只 简单 地 介绍 两 种 最 常用 的 时 频 表示 : 线性 的 小 波 变换 
和 二 次 型 的 Wigner-Villey 变 换 , 对 它们 的 详细 讨论 ,以 及 对 其 他 
时 频 表 示 的 介绍 请 分 别 参考 下 面 开 列 的 文献 ， 


小 波 (wavelet) 变 换 , 短 时 傅 里 时 变换 ,Gabor 


. 
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1. 小 波 Cwavelet) 分 析 

目前 有 关于 小 波 分 析 的 参考 书 已 经 非常 多 了 ,有 关 其 原理 的 
参考 文献 请 参见 文献 [3] 一 [6]. 

类 比 傅 氏 变换 中 的 完备 正 交 基 exp[ 一 inwt ],n== 土 1, 土 2， 

…, 这 时 取 小 波 变 换 的 完备 正 交 基 为 

dst) 一 az2g| 一 


其 中 及 + 表示 正 实数 集合 ,a 区 为 频率 放 (大 ) 绾 (小 因子, 而 b/a 
则 代表 (时 间 ) 平 移 因 子 . 例如 J(/2) 和 y(t) 有 相似 的 函数 形式 ， 
但 时 间 尺 度 缩小 到 一 半 ,频率 增 倍 ;而 y(t 一 to) 和 y() 函 数 形状 完 
全 相同 ,只 是 在 时 间 轴 上 (向 右 ) 平 移 了 to. 

目前 已 经 发 展 出 了 各 式 各 样 的 小 波 函 数 基 ,不 同 的 信号 处 理 
领域 往往 钟爱 不 同 的 小 波 函 数 基 . 与 傅 氏 变换 不 同 的 是 ,小 波 变换 
及 其 闭 变 换 很 少 能 通过 解析 方式 进行 . 在 各 种 参考 书 以 及 网 上 往 
往 可 以 查 到 进行 小 波 变 换 的 各 种 数值 编程 ,这 里 就 不 介绍 了 . 

定义 信号 的 连续 小 波 变 换 为 

W/(a,b)=(f,9, =lal | fy’ 
它 对 应 的 道 变换 为 


1 da 
1 =| | [WC6,a) Iya Ct) “db, 


， ap GE 入. (13.15) 


(13. 16) 


C, = [YF 入 [<<co， (13. 17) 


其 中 至 (w) 是 VD 的 傅 氏 变换 . 
可 以 看 出 ,小 波 变 换 的 谱 Wj(a,5) 是 频率 a 和 时 间 5b/a 依赖 
的 ,同样 也 可 以 给 出 时 间 分 辨 的 功率 谱 , 互 谱 , 双 谱 , 等 等 . 例如 有 
小 波 功率 谱 : 
S(a,b) = |Wy/(a,b) | 
又 如 , 取 某 一 个 时 间 间隔 zo 寺 r 寺 7 ,To 二 TI 一 To 
小 波 互 谱 (cross-spectrum): 


后 ,可 以 定义 
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CY (a) = | Wi (a, TW, Cayrdr 


它 是 属于 时 间 间 隔 (ro,r) 中 的 量 ;如 取 不 同 的 时 间 间 隔 (=+iyr)， 
则 可 以 得 到 属于 不 同 特征 时 间 间 隔 的 小 波 互 谱 . 
小 波 延 迟 互 谱 ; 


CY (ayAr) = | (a Walasr + Ar)dr. (13.18) 
归 一 化 的 小 波 互 相干 ， : 


7y¢ (a AD) = — 7 (13. 19) 
fe) [PF (Ca) Ps® Ga) 1 ° 
其 中 Pr (4a) 二 Cyyla) 是 小 波 自 功率 谱 .同样 也 有 小 波 的 高 阶 谱 , 如 当 
1 1 1 1 
a a a [oom 14,o=w +t 
时 ,有 
小 波 双 谱 : 
BY Ga,02) =— | W; (a Wa W, (ays) dr. (13. 20) 
小 波 自 双 谱 . 
BY (ai,as) = Brr(alyay). (13. 21) 
小 波 互 双 相干 : 
W 
[oY (al az) 了 |By (a1,a2)|? ， 
| [Welai, TW, (a;,,T) dr |PY Ca) 
0<bi(a1,42) 1. (13. 22) 
小 波 自 相干 : 
[6™ (ai ,Q2) 一 [Lprr(ai , 42) |. (13. 23) 
小 波 双 相干 : 
21 十 az 一 4 
(13. 24) 


"(OF = Say > 区 ra) 
小 波 总 双 相干 ， 


. ee es ee 


| 
9 
‘ 
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21 十 az 一 & 


[oF = 5 Lo* Ga,as)]. 


从 已 发 表 的 研究 工作 来 看 ,与 傅 里 叶 双 谱 相 比 , 小 波 双 谱 有 以 下 优 
点 : 时 间 分 辩 好 ,在 相同 的 数据 序列 下 可 以 降低 噪声 . 而 缺点 是 牺 
性 了 频率 分 辨 率 . 

2，Wigner-Villey 变换 -2 

两 个 随机 过 程 f(z) 和 g (的 互 WD(CWigner-Villey) 变 换 定 


(13. 25) 


义 成 
Wrstso)=| eflitE)e'li—F)dr, (13.26) 
有 . 
Wy,slt,0) = W(t,w). (13. 27) 
而 一 个 信号 f(z) 的 自 WD 变换 定义 为 
WiGo) = et 三 f* [一生 dr. (13. 28) 


若 将 f(z) 和 g GO) 的 傅 氏 变换 写成 下 (Co) 和 CCo), 则 有 谱 的 WD 变 
换 


] i€z € x 四 
Wh,e(w,t) = ”esp| o+ 7 jc 区 7 EG (13. 29) 
可 以 证 明 信 号 的 WD 变换 等 于 其 傅 氏 谱 的 WD 变换 
Wop,slt,w) = We,clw,t). (13. 30) 


对 WD 变换 (和 对 健 氏 变换 一 样 ) 也 可 以 通过 它 的 各 阶 矩 来 作 数 
学 描述 . 不 过 由 于 WD 变换 同时 是 :和 w 依赖 的 ,所 以 它 的 窍 也 分 
成 时 间 依 赖 (但 对 频率 求 平均 ) 的 矩 和 频率 依赖 (对 时 间 求 平均 ) 的 
和 矩 . 还 应 该 特别 注意 的 是 : Wy(z) 并 不 一 定 总 是 正 的 ,因此 对 它 的 
各 种 矩 作 物理 解释 时 要 特别 小 心 . 
3. WD 变换 的 频率 矩 

它们 又 可 以 分 成 局 部 矩 ( 只 对 频率 求 平均 ) 和 整体 矩 (对 频率 
和 时 间 都 求 平均 ). 

(1) 局 部 秆 

零 阶 窍 ( 对 频率 的 平均 ) : 
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PG) 一 工 | 


2Tj_- 
因此 PyQ) 是 信号 Fi) 的 瞬时 功率 ,并 且 是 非 负 的 .对 于 Py() 守 0 
的 时 刻 1, 可 以 有 WD 变换 的 更 高 阶 ( 频 率 ) 甜 . 
一 阶 和 矩 : 


Wt,w) dw = |f 0)1:. (13. 31) 


Qj = 其 | Wi do/PiCt). (13.32) 


Q(z) 可 以 解释 成 i 时刻 WD 变换 的 平均 频率 (或 瞬时 频率 ). 可 证 


010 = Im FD = Im $lnf 0). (13. 33) 
如 把 ( 复 ) 信 号 写成 
f(t) = A()es®, (13. 34) 
则 有 


DG) = # (0). 
这 表示 信号 的 瞬时 频率 是 其 辐 角 对 时 间 的 一 阶 导数 ,而 且 当 f(4) 
是 实 信 号 时 ($=0),Q24()=0. 
二 阶 和 矩 . 
mr(D) 一 一 二 | [oo 一 OrGD]WrGso)dw/PrCD， (13. 35) 
由 于 WG() 并 不 总 为 正 , 故 my 也 不 能 保证 是 正 的 ,因此 不 能 将 它 
简单 解释 为 频率 的 方差 . 


1l».df GD 
利用 (13. 34) 式 ,有 
__ldA4Q@ 
m/(D) = AG) 2 ;faln| A. 


则 当 |4Q)|=Aoexp[7t] Ch4o,7= 常 数 ) 时 ,mr(G) 一 0， 
(2) 整体 甜 
整体 零 阶 矩 


P= | Wr)dido= Fl 一 TFI 4G3.36) 
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只 要 信和 号 存在 、 它 总 是 正 的 ,所 以 代表 了 信号 的 全 部 能 量 . 


— 1 So9 Co -- 
= 其 | | esoydtdo/ Pr 


= 去 | oI) ldo/ | Fl 


_ Or| GD)12dt/ | 入 | 2. 


它 代表 的 是 WD 变换 的 整体 平均 频率 : 即 一 方面 等 于 信和 号 谱 的 平 
均 频 率 ; 另 一 方面 等 于 信号 的 瞬时 频率 加 权 平 均 ， 
整体 二 阶 息 : 


mr 一 一 去 | | ce 一 QW w)dtdw/ Py 


- 寺 - Cw 一 QF (Cw) 12dw/ | FI. 


pi 
由 于 my 的 非 负 性 ,因此 可 以 解释 为 信号 谱 的 离散 程度 . 
4. 时 间 算 | 
类 似 频 率 和 抢 ,它们 也 可 分 成 局 部 矩 和 整体 窍 . 
(1) 局 部 和 冠 
零 阶 矩 ( 对 时 间 的 平均 ) 
Pr(o) = | Wilesw)dt = |FCw) | (13. 37) 
一 阶 甜 : 
Ti) = | ro)dz/PrC)， (13. 38) 
它 可 以 解释 成 信号 的 平均 时 间 . 可 证 
Troy =— Im ee =—— Im EInF(w). (13.39) 
| 如 把 信号 的 健 氏 谱写 成 
F(w) = A(w)e™*”, (13. 40) 
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则 有 
Tr(w) =— yy (w). 


由 于 FC(w) 有 系统 传递 函数 的 意义 , 故 Ty 有 系统 “ 群 延迟 ”的 物理 


意义 . 
二 阶 矩 .: 
Mr(w) =| [T/Co) Pw) dt/PrCw). (13. 41) 
同样 可 以 有 
1 d F’'(w) 
Mj(w) 一 一 > Re 元 Fe 一 一 六 - Q_ln|4(o) |. 
(2) 整体 甜 


零 阶 整体 矩 即 为 Pj, 见 式 (13. 36). 而 一 阶 整体 矩 为 
TT, = 去 | | WiGeso) dide/ Pj 
= 冯 | Ti(%) Fw) do/ | Fo) 用 
= | zf) de 


它 代表 的 是 WD 变换 的 整体 平均 时 间 : 即 一 方面 等 于 信号 的 平均 
时 间 ; 男 一 方面 等 于 信号 群 延 迟 的 加 权 平 均 , 权 函数 则 为 能 量 密度 
谱 . 

二 阶 整体 矩 为 


和 = 去 | | < — TW/(t,w) didw/ Py 


=| 7DfW hd/ NF:> 0. 


以 上 只 是 关于 WD 变换 的 粗浅 介绍 ,但 已 经 可 以 看 出 它 可 以 
描述 非 平稳 随机 过 程 的 瞬时 频谱 特性 . 与 小 波 分 析 相 比 , 它 的 优点 
是 所 采取 的 完备 正 交 基 与 傅 氏 变换 相同 ,十 分 简单 .成 熟 ; 它 的 缺 
点 是 由 于 变换 函数 对 信和 号 的 依赖 关系 是 非 线 性 的 ,在 作 代 数 运算 
时 不 如 小 波 变换 简单 . 
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vv 一 一 


13.1.5 非 线性 动力 学 的 分 析 


在 非 线性 动力 学 中 ,对 于 随机 (无 规 ) 的 时 间 信号 序列 发 展 了 
系列 的 特征 数值 描述 ,如 广义 维 、 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 指 数 ， 
等 等. 它们 通常 都 是 运用 计算 机 对 所 提供 的 数据 流 直 接 作 数 值 分 
析 而 得 到 的 . 事先 对 这 些 数据 流 的 性 质 和 质量 并 无 特殊 要 求 ,因而 
是 相当 普 适 的 分 析 方 法 . 但 在 另 一 方面 ,这 些 数值 特征 都 是 宏观 
的 、 唯 象 的 ,没有 时 间 分 辩 和 模式 分 辨 ,形式 上 有 点 像 WD 变换 的 
整体 矩 , 而 且 迄 今 为 止 它们 和 (物理 学 上 有 意义 的 ) 可 测量 量 之 间 
尚 无 直接 .可靠 的 关系 . 因此 在 许多 定量 化 描述 程度 很 高 的 物理 学 
研究 领域 里 并 没有 取得 许多 人 原来 期 望 的 成 功 . 相反 ,在 一 些 定 量 
化 描述 程度 较 低 的 物理 学 研究 领域 以 及 相当 多 的 比 物理 学 复杂 得 
多 的 研究 领域 ,由 于 原来 连 最 起 码 的 分 析 都 难以 开展 ,现在 应 用 这 
些 特征 数值 多 少 可 以 得 出 一 些 定性 上 的 描述 ,进而 帮助 人 们 建立 
起 唯 象 的 图 像 , 因 此 受到 了 广泛 的 重视 . 

这 里 ， 将 对 几 种 常用 的 数值 特征 量 作 最 简明 扼要 的 介绍 详细 
的 讨论 以 及 具体 的 计算 程式 请 参考 这 方面 的 专著 及 文献 . 在 汗 牛 
充 栋 的 非 线 性 科学 书籍 中 ， 文献 [9] 是 作者 认为 的 较为 实用 的 好 
书 ,推荐 读者 参考 . 

1. 广义 维 

前 面 曾 指 出 ， 着 许多 用 普通 解析 方法 (如 微分 和 积分 运 
算 ) 无 法 描述 的 随机 过 程 ,因为 如 果 对 它们 硬 作 传 氏 变换 后 ,会 发 
现 其 频谱 对 应 的 随机 微分 方程 中 的 时 间 导 数 应 该 是 分 数 维 的 . 这 
就 是 说 ,这 类 随机 过 程 在 其 相 空间 中 应 该 具有 分 数 维 数 . 由 于 目前 
尚 无 分 数 维 空间 的 解析 分 析 方 法 ,所 以 在 非 线性 动力 学 中 发 展 了 
许多 从 随机 信号 Fd) 通 过 计算 机 计算 其 分 数 维 数 的 数值 方法 . 广 
义 维 就 是 最 常用 的 一 类 表示 吸引 子 ( 可 看 成 一 随机 过 程 ) 在 相 空 间 
中 的 几何 结构 (分 数 维 数 ) 的 数值 表征 . 
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在 定义 广义 维 时 ,将 M 维 相 空 间 中 奇异 吸引 子 的 时 间 演 化 
ft) 分 离 采样 N 点 . 另外 ,把 M 维 的 相 空间 分 成 MG-) 个 体积 为 
”的 小 “M 方 ” 盒 子 . 设 在 第 &GE=1,2,…,MC-)) 个 盒子 中 发 现 了 
册 个 采样 点 , 则 随机 过 程 f(z) 在 这 个 相 空 间 元 (小 盒子 ) 中 的 概 

为 


.NN, 
z pr 一 lim N: 
由 此 可 定义 广义 维 为 
Mor) 
log| S11 ps 
D, = Lim 
q— 1 .0 logr ， 9 之 0. (13. 42 ) 


其 中 g 是 任 一 正 实数 . 在 实际 应 用 中 ,常用 以 下 几 种 特殊 g 值 时 的 
分 数 维 作为 数值 表征 . 
2.， 豪 斯 多 夫 (Hausdorff) 余 维 


当 g 一 0 时 ,上 式 变 成 
.logM(r 
z Po = lim 各 和， (13. 43) 
这 就 是 所 谓 的 豪 斯 多 夫 余 维 . 


3. 信息 维 (或 科 尔 莫 龙 罗 夫 (Kolmogorov) 业 ) 
当 9 一 1 时 ,广义 维 的 定义 式 变 成 


(13. 44) 


这 就 是 所 谓 的 信息 (information) 维 ， 在 许多 文献 中 也 称 为 科 尔 莫 
龙 罗 夫 粹 .上 式 中 的 分 子 


M(7) 
$ 一 2 pulogp, 
有 时 也 被 用 作 描 述 随机 过 程 的 数值 特征 , 称 为 信息 炳 . ， 
科 和 尔 真 戈 罗 夫 精 常 被 用 来 描述 一 个 动力 学 体系 的 演化 行为 . 
例如 当 一 个 随机 过 程 f(z) 的 Di 二 0 时 ,可 以 判断 此 体系 必定 作 周 


(13. 45) 


Se a 
dy i 
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期 运动 ; 反 过 来 当 Di= co 时 , 则 可 断定 这 是 一 个 白 噪 声 体系 ;而 当 
D, 取 有 限 值 时 ,体系 将 处 于 不 同 程度 的 确定 性 混沌 状态 . 
4. 相关 维 

当 g==2 时 ,广义 维 的 定义 式 变 成 


M(7) 


一 1， (13. 46) 
它 被 称 为 相关 维 . 一 般 认 为 ,系统 (随机 过 程 ) 的 目 由 度 ( 也 即 包容 
此 分 数 维 几 何 结构 的 最 小 相 空 间 的 正 整 数 维 数 )D- 应 该 等 于 将 
Dp, 值 取 整 ( 数 ) 后 再 加 1. 因此 ,如 果 我 们 想 要 构造 一 个 解析 的 数 


-学 模型 来 对 此 随机 过 程 作 进一步 的 定量 描述 时 ,至 少 应 该 取 D。 


维 的 空间 . 这 种 试图 通常 被 称 为 对 奇异 吸引 子 (随机 过 程 ) 的 “动力 
学 重 构 ”, 但 目前 还 没有 令 人 满意 的 成 采 . 
5. 李 雅 普 诺 夫 指 数 、 

一 个 动力 学 体系 的 演化 过 程 可 以 用 其 在 相 空间 中 代表 点 的 运 
动 轨道 来 描述 . 如 果 系 统 在 相 空间 的 轨道 只 是 一 点 ,并 不 随时 间 演 
化 而 运动 ,我 们 就 称 系统 的 演化 行为 为 “不 动 点 ”, 它 表示 系统 处 在 
静止 状态 . 随机 演化 过 程 的 相 空间 轨道 往往 呈现 出 无 规 性 ,不 但 从 
一 点 出 发 的 轨道 以 后 不 再 回归 这 点 ,而 且 从 不 同 但 初始 非常 靠近 
的 相 点 出 发 的 轨道 也 会 随时 间 而 愈 离 愈 远 . 若 在 相 空 间 的 某 个 方 
向 上 初始 相 邻 的 轨道 其 间距 不 随时 间 而 变 , 就 可 以 认为 在 这 个 方 
向 上 系统 的 演化 过 程 是 周期 性 的 . 而 当 相 空间 的 某 个 方向 上 初始 
相 邻 的 轨道 其 间距 是 随时 间 指 数 型 地 减少 时 ,可 以 认为 在 这 个 方 
向 上 系统 的 演化 过 程 是 稳定 的 . 动力 学 体系 在 相 空 间 某 方向 上 各 
轨道 间距 的 时 间 变 化 可 以 半 定 量 地 用 一 指数 函数 来 描述 

d(t) = d(0)e”. (13. 47) 

其 中 7 是 表征 轨道 间距 变化 方向 和 快慢 的 特征 量 , 称 为 李 雅 普 诺 
夫 指 数 (可 证 它 也 是 信息 维 D1). 当 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 负 (Y<0) 
时 ,系统 在 这 个 方向 上 的 演化 就 是 稳定 的 ; 当 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 零 
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(7 二 0) 时 ,系统 在 这 个 方向 上 的 演化 是 周期 性 的 ;而 当 李 雅 普 诺 夫 
指数 为 正 (Y 二 0) 时 ,系统 在 这 个 方向 上 的 演化 一 定 是 混沌 的 . 系统 
在 一 个 方向 上 往往 有 不 止 一 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 ,但 只 要 有 一 个 为 
正 , 系 统 就 出 现 混沌 行为 ,并 且 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 个 数 愈 多 , 系 
统 的 混沌 程度 就 愈 高 . 

以 有 4 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 (7,,7,,7;,7,) 的 相 空 间 演化 过 程 
为 例 , 当 这 4 个 李 雅 普 诺 夫 指 数 依次 为 
(一 ,一 ,一 ,一 ) 时 ,系统 状态 为 定 态 (或 不 动 点 )， 
(0, 一 ,一 ,一 ) 时 ,系统 状态 为 周期 振荡 (或 极限 环 )， 
(0,0, 一 ,一 ) 或 (0,0,0, 一 ) 时 ,系统 状态 为 准 周期 振荡 ， 
(十 ,0, 一 ,一 ) 时 ,系统 状态 为 混沌 态 ， 
(十 ,十 ,0, 一 ) 时 ,系统 状态 为 超 混沌 态 . 
还 可 以 证 明 所 有 李 雅 普 庶 夫 正 指数 之 和 总 大 于 科 尔 黄 号 罗 夫 


2 DD. 


由 以 上 的 介绍 可 以 看 出 , 非 线性 动力 学 的 数学 特征 量 员 能 给 
出 体系 随机 程度 的 定性 或 至 多 是 半 定 量 的 整体 描述 , 从 它 目前 的 
发 展 水 平 来 看 ,还 不 能 满足 描述 等 离子 体 滑动 过 程 的 要 求 


13.2 准 线 性 过 程 及 弱 汕 理论 简介 


13.2.1 概 述 
现在 回 到 弗 拉 索 夫 理 论 ,对 无 碰撞 的 等 离子 体 体系 ,其 分 布 函 
数 的 演化 由 弗 拉 索 夫 方程 描述 ， 


of of af 
Or tv*artrf.ay=0. 


其 中 p 王 mv 是 粒子 的 动量 ,Fg CE 十 v XB/c) 是 洛 伦 兹 力 , 而 电 、 
磁场 E 和 B 则 满足 麦克 斯 书 电磁 方程 组 (从 上 略 ). 这 里 与 线性 理论 
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不 同 的 是 ,f 和 FF 都 是 平稳 随机 过 程 ,而 不 是 单 频 的 扰动 过 程 . 下 


面 来 给 出 弱 湛 理论 对 此 问题 的 解决 方法 . 令 
f=f°+f, f= (7), 
F=F?+FE, 万 (0) 一 (F), 


(fy=0; 
(F)=0. 


其 中 ( 心 ) 表 示 取 集 平均 ,对 各 态 历经 或 准 各 态 历经 的 平稳 过 程 来 


说 ,也 可 以 是 (对 宏观 短 而 微观 长 的 一 段 ) 时 间 平 均 . 在 实际 上 往往 
无 法 确切 地 判断 一 个 随机 过 程 是 否 是 平稳 过 程 , 更 不 用 说 准 各 态 
历经 了 . 因此 物理 上 常常 是 先 假定 所 讨论 的 过 程 是 平稳 过 程 , 甚 至 
是 准 各 态 历经 的 ,然后 用 适用 于 这 类 特定 过 程 的 数学 方法 去 描述 ， 
最 后 将 分 析 的 结果 与 实验 结果 作 比 较 . 如 果 能 有 不 同 程度 的 符合 ， 
就 表明 所 研究 过 程 在 不 同 程度 上 接近 平稳 过 程 乃至 于 准 各 态 历经 
过 程 ;否则 的 话 , 再 改 用 其 他 方法 . 在 许多 教科 书 和 文献 中 都 将 上 
述 平均 视 为 对 时 间 的 平均 ,因此 平均 量 f=《f),E=(E),… 
也 是 时 间 上 的 慢 变 量 ;而 扰动 量 广 , 关 , 广 ,… 则 是 时 间 快 变量 . 对 弗 
拉 索 夫 方 程 通 过 取 平 均 可 得 出 慢 变 的 分 布 函数 /中 随时 间 慢 变 的 
方程 。 


ao afo jw ,of® .of 
3 to or tf ‘3p 十 人 


其 中 最 后 一 项 是 两 个 扰动 (随机 ) 过 程 的 互 关 联 函 数 , 也 可 以 看 成 
是 由 两 个 快 变 过 程 经 过 相干 而 变 成 的 慢 变 项 . 从 原来 的 弗 拉 索 夫 
方程 减 去 上 一 个 方程 后 ,可 得 快 变 分 布 函数 所 满足 的 (时 间 快 
变 ) 方 程 


of of ,of ,of 

3 trot op tf ‘3p 
~ of ,sof、 
th -PF.8)—°0. 


同样 ,对 相应 的 麦克 斯 韦 方 程 组 也 作 类 似 的 分 解 . 可 以 看 出 ,上 面 
时 间 快 . 慢 变 化 的 两 组 方程 是 相互 耦合 的 ,而 快 变量 的 方程 又 很 难 ， 
解 出 . 在 弱 汕 理论 中 是 通过 微 扰 论 的 方法 来 把 后 一 个 方程 通过 未 
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级 近似 来 求解 的 . 即 假定 


om 


f= 2 7®, F=F, fotn /Fo Ne 1, 
7 = 0,，]，…. (13. 48) 
这 表明 与 平均 、 慢 变量 Fo ,F@ 相 比 ,扰动 . 快 变量 Fa) ,和 一 Fo 是 
一 阶 小 量 , 而 扰动 分 布 函数 Fe , Fe 是 二 阶 、 三 阶 的 高 阶 小 量 . 在 
快 变 分 布 函数 所 满足 的 方程 中 代入 上 式 ,再 按 不 同 的 (小 量 ) 阶 
数 来 写 开 ,就 可 以 得 到 各 微 扰 阶 的 分 布 函数 fo G=1,2,…) 所 满 
足 的 快 变 方程 . 对 于 最 低 阶 (1 阶 ) ,我 们 有 线性 方程 组 


3 | ， 3 ， 2 3 0, (13. 49) 
[关于 五 和 Be 的 麦克 斯 六方 和 组] (13. 50) 
它们 和 慢 变 的 分 布 函数 ”所 满足 的 准 线性 方程 
2 上 ，。 2 上 co ， ES 
] of» 
= 一 (FD， 3p 》 (13. 51) 


构成 了 一 个 封闭 的 联 立方 程 组 . 一 般 先 取 零 阶 分 布 函数 Fo 为 竺 
定 参量 , 联 立 求解 一 阶 微 扰 分 布 /的 线性 方程 和 扰动 电磁 场 的 
线性 麦克 斯 韦 方程 组 . 解法 可 以 参考 第 二 三 .四 章 中 所 介绍 的 各 
种 方法 (如 沿 未 扰动 轨道 积分 法 、 沿 未 扰动 导 心 轨道 积分 法 ,等 
等 ). 然后 将 求 出 的 fa (其 中 包含 着 作为 待定 参量 的 fo) 代入 准 
线性 方程 ,总 可 以 得 出 下 列 形式 的 速度 空间 扩散 方程 


af? 2 C0) af _3.,. 全 oo ， 
Di 十 vv . 十 F ® op op ° DD,,。 op 


其 中 D, 是 速度 空间 的 扩散 系数 , 它 和 外 加 电磁 场 Boo ,B@w 以 及 
等 离子 体 中 线性 本 征 模 Em,B 中 的 关联 函数 有 关 ( 详 见 后 面 的 介 
绍 ). 最 后 通过 这 个 方程 (通常 称 为 准 线性 的 弗 拉 索 夫 方程 ) 来 解 出 
经 过 满 动 修正 的 慢 变 (平衡 ) 粒 子 分 布 函 数 Fo 


(13. 52) 
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在 下 一 小 节 , 我 们 将 以 无 外 场 时 等 离子 体 的 静电 波 满 动 体系 
为 例 , 来 作 仔细 讨论 ;对 有 均匀 外 磁场 的 电磁 波 满 动 体系 只 给 出 扩 
散 系数 五 .的 最 后 表达 式 , 而 不 作 任 何 推导 ， 


13.2.2 准 线 性 方程 (无 外 场 静 电 淇 动 ) 


对 无 外 场 时 的 静电 沸 动 ,有 Eo=Bo=0 及 B=0, 因而 相应 的 
准 线性 方程 组 可 写成 


oe Do of 


_ eB. 
十 v。 Dr mE 3 >， (13. 53) 

on Dj ge Do 
十 2 Or 一 — mE: Ov 9 (13., 54) 
V:E= 4r) nogelfe (wv )dv. (13. 55) 


先 对 线性 方程 组 (13. 54) (13. 55) 中 的 快 变 空 间 、. 时 间作 傅 氏 变换 
(其 中 的 零 阶 分 布 函数 是 时 间 慢 变量 ,在 作 傅 氏 变换 时 可 当成 不 变 
的 参量 ) 

CFo ,五 ) = | CsEDer ”redodk 
按 第 九 章 线性 弗 拉 索 夫 理论 的 推导 ,可 得 (下 面 为 了 简单 , 略 去 下 . 
标 a) 


] g ao 
fi Ho Tio) me: dv 
将 上 式 代入 (13. 53) 式 后 ,得 
d 三 = of) 
dt tv Or 


一 fn,. 3 iCkertkr)— (td) dkdk’' dwdow/ 


_9.， | - 95| (和 8 eiGktHbD)r 一 icoTw Di 
Ov iCo— kev). 
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x dkdk' dwde | . Fo 


_9 < of) 
一 一 © D,, ® dv 。 


上 式 中 的 五 .为 速度 空间 的 扩散 张 量 , 有 和 
方 | EE (@ik+k rilete) dkdk'dwdw. 


ww 一 大。 
上 式 中 的 (…) 代 表 对 宏观 小 而 微观 大 的 空间 尺度 与 时 间 尺 度 作 平 
均 . 具体 来 说 ,在 本 问题 中 微观 的 空间 尺度 可 以 取 为 静电 满 动 的 特 
征 波长 (2x/&), 而 微观 的 时 间 尺 度 则 可 取 滇 动 的 特征 周期 
(2r/w). 这 种 平均 会 将 快 变 量 消 掉 , 只 留 下 慢 变 量 , 即 

(ikrtkn) =— Hk + Kk'), 

(eT tH) = d(w + w). 
故 有 


十 | Eb gdo, 


由 于 E_,=E, ,所 以 有 


E_iE, = EE, = Sr = 8r kk 


到? 
其 中 Zi(2) 是 静电 场 的 能 量 , 在 准 线性 理论 中 , 它 是 一 个 由 于 波 - 粒 
子 共振 相互 作用 而 随时 间 慢 变 的 量 ,服从 波 能 变化 方程 


SE 2y, 0) Bl), 一 > CCt) 一 CC0)e2 05 (13.56) 


这 个 方程 和 弗 拉 索 夫 线性 理论 的 波 能 方程 相似 ,但 其 中 的 增长 率 
(或 阻尼 率 )Yi(z) 现 在 ( 即 在 油 动 波 场 中 ) 是 时 间 的 慢 变 函数 而 不 
是 (如 线性 波 中 的 ) 常 数 . 这 是 准 线性 理论 与 线性 理论 的 一 个 主要 
区 别 . 从 物理 上 来 看 ,增长 率 与 零 阶 分 布 函数 的 梯度 3Fo/ao 有 
关 , 在 线性 波 理论 中 零 阶 分 布 函数 是 由 平衡 的 弗 拉 索 夫 方程 给 定 
的 不 随时 间 变 化 的 量 , 因 此 相应 的 波 能 增长 率 也 是 不 随时 间 变 的 ; 
而 在 准 线性 理论 中 零 阶 分 布 函数 是 时 间 的 慢 变 量 , 是 由 (时 间 慢 变 


] 
Gr, CC 一 — |E,|:, 
8T 
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的 ) 准 线性 方程 确定 其 变化 的 ， 所 以 相应 的 波 能 增长 率 也 随时 间 慢 
变 . 利用 静电 波 能 的 演化 方程 , 


十 2 
| dd (13. 57) 
. 2 € | 
1 | podk, (13.58) 
当 t > 00, wh = Wmax 一 wx 十 ix， (13. 59) 


导出 最 后 一 个 等 式 时 考虑 到 ,在 一 个 微观 长 的 时 间 后 ,在 静电 潮 动 

的 所 有 模式 中 只 有 增长 率 最 大 的 一 支 wx 显露 了 出 来 ,被 我 们 所 

探测 到 . 因此 ,在 上 一 式 中 对 所 有 频率 的 积分 就 只 挑 出 了 这 一 支 模 

式 .最 后 可 以 得 出 无 外 场 时 静电 滑动 的 准 线性 方程 组 
2 a Fo) a 去 38f® 


tv gs -ao' De Bo (13. 60) 
Puc ) 一 | 外 dk， (13. 61) 
ee =2Ym(t) Sim lt) , (13. 62) 
其 中 Yow(t) 是 各 耗 散 型 本 征 模 增长 率 
7 5D/ |, 


中 最 大 的 那个 (在 下 面 的 表达 式 中 ,将 这 支 模 标 记 成 we 十 izo). 如 
果 将 这 支 模 的 传播 方向 取 成 某 一 坐标 轴 的 方向 , 则 静电 汕 动 的 准 
后生 方程 可 化 为 一 一 维 的 偏 微 分 方程 组 . 例如 令 
k= ke,, kv = ku. 
则 准 线性 方程 组 可 简写 成 

2 二 2 一 一 | ReCD。) f°|， 《13. 63) 
其 中 RecD 的 是 速度 空间 扩散 系数 的 实 天 | 因为 方程 中 其 他 
项 都 是 实 的 ,而 D 一 般 是 复 函 数 


18rg: Gr(t) 
D, = | wo 一 kw 十 1k， 
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当 Yo wo 时 ,有 
1 2 . _， 
mw 一 AL 十 ji ao 一 有 At 1r0(wo 4). 
故 其 实 部 为 


Re CD.) ee — kdk 


Ww 
_ 2 LNW EL 
mno 好 k=w, ju 
Fi,a 0)1? 
S(t) -0 270CD 
这 个 表达 式 在 下 面 将 多 次 用 到 . 


13.2.3 准 线性 方程 (均匀 外 磁场 中 的 电磁 汕 动 ) 


这 时 , 取 直 角 坐 标 系 , 令 B= Boel 一 Boe: (Bo 二 常数 ) ,El 关 0， 
Bi 关 0. 下 面 不 作 推 导 地 给 出 其 准 线性 方程 组 ,详细 的 过 程 请 参考 
文献 L10]. 

ep =lim"g’ 3 [i Ow 一 RIv 一 nwe) 


V-—>o0 7 一 二 oo 


| pn, | 2p| Lfw, 
FF kv 1 kjvl 1 | 
L -| 1 Wier / 力 1 5 + wr pl 9p1 


fa 一 本 (Bu 十 iE)e-*],_1(z) 


十 FE 一 iEi)er],1(z) 十 D1 EJ,(2), 
之 一 “2 ， k =k| cosgOe .十 Ri sinde, 十 Re-， 
其 中 0 是 上 与 ej 的 夹 角 . 


it 


Gtinergei err me a i 
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上 面 给 出 的 公式 ,是 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 . 但 在 应 用 中 往 
往 需 要 在 一 般 的 正 交 坐 标 系 ( 如 柱 坐 标 系 , 球 坐 标 系 ,等 等 ) 中 讨论 
间 题 ,在 任意 正 交 坐标 系 中 的 准 线性 方程 组 的 表达 式 在 参考 书 
[11] 中 有 详细 介绍 . 
例如 ,在 正 交 坐标 系 
{ecyepyey)} 9 |dso | 二 (hda)? 十 (hedp)’ 二 (hyd7)’ 


中 人 
dr /po 3 Fo 
开关 这 pv 允 | 
Vg =hohehy, A， 一 (ay 07Y)， 
13.2.4 准 线性 方程 的 一 般 性 质 
1. 守恒 性 
利用 上 面 得 出 的 静电 庙 动 准 线性 方程 组 (一 维 ) 
加 = 之 |D。 之 f% |， (13. 64) 
=i 2 dh, (13. 65) 
本 一 2 和 tt)G (ED)， (13. 66 ) 
及 色散 方程 
ofw 
D(w,k)=1+ 5 | Sdu = 0， 


可 以 一 般 性 地 (不 必 对 f。 和 2; 作 特 殊 的 假定 ) 证 明 , 处 在 静电 席 
动 状态 的 等 离子 体 满足 下 列 的 守恒 律 ; 
(1) 粒子 数 守 恒 


eet) = 0， nw(t) = na| falo "dv . 


上 式 中 没有 指出 空间 坐标 ,这 是 因为 这 些 守 恒 律 都 只 涉及 分 布 函 


(13. 67) 
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数 的 速度 空间 甜 . 当 等 离子 体 是 空间 均匀 的 ,它们 的 速度 分 布 函数 
就 和 坐标 无 关 . 而 当 等 离子 体 是 空间 不 均匀 的 时 候 , 分 布 函数 是 坐 
标 依赖 的 ,同时 速度 空间 各 阶 矩 的 守恒 也 是 坐标 依赖 的 , 即 这 些 守 
恒 律 都 是 空间 局 域 的 守恒 律 .不 过 因为 坐标 在 下 面 的 推导 过 程 中 
只 是 一 个 不 变 参 量 , 故 为 了 表达 简单 ,把 它 省 略 了 . 下面 是 利用 准 
线性 方程 对 粒子 数 守 恒 的 证 明 过 程 . 
ma) = ofa 
D ” 宇 3 Fn 


= Noo 2 Diao 2ya | 


vw; 


二 0. 
在 上 面 的 证 明 过 程 中 用 到 了 时 、 空 平均 了 的 粒子 数 密度 nw 二 常 
数 ,以 及 速度 为 无 穷 大 时 的 分 布 函数 为 零 这 一 物理 要 求 . 
(2) 动量 守恒 
< > no) Polt)) = (13. 68) 
证 明 如 下 : 


| Dn Pade)) == 世 3) [mn vfaolt)dv 
加 =- 于 momoj 4 Ds fa, 
=— Dmno| Do Br equ 
一 i2[dkesc| 5) Jan 了 Ye 


其 中 用 到 了 准 线 性 方程 (13. 64) 及 DD 的 一 维 表达 式 (13. 65). 在 
把 括号 中 的 项 用 静电 波 的 色散 方程 变 成 一 & 后 ,上 式 成 为 
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‘| Dn Pa le)) =i2 [gdt 二 0. 
而 最 后 一 步 则 利用 了 被 积 函 数 Zi 是 奇 函 数 , 它 在 & 的 对 称 域 上 
积分 为 零 . 于 是 动量 守恒 得 证 . 
(3) 能 量 守恒 


| 2 Fr Ct meV? Ct) 十 4 (13. 69) 
证 明 如 下 : 先 从 第 一 部 分 (粒子 系 动 能 ) 开 始 ， 
| 2 Fn)moV? Ce) | -4| 2 mao ?food oj 

一 mn | 2| D, Sa dz 

一 = 3 Dp Manool 一 ?|“D。 edu | 

i2 D0 ade 2 wo— ku dv 
骨 利 用 等 式 

jh -1 +) 至 


上 式 的 最 后 后 一 项 在 代入 积分 |du… 后 ,积分 为 零 ; 故 速度 空间 的 积 


: 分 只 4 剩 下 一 项 ， 


| 2 Tnae my Ce) | =—i2|dke E | 0 | Lfegu 


(再 用 一 次 色散 方程 )= ~i2 [dase, % (hk) 


=i2 [dk Coti7) 


部 ) 一 一 |27visdh 
9 
一 一 sdk 


. d 
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在 导出 上 式 时 还 用 到 了 波 能 变化 率 方程 . 将 上 式 方 程 的 右面 项 移 
到 左面 ,就 证 明了 总 体系 (粒子 系 与 波 系 ) 的 能 量 守 便 (13. 69) 式 . 
这 时 在 粒子 系 和 波 系 间 虽然 可 以 交换 能 量 , 但 总 能 量 并 不 改变 . 
2. 波 的 朗 道 阻尼 和 道 阻 尼 ( 不 稳定 性 ) 

为 简单 ,只 考虑 均匀 等 离子 体 中 无 磁场 高 频 静电 波 情况 ,这 时 
只 需 计 入 电子 的 响应 . 仍 使 用 一 维 公 式 


oj/ ”82e? Ale | 
ot 110 du u 1k= 


| | 


“uu du 


假定 86; 二 常数 , 则 准 线性 方程 可 进一步 写成 
ld/lo,d 二 | 
| u dz du\wul) du 
对 朗 道 阻尼 (7Y,d@i/dz 二 0) 情 况 下 的 电子 分 布 函数 ( 见 图 13. 6 
(a)) ,假定 共振 波 的 相 速 处 在 分 布 函 数 的 拐点 之 下 , 则 有 


dj d?foo 2| 1 dj 。 
du | ,ow < 0， du? | ,oh >0, 一 du\ul) dz 一 0. 
因此 一 定 有 
dfoo 
dz 0. 


人 人、 


/kk 
(b) (c) 


图 13.6 朗 道 阻尼 的 准 线性 演化 


EN 
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这 表明 在 共振 点 处 的 电子 分 布 函 数 将 增 大 ,而 且 只 要 这 一 点 的 

3/ax<0, 这 种 增长 就 不 会 停止 ( 见 图 13. 6(b)). 于 是 分 布 函数 f。 

的 准 线性 演化 最 终 就 是 使 共振 点 处 的 分 布 “ 变 平 2( 如 图 13. 6(c)). 
对 于 不 稳定 (y,dexs/dt 盖 0) 情 况 ( 见 图 13. 7(a)) ,在 拐点 之 


后 ,有 
本 2 
dfoo > 0， d? foo < 0， -一 > 1) Ys 
uw) du 


du | ,wt ~ du? | ,wt du 
这 表明 在 共振 点 处 的 电子 分 布 函数 将 减少 ,而 且 只 要 这 一 点 的 
Hu/avw>0, 这 种 降低 就 不 会 停止 ( 见 图 13. 7(b)). 于 是 分 布 函 数 f。 
的 准 线性 演化 最 终 也 是 使 共振 点 处 的 分 布 “ 变 平 ”( 如 图 13.7(c))， 


~ 0. 


人 /天 
(c) 


图 13. 7 不 稳定 性 的 准 线性 演化 


因此 无 论 如 何 , 准 线性 方程 都 是 使 波 -粒子 共振 处 的 分 布 函 数 
变 平 ;同时 也 使 Y(:->oo) 一 0. 这 就 是 准 线性 方程 的 物理 图 像 . 


13.2.5 弱 汕 理论 的 高 阶 微 扰 展开 


如 果 用 准 粒子 的 概念 ,把 等 离子 体 中 的 波 当成 量子 化 的 波 子 
( 即 所 谓 的 plasmon), 则 准 线性 相互 作用 可 以 表示 成 费 恩 曼 型 的 
图 (图 13. 8). 图 中 的 实 线 代 表 粒 子 , 弯 线 代表 等 离子 体 波 子 , 而 项 
点 代表 波 -粒子 相互 作用 . 相互 作用 要 满足 能 量 守恒 条 件 ， 


ww.— kv = 0., 
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天 


4 人 pt 有 fk 
图 13. 8” 准 线性 相互 作用 的 费 恩 曼 图 

可 以 看 出 , 准 线性 过 程 相 当 于 粒子 吸收 一 个 波 子 (阻尼 ) 或 发 出 一 
个 波 子 (不 稳定 性 ?的 相互 作用 过 程 , 而 粒子 的 能 量 及 动量 也 相应 
增加 或 减少 一 个 波 子 的 能 量 及 动量 . 只 是 波 子 的 能 量 在 弱 满 理论 
中 还 比 粒子 的 动能 小 ,因此 粒子 在 准 线性 过 程 中 能 量 的 变化 不 明 
显 , 而 其 动量 的 改变 却 十 分 明显 一 一 这 使 得 准 线性 过 程 看 上 去 更 
像 粒子 在 速度 空间 的 散射 过 程 ,可 以 用 速度 空间 的 扩散 方程 来 描 
述 . 对 于 等 离子 体 波 子 体系 来 说 ,其 能 量 的 改变 不 能 忽略 , 须 用 能 
量变 化 率 方程 来 描述 . 这 就 是 准 线性 方程 组 


(0) (0) 
df DD_9.$. DD doyoe,0). 


dt op op dt 
如 果 将 弱 洁 展开 进行 到 二 阶 时 , 即 
这 时 会 发 生 两 类 弱 油 的 非 线 性 过 程 : 
Qi) 波 -粒子 的 非 线 性 朗 道 阻尼 (图 13. 9). 
\ yk 0 史 名 ou on,,k, 
pp Am hmkh 万 人 th 二 hn 人 ph 


图 13.9 二 阶 波 -粒子 相互 作用 的 费 恩 曼 图 


这 时 图 中 含有 两 个 顶点 , 即 发 生 两 次 波 -粒子 相互 作用 ,整个 
过 程 也 要 满足 能 量 守恒 条 件 : 


wl 一 oz 一 (Ki 一 大 )。m， 
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这 样 的 过 程 有 三 种 ,分 别 对 应 于 粒子 吸收 一 个 波 子 并 发 出 一 个 波 


了 于、 吸收 两 个 波 子 ,以 及 发 出 两 个 波 子 . 其 结果 对 于 粒子 系 来 说 仍 
相当 于 速度 空间 的 扩散 ,而 对 等 离子 体 波 系 来 说 相当 于 自发 辐射 


”引起 的 波 能 变化 
~ df‘%Y! (#1) 9 击 do) (1) 
dt ep “~™ dp 
支 / kik, 
D. ~| (wi 一 ki * v1) (ww 一 Kk, » v;) , 
dc 
下 =6 |om Sudk 
(i) 三 波 相 互 作用 (图 13. 10). 
1, kl Op KI 
0,k 
,kk 


. 图 13.10 三 波 相 互 作用 的 费 恩 最 图 
这 相当 于 两 波 耦合 成 一 支 新 波 或 一 支 波 分 成 两 支 波 的 过 程 ， 
满足 能 量 .动量 守恒 定律 
wl 十 os 一 w， ki 二 + k,=k. ， 
从 物理 上 来 看 ,这 相当 于 波 能 除了 因 自 发 辐射 损失 能 量 外 ,还 由 于 
受 激 辐射 而 损失 能 量 的 过 程 (或 者 相反 地 ,使 能 量 增 大 的 不 稳定 过 = 
程 ) 


d@y 
dt 


当 三 支 波 中 有 一 支 波 是 比较 强 的 外 加 电磁 波 时 ,这 样 的 波 相互 作 
用 过 程 又 称 为 参量 过 程 . 它们 可 以 用 动 理学 方法 描述 ,也 可 以 用 双 
流体 方程 描述 . 请 参考 本 书 第 七 章 中 的 介绍 . 

弱 洲 的 更 高 阶 微 扰 展开 ,也 可 以 用 类 似 的 (高 阶 ) 费 思 受 图 、 速 


-一 El uaeadk 十 Jw Gudhdk,. 
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度 分 布 函 数 的 准 线性 方程 及 波 能 变化 方程 来 描述 . 有 兴趣 的 读者 
可 以 参看 两 本 专著 , 见 文献 [12],L13j. 
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第 四 部 分 


碰撞 和 输 运 


第 十 四 章 ”碰撞 和 输 运 引 论 


碰撞 是 指 粒子 间 一 种 激烈 的 相互 作用 过 程 ,在 相互 作用 前 后 
” ”粒子 的 空间 位 置 基 本 不 改变 ,但 速度 和 动能 却 产 生 了 巨大 的 变化 . 
，“ 对 带电 粒子 来 说 ,碰撞 是 指 粒子 间距 小 于 德 拜 长 度 时 ,在 屏蔽 库仑 
”” 势 场 中 的 “ 近 程 ”相互 作用 过 程 . 而 带电 粒子 间距 大 于 德 拜 半径 时 
的 “远程 ”相互 作用 过 程 则 用 等 离子 体 集体 运动 (自治 场 或 等 离子 
体 波 ) 来 描述 . 弹性 碰撞 是 指 在 碰撞 过 程 中 粒子 的 种 类 及 内 能 不 改 
变 , 只 有 动量 ,动能 发 生 改 变 的 碰撞 过 程 ;而 非 弹性 碰撞 则 是 相 撞 
粒子 种 类 、 内 能 及 动能 都 发 生变 化 的 碰撞 (如 原子 和 离子 中 的 电子 
被 激发 .被 电离 ,离子 和 电子 复合 成 低 电荷 离子 或 原子 并 同时 发 射 
出 光 辐 射 ,等 等 ). 本 课程 只 讨论 弹性 碰撞 的 动 理学 描述 . 由 于 弹性 
| “碰撞 过 程 和 粒子 (在 相互 作用 的 前 后 ) 的 速度 密切 相关 ,所 以 仅 在 

”坐标 空间 来 描述 它 是 不 够 的 ,还 必须 在 速度 空间 进行 描述 . 在 历史 
| ”上 , 正 是 描述 中 性 粒子 间 碰 撞 的 需要 , 才 产 生 了 动 理学 ,进而 发 展 
成 在 坐标 和 速度 联合 组 成 的 “ 相 空间 ”描述 多 粒子 体系 的 “统计 物 


理学 ” 在 等 离子 体 物理 学 发 展 的 历史 上 ,也 是 先 有 描述 带电 粒子 


| ， ”碰撞 的 动 理学 描述 ( 朗 道 碰撞 方程 ,1936) ,后 有 描述 带电 粒子 无 碰 
 ， ， 擅 集体 运动 (自治 场 或 等 离子 体 波 ) 的 弗 拉 索 夫 理论 (1937). 等 离 
， 乎 体 的 碰 擅 理论 是 从 中 性 粒子 的 碰 擅 理论 发 展 而 来 的 ,借鉴 了 许 


和。 多 中 性 气体 碰撞 理论 的 成 功 处 理 方法 . 但 今天 的 等 离子 体 碰 擅 理 
I ” 论 已 经 有 了 完整 的 .有 自己 特色 的 理论 体系 . 本 课程 的 这 一 部 分 就 


是 比较 系统 而 又 简单 地 介绍 这 一 理论 体系 ;在 其 中 较 后 部 分 还 将 
介绍 当 等 离子 体 中 碰撞 和 波 同时 起 作用 时 的 动 理 学 处 理 方法 . 
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14.1 自 扩散 和 集体 输 运 


弹性 碰撞 理论 分 成 两 大 部 分 : 自 扩散 和 集体 输 运 . 

目 扩 散 又 称 试探 粒子 近似 或 弛 瑰 过 程 ; 它 描 写 一 群 特 指 的 粒 
子 ( 即 试探 粒子 ) 与 等 离子 体 背 景 粒 子 间 碰撞 后 ,试探 粒子 所 受到 
的 影响 . 在 这 种 描述 中 , 既 不 考虑 试探 粒子 间 的 碰撞 ,也 不 考虑 背 
景 粒子 在 (和 试探 粒子 ) 碰 撞 中 受到 的 反作用 . 这 时 碰撞 的 结果 就 
是 : 试探 粒子 本 身 的 动量 能量 在 变化 ,而 其 他 粒子 的 变化 均 被 忽 
略 . 这 通常 出 现在 数 密度 比较 小 的 电子 束 或 离子 束 射 入 密度 比较 
大 的 等 离子 体 中 时 的 物理 问题 中 . 
“如 有 果 我 们 讨论 的 是 两 群 或 多 群 数 密度 相近 的 带电 粒子 间 由 碰 
撞 而 产生 的 物理 问题 , 则 不 但 粒子 群 间 的 作用 和 反作用 均 不 能 忽 
略 ， 就 是 同 种 粒子 之 间 的 碰撞 也 不 可 忽略 . 描述 这 类 过 程 的 弹性 碰 
撞 理 论 比较 复杂 , 称 为 集体 输 运 . 

无 论 是 自 扩 散 过 程 还 是 集体 输 运 过 程 ,都 可 以 用 带 碰 撞 项 的 
动 理学 方程 来 描述 

tr Vf 十 定 ， Vofo = [ 识 | ， fo falr,v ,2). 

(14. ) 

方程 的 右面 就 是 (总 ) 碰 撞 项 ， 它 可 以 写成 各 种 粒子 (ae,8=e'i,， 
间 的 碰撞 项 之 和 
芝 | = PCadfes fn. (14. 2) 
由 于 粒子 间 的 弹性 碰撞 只 (在 相 擅 粒子 间 交 换 动量 和 动能 ,所 以 保 
持 整 个 相 撞 粒 子 系 的 粒子 数 、 动 量 和 动能 不 变 ( 守 恒 ). 对 同类 粒子 
(例如 同 是 电子 或 离子 ) 系 来 说 有 


|c-ar 一 0， (14. 3) 


14.2 自 扩 散 $527 


|mewCudo = 0， (14.4) 
| mced 一 0. (14. 5) 
而 对 于 不 同 种 粒子 所 组 成 的 相 撞 粒子 系 来 说 ,在 弹性 碰撞 过 程 中 
应 有 

[mvCudo 十 [mavCido 二 0 (Rp 十 Rp 一 0) 9 (14. 6) 
| pi v?Coadw 十 | 3 mpev’Cpadv 一 0. (14.7) 
其 中 Rs 是 第 a 种 粒子 在 和 第 8 种 粒子 碰撞 时 由 于 动量 改变 所 受 
到 的 摩擦 力 或 拖 电力 ,这 样 (14. 6) 式 就 表示 碰撞 过 程 中 作用 力 和 
反作用 力 平衡 . 
在 流体 描述 中 , 自 扩 散 和 集体 输 运 有 较 大 差别 ， 下 面 来 分 别 讨 
论 . 


14.2 自 扩 获 


这 时 的 粒子 速度 分 布 函数 可 以 用 5 函数 描述 
flv ,t = 0) 一 Gov 一 2). 


由 带 碰撞 项 的 动 理学 方程 ,通过 求 各 阶 速度 矩 的 方法 可 以 得 到 相 


应 的 流体 方程 . 其 中 零 阶 矩 是 试探 粒子 数 守恒 ,没有 特别 的 意思 . 
一 阶 矩 描述 的 是 试探 粒子 平行 (于 入 射 方向 的 ?动量 的 慢 化 过 程 


d 
人 -一 多 = 一 xp (14. 8) 


其 中 zt, 是 所 谓 的 动量 慢 化 时 间 , 而 w 是 相应 的 慢 化 频率 . 这 时 ,入 
射 试探 粒子 由 于 和 背景 粒子 的 碰撞 ,受到 一 拖 忠 (摩擦 ) 力 ,因而 减 
速 . 二 阶 矩 分 成 平行 方向 的 能 量 衰减 方程 

de __ ye,, (14. 9) 
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和 垂直 (于 入 射 ) 方 向 的 能 量 增 大 方程 
d 
Er (14. 10) 


试探 粒子 原先 在 垂直 方向 上 既 无 动量 也 无 能 量 ,经 历 了 碰撞 后 ,这 
些 粒子 被 随机 地 散射 到 空间 的 各 个 方向 . 它们 在 垂直 方向 上 的 总 
(或 平均 ) 动 量 虽然 仍 为 零 ,但 总 (或 平均 ) 动 能 却 不 为 零 , 而 且 不 断 
增 大 (同时 平行 能 量 在 不 断 减少 ). 在 上 面 三 个 方程 中 的 各 种 碰撞 
频率 可 以 通过 解 动 理学 方程 而 得 到 ( 见 15. 5 节 ). 


14.3 输 运 方程 组 


集体 碰撞 的 最 明显 物理 后 果 是 ; 带电 粒子 流体 元 的 数 密度 、 
动量 和 能 量 分 别 从 密度 、 速 度 及 温度 高 的 区 域 “ 输 运 ”到 这 些 参 量 
值 比较 低 的 区 域 中 去 . 这 在 流体 描述 中 是 分 别 通过 各 输 运 ( 矩 ) 方 
程 来 表示 的 (详细 的 推导 请 参考 本 书 16. 1. 2 小 节 或 文献 [1]). 


14.3.1 零 阶 矩 ,连续 性 (粒子 输 运 ) 方 程 


Onalr, 
t) 十 V* [nelr,t) u(r,t)] 


One 
0 


9 & 一 ey1)…， (14.11) 


其 中 
nalr ,t) =no| Pr ,t)dv 9 


nar ,t) Ua lr ,t) =no| vfalr,v ,t)dv. 
方程 右边 的 (5n。/5t) 是 由 于 非 弹 性 碰撞 过 程 而 导致 的 粒子 产生 (或 
复合 消失) 速率 .还 可 以 定义 粒子 ( 输 运 ) 流 为 


a 一 Nalr ,tMUa r,t). 
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14. 3.2 一 阶 矩 ,动量 (运动 ) 方 各 


Manea Pers 十 manadls * Vu 


nelB iu XB)— VP 一 V .应 十 R (14.12) 
方程 的 右边 依次 是 ; 电磁 力 , 热 压力 , 黏 性 力 ,碰撞 摩擦 力 . 有 的 文 
献上 把 热 压力 和 黏 性 力 合 写作 

VP—_V:Bo_v.B,, PoPpIi+l. 
而 工 .,P。 则 分 别称 为 黏 性 张 量 和 压强 张 量 . 第 a 种 粒子 的 碰撞 摩 
擦 力 等 于 它 与 其 他 种 类 粒子 的 碰撞 摩擦 力 之 和 ( 同 种 粒子 间 的 碰 
撞 由 于 动量 守恒 而 为 零 ) 


R, = > Rp, 
ac 天 有 
Rup 一 Mana(Ua 一 Ug) Vag Rup 一 一 Rp. 
对 一 种 特殊 的 情况 , 即 静态 .无 外 力 、 无 对 流 的 带电 粒子 系 , 其 动量 
方程 可 写成 


一 VP 十 民 . 一 0， 字 一 人。Vzu 111o7le1lalu 


1, 
1, 一 No 一 一 —— Yn 三 一 D,. VY na. 
Mh aVa 


这 样 ,连续 性 方程 和 和 上述 静态 的 动量 平衡 方程 就 约 化 成 粒子 数 密 
度 的 扩散 型 方程 


Ona 
了 二 VCD。 Vze) 


许多 实验 室 的 等 离子 体 都 可 以 近似 当成 无 快速 宏观 流动 的 流体 ， 
这 时 唯一 存在 的 粒子 流 是 由 碰撞 而 引起 的 缓慢 “扩散 流 ” 对 这 类 
等 离子 体 来 说 , 输 运 方程 就 只 包括 上 面 的 粒子 扩散 方程 和 下 面 的 
能 量 平衡 方程 
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14.3.3 二 阶 矩 ,能 量 平衡 方程 


定义 每 个 a 粒子 的 平均 总 能 量 ( 动 能 与 热能 之 和 ) 


K, = me + >T,, 
和 总 能 流 (动能 流 ,热能 流 ,压力 、 黏 性 力作 功 ,及 碰撞 造成 的 热流 


之 和 ) 


了 3? 3 二 
QO, 四 2 Na Ua 十 2 十 P, ® Ua 十 das 
于 是 能 量 守 恒 方 程 可 写作 
Pe RA yg +t ng ER ut Q. 
(14.13) 
或 者 
dT., oT., 
六 mu df = Sn Ey 十 Snelu, 。V)7。 
一 一 (五 .内 。 1 一 V q+ Qo, 
其 中 Q. 是 不 同 种 粒子 间 由 于 碰撞 而 交换 的 能 量 ， 
Q, = > Quo. (14. 14) 


pu 
由 弹性 碰撞 保持 相 撞 粒子 总 体系 的 能 量 守 恒 (14.7) 式 ,可 证 
Go =— pa — (Us — Up) »* Rag. (14.15) 
当 a 二 e,B 二 1 时 ,可 以 从 动 理学 方程 求 得 
四 3 ni(T. — TT) 


ie 一 T 9 
2 Tie 


Qs 二 一 Qic (ue 加 Ui) ° Re z 


_mj 、 了 1 » 二 

由 Rs 四 e i (Ue Ui) NE Qie 十 o 
2 

由 o 一 77! 一 地 一 圭一 Qi 十 7, 
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其 中 忆 是 离子 和 电子 间 ( 由 于 弹性 碰撞 ) 的 温度 平衡 特征 时 间 , 可 
以 从 动 理学 理论 求 出 (例如 参考 《等 离子 体 物理 原理 》"',166 一 168 
页 ). 在 Qs 表达 式 中 的 第 二 项 是 外 电场 对 电子 的 欧姆 加 热 , 而 第 一 
项 则 是 被 加 热 的 电子 通过 弹性 碰撞 传 给 离子 的 能 ( 热 ) 量 . 


14.3.4 使 输 运 方程 封闭 的 输 运 定律 


在 前 面 给 出 的 由 速度 的 头 三 个 矩 组 成 的 输 运 方程 组 中 ,有 两 
个 高 阶 矩 g., 荆 . 还 是 未 知 的 . 为 了 使 方程 组 封闭 ,通常 的 办 法 是 利 
用 线性 非 平衡 热力 学 的 输 运 定律 来 把 这 两 个 高 阶 矩 通过 低 阶 矩 的 
空间 梯度 表示 出 来 . 第 一 个 输 运 定律 是 健 里 叶 热 传导 定律 : 


da 一 一 Ku V7T。， (14. 16) 
其 中 x 称 为 热传导 系数 . 第 二 个 是 牛顿 黏 性 定律 ; 
B=—¢ A Siva)—7iyV wD, G417) 
Ou; 9zLi 
一 dz, + Bz (1,7] = 1,2,3), (14. 18) 


其 中 和 ,ye 分别 是 剪 切 黏 性 系数 和 体 黏 性 系数 . 在 本 书 的 第 五 章 中 
曾 对 这 些 黏 性 系数 作 过 系统 介绍 ,因此 这 里 就 不 再 重复 了 . 这些 输 
运 系数 可 以 从 实验 测 出 ,也 可 以 由 动 理 学 理论 求 得 .本 课程 将 给 出 
用 动 理学 理论 导出 这 些 系数 的 具体 过 程 . 


参考 文献 


[1] 马 腾 才 , 胡 希 伟 , 陈 银 华 . 等 离子 体 物理 原理 . 合肥 :中国 科学 技术 大 学 
出 版 社 ,1988 

[2] Landau, Lifshitz. Fluid Mechanics, 2nd Edition. Pergamon Press， 
1987. 44 一 47 


第 十 五 章 碰撞 算 子 


动 理 学 方程 
df (r() ,v(t),t) 8 .of 下 .af /of 
dz a tv'a+h 55 一 | 过 |. 


右边 的 项 代表 碰撞 引起 的 速度 分 布 函数 的 变化 率 , 通 常 称 为 碰撞 
积分 或 碰撞 (微分 或 积分 ) 算 子 . 碰撞 项 可 以 通过 多 种 途径 导出 , 例 
如 可 以 从 各 种 碰 挤 模型 (Krook, 玻 尔 兹 曼 ， 福 克 尔 - 普 朗 克 ) 得 
出 ,也 可 以 从 刘 维 方程 经 BBGKY 途径 或 克利 蒙 托 维 奇 
(Klimontovich) 途 径 导 出 . 为 了 和 推导 碰撞 项 的 模型 方法 相 区 别 ， 
后 者 也 称 为 碰撞 算 子 的 数学 理论 . 本 章 介 绍 的 是 各 种 碰撞 模型 ,万 
其 以 福 克 尔 - 普 朗 克 磁 撞 项 为 重点 . 


15.1 Krook 人 肆 撞 项 


这 碰撞 项 又 称 BGK (P.L. Bhatnagar, E. P. Gross and ML 
Krook, Physical Review ,94(1954)511) 磁 撞 项 ,可 以 根据 量 纲 分 
析 直 截 了 当地 把 动 理学 方程 右边 的 碰撞 项 简写 成 
.= 
. Ot | . To 
其 中 zt. 是 一 个 有 时 间 量 纲 的 特征 常数 ,通常 取 成 平均 的 碰撞 时 
间 . 这 量 也 可 以 看 成 初始 处 在 热力 学 线性 非 平 衡 态 的 速度 分 布 函 
数 了 趋向 热力 学 平衡 态 fo 的 弛 豫 时 间 . 因为 线性 (偏离 平衡 态 不 
远 ) 非 平衡 的 分 布 函数 可 以 写成 

f 一 fo 十 fi， 
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其 中 亡 就 是 对 平衡 的 偏离 量 . 由 于 有 


， 9fo ofo。, F 9fo 
dr DS Se y+ * 3 
ofo| _ 
_ [ 妥 | = 0， (15. 1) 
于 是 碰撞 项 可 写成 
af afi} __ fi 
4 -| 六 |.= t= 
此 方程 的 解 为 
| f(t) 一 万 (0)e 


由 这 个 方程 可 以 明显 看 出 t+ 具有 弛 瑰 时 间 的 物理 意义 ,相应 的 x 
称 为 碰撞 频率 . 一 般 来 说 ,碰撞 时 间 ( 频 率 ) 不 仅 是 速度 的 函数 ,而 
目 是 广 的 函数 . 但 这 里 则 取 zt.) 为 常数 ,这 明显 是 一 种 近似 
所 以 也 把 Krook (BGK) 碰 撞 项 称 为 (对 碰撞 项 的 ) 弛 殉 时 间 近 似 . 
这 样 ,只 要 知道 了 平衡 方程 (15. 1) 的 解 fw, 线 性 动 理学 方程 

9 . of F .fi — yf (15. 2) 


就 可 以 容易 地 求解 . 局 部 热力 学 平衡 的 速度 分 布 函数 为 
foo nalr) ,Ulr) ,Talr)) 


2 
mo 3/ 


2r7 (Cr) 


ma(Va 一 ec(r)) 
exp| 一 ee | (15， 3 ) 


= nal7) 


15.2 玻 尔 兹 曼 磁 撞 积 分 


这 是 历史 最 和 久 、 最 负 盛名 的 一 个 动 理 学 碰撞 模型 


(15. 4) 


个 相 碰 粒子 在 撞 后 的 速度 . 在 导出 玻 尔 兹 曼 方 程 时 , 曾 作 了 三 个 基 


S34 第 十 五 章 磁 撞 算 子 


本 假定 : G) 所 有 的 碰撞 都 是 两 体 碰撞 . Gi) 相 撞 粒子 在 碰撞 前 后 
均 作 自由 运动 . (iii) 分 子 混沌 假说 ; 两 类 粒子 间 的 碰撞 次 数 只 和 
两 粒子 分 布 函数 fij==fifij 十 Pi 中 的 户 广 有关, 而 和 两 粒子 关联 范 
数 已, 无 关 ， 

1936 年 明道 从 玻 尔 兹 曼 方程 出 发 ,再 加 上 了 一 个 进一步 的 假 
定 ( 两 粒子 间 的 相互 作用 是 库仑 相互 作用 ) 和 一 个 近似 (小 角 散 射 
近似 ), 导 出 了 适用 于 带电 粒子 间 碰 撞 的 朗 道 碰 撞 积分 ,相应 的 动 
理学 方程 就 称 为 朗 道 方 程 ( 详 见 15. 4. 2 小 节 ). 这 是 第 一 个 (描述 
碰撞 的 ) 等 离子 体 的 动 理学 方程 ， 比 无 碰撞 的 弗 拉 索 夫 动 理学 方程 
还 要 早 一 年 . 
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这 是 20 世纪 初 ,在 研究 布朗 粒子 运动 时 导出 的 碰撞 项 . 布朗 
粒子 由 于 质量 大 ,在 经 受 流 体 分 子 碰撞 时 ,每 个 时 刻 的 速度 改变 都 
很 小 Av &v ,因而 可 以 用 它 作为 小 量 来 对 布朗 粒子 的 速度 分 布 函 
数 作 泰勒 展开 . 这 样 得 到 的 碰撞 项 呈 微 分 算 子 的 形式 ,通常 称 为 福 
死 尔 - 普 朗 克 碰撞 项 . 它 的 推导 过 程 如 下 :， 

从 碰撞 项 的 定义 

[区 _ frv st) — frv ,tC— At) 
Ot | 。 Ai 
出 发 ,假定 每 次 碰撞 (不 一 定 是 两 体 碰撞 ) 使 被 碰 的 粒子 速度 产生 
一 个 变化 v 一 v 十 Av , 则 有 


Jr 大 ) =|acxr )f(rsv— Av 一 人) 


Yl(vV 一 Ano ,Av ,it 一 人)， 


其 中 Yo 一 Ao ,Av ,t 一 Az) 是 转移 概率 ,一 般 来 说 y 是 时 间 的 函 
数 , 但 在 下 面 我 们 进一步 假定 
(1) y 和 时 间 无 关 , 即 y= 二 ylv 一 Av ,Av ). 并 且 有 归 一 条 件 
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[yc _ Ap ,Av Jd(Av)=1. (15. 5) 


这 称 为 马尔 可 夫 近 似 . 物理 上 意味 着 碰撞 使 状态 (这 里 是 粒子 分 布 
函数 ) 发 生变 化 的 概率 和 历史 无 关 . 因此 这 个 近似 和 玻 尔 兹 曼 的 分 
子 混 沌 假说 有 同等 作用 . 

(ii) 每 次 碰撞 引起 的 粒子 速度 改变 Av 足够 小 ,可 以 用 它 作为 
小 量 来 展开 f 和 vy. 在 物理 上 来 看 ,由 于 带电 粒子 间 的 相互 作用 是 
库仑 长 程 作用 ,所 以 (和 传统 的 中 性 粒子 间 的 刚性 碰撞 相 比 ) 在 相 
隔 很 远 时 就 开始 发 生 “ 碰 撞 ”, 但 碰撞 “强度 ” 较 弱 ， 因此 两 粒子 间 的 
一 次 碰撞 可 以 当成 一 系列 速度 空间 中 小 角度 碰撞 之 和 . 这 就 是 等 
离子 体 碰撞 理论 中 对 小 角 散 射 特别 青睐 的 原因 . 

通常 小 的 散射 角 也 对 应 于 小 的 速度 变化 Av ( 见 图 15. 2) ,但 
在 瞄准 距离 非常 小 的 情况 下 ,这 两 者 并 不 等 同 . 这 时 正确 的 作法 是 
严格 按 小 角 而 不 是 按 小 的 Av 来 展开 . 最 后 按 小 角 展 开 得 出 的 库 
仑 对 数 将 会 比 按 小 Av 展开 得 到 的 结果 大 一 倍 左右 . 但 按 小 Av 展 
开 的 作法 比较 简单 ,而 且 对 速度 分 布 函数 的 具体 形式 没有 要 求 ( 目 
前 按 小 角 展 开 来 作 的 推导 ,只 能 对 麦克 斯 韦 型 的 分 布 函数 才能 进 
行 到 底 ). 因此 本 书 介绍 的 仍 是 按 Av 来 展开 的 推导 过 程 . 

这 样 , 当 取 到 泰勒 展开 的 第 二 阶 时 ,有 

f(r,v ,t) 


-face)| re 江 一 人 At) 十 (一 A) 3 


Ap 一 0 


1 87 ... 
十 2 (AvVAV): Fv ov or | 
x jyv ,ao)+( 一 An .部 

1 5 | 
十 2 (AVAV): 5537 Tt 


。(Av) 


Av=0 


= jacaw )| fei 一 At)Y AD 1) 一 2 
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9 (fy) 
ty 2 Oo9zp| (AvAv) | 


考虑 到 转移 概率 y 的 归 一 一 条 件 (15. 5) 式 ， 又 注意 到 f(r,v ,t 一 Az)， 
9f/0v |w-o,0:f/0v0’ |w-o 和 积分 无 关 , 可 以 移出 积分 号 ,结果 有 
f(rsv yi) — flrsv ,t— At) 


__ 3 Lr- — Ap)|daCAv )YA o | 


十 1 3 : [ye 一 Ap)|daCAv)yAvAo| 


定义 
(Av )= |YAvd Ao ) ， 
(AvAv ) = |YAvAvd (Av )， 


四 


2 
一 “(f(Av )) 十 工 9 (f(AvAv )). 


2 avav 


(15. 6) 
通常 称 (Av ) 为 动 理学 (速度 空间 ) 的 摩擦 系数 ,表示 碰撞 使 粒子 系 
的 平均 速度 ( 因 摩擦 力 而 导致 的 ) 减 慢 ; 而 (AvAv ) 被 称 为 (速度 空 
间 ) 扩 散 系数 ,表示 速度 分 布 函 数 因 碰撞 而 在 速度 空间 弥漫. 这 点 
可 以 通过 取 分 布 函 数 为 5 函数 ( 单 能 粒子 束 ) 来 说 明 ( 见 图 15. 1)， 

在 直角 坐标 系 (e1,ez,es) 中 , 令 
f(t=0)= 6(v—U), u(t = 0) = UV = Ue;, 

则 下 一 个 时 歼 的 分 布 要 f(z) 可 以 从 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 解 出 : 


2 - 一 A， (6(v 一 5)(Ao ))- 
oO’ 
十 1 535-0 — U) (AvAv )). 
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图 15.1 试探 粒子 因 碰 撞 而 在 
速度 空间 减速 和 扩散 


它 的 一 阶 矩 方程 为 


[oo -|。 


3 Ce - _ VD(Ao dv 
+ 去 |* 


: (6(v — UVU)AvAv ))dv. 


分 部 积分 后 得 
| vf(t) dv =|ic _ VD(Ao dv 


_ 六 [av —U) (AvAv 


U 


ou 2 


其 中 是 介 化 ( 笠 钙 ) 时 间 一 阶 矩 方程 也 就 是 (速度 空间 )“ 力 " 广 
程 ,有 解 


一 (Avw » 


u(t) = ul(0)e = Ue . 
由 此 可 知 (Av ) |,_v 具 有 (速度 空间 的 ) 摩 擦 力 的 物理 意义 . 
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令 wi 二 vi 一 wl8 二 1,2), 则 有 关于 横向 (垂直 于 初始 束 速度 方 
问 e;) 热 速度 wi 的 二 阶 矩 方程 


d | . 
| du =—— [wi 35: (8 — UAD)) do 


oO: 
OvOvV 


十 pa : (Sv — UVU)AvAv ))do ， 


dW:s 
4 一 引 jw 人 dao)ac 一 U)dv 十 |sc 一 TV)(AviAu dv 


一 2(rut(Aus))|。-o + (AvAve) | 0, 

= (AUAU,). 
在 最 后 一 步 , 用 到 了 wj|。-v 一 0. 这 个 方程 表示 的 是 束 粒 子 的 动 
能 在 与 背景 等 离子 体 粒子 碰撞 后 ,扩散 到 垂直 入 射 方向 去 的 速率 . 
为 了 能 对 扩散 系数 的 物理 意义 看 得 更 清楚 ,可 以 将 上 式 写成 : 

dWi UU 
dt rtm’ DY AUAU,)’ 

其 中 rpoc (AUiAU)-! 就 是 前 面 提 到 的 试探 粒子 近似 下 的 (垂直 方 
癌 ) 能 量 扩 散 特 征 时 间 . 可 见 福 克 尔 - 普 朗 克 算 子 中 的 扩散 系数 
《AUAU';) 和 能 量 扩 散 特征 频率 成 正比 . 

应 该 注意 到 ,虽然 在 一 开始 ,由 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 描述 的 束 
粒子 的 输 运 过 程 和 用 试探 粒子 近似 描写 的 弛 驳 过 程 非常 相似 ,但 
是 接 下 来 的 演化 就 开始 不 一 样 了 : 在 试探 粒子 近似 下 , 束 粒子 一 
直 保 持 8$ 型 的 速度 分 布 函数 不 变 , 它 们 在 入 射 方向 上 的 慢 化 速率 
和 垂直 入 射 方向 上 的 能 量 扩散 速率 也 保持 不 变 ; 而 在 福 克 尔 - 普 朗 
克 方 程 描 述 中 , 束 粒 子 下 一 时 刻 的 速度 分 布 函数 会 因 慢 化 和 扩散 
而 不 再 是 5 型 的 函数 了 ,相应 的 矩 ( 输 运 ) 方 程 也 会 和 试探 粒子 近 
似 下 的 弛 驳 方 程 不 同 . 从 物理 上 来 看 ,在 束 粒子 时 间 演 化 的 以 后 时 
刻 , 它 们 的 等 价 慢 化 速率 和 扩散 速率 都 将 比 一 开始 时 刻 的 相应 值 
降低 ,也 就 是 说 比试 探 粒子 近似 下 的 相应 特征 速率 低 . 显然 , 福 克 
尔 - 普 朗 克 方 程 的 描述 更 准确 . 
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15.4 用 Rosenbjuth 势 表 达 的 
福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 


15.4.1 Rosenbluth 势 的 推导 


和 玻 尔 兹 曼 碰 撞 积分 相 比 , 福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 是 微分 算 
子 , 相 应 的 动 理学 方程 是 微分 方程 ,这 使 它 比 玻 尔 兹 曼 方程 (微分 
一 积分 方程 ) 更 容易 解 . 但 要 用 福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 描述 带电 粒 


子 间 的 碰撞 ,首先 要 知道 转移 概率 的 具体 表达 式 . 目前 在 等 离子 体 


动 理学 中 ,只 能 在 自由 两 体 碰撞 的 假设 下 写 出 它 的 明显 表达 式 . 

在 两 体 碰撞 的 假定 下 ,可 以 按 导 出 玻 尔 效 曼 碰撞 项 的 同样 程 
序 来 写 出 y(v ,Av ). 当 一 个 (v1) 中 的 粒子 与 一 个 fz:(v2) 中 的 粒 
子 相 撞 时 ,第 一 个 粒子 被 散射 到 立体 角 元 dQ 中 的 几率 可 表示 
为 


do i 
0Dd92， dQ 一 sin0d0dy， 


其 中 dc 是 弹性 碰撞 的 微分 散射 截面 . 而 如 果 一 个 fi(vi) 中 的 粒子 
和 一 群 速度 在 vvs 十 dvs 间 的 fCv2) 粒 子 相 碰 , 则 单位 时 间 内 第 
一 个 粒子 散射 后 落 入 立体 角 元 dQ 中 的 转移 几率 为 


和 yo ,Av1)d (Av1) = 42d0 fa (v2)dv, 


其 中 Aw 是 和 散射 角 dQ 对 应 的 速度 突变 量 ( 见 图 15. 2), 而 w= 
vi 一 v2 | 是 相 撞 时 的 相对 速度 . 
这 样 福 克 尔 - 普 朗 克 碰撞 项 中 的 两 个 系数 就 可 以 明显 写 出 


(Av1) 一 [dvsf co) | dnc av) 495 ， 


(AviAv1) 一 |dv2f Cv)u| dQ Av av) 492， 
其 中 涉及 两 类 积分 ,对 于 立体 角 的 积分 可 以 首先 进行 . 在 弹性 碰撞 
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中 ,有 以 下 的 运动 学 关系 


7 

An =v wo 
1 1. 

mi 十 m2 


轴 的 球 坐 标 系 中 ,有 
他 Ax: 一 一 2x sin’ 5, 
EC 一 
: u(e,) Au;, = 2x sin eos cosg, 
图 15. 2 散射 角 与 速度 变 . 0 0 . 
化 量 关系 示意 图 Au,y= 2x sin Os 了 sin 


再 利用 屏蔽 库仑 势 场 中 弹 住 碰 着 的 微分 截面 表达 式 ( 参 考 ( 等 离子 
体 物 理 原 理 》y2,138 页 ) 


do gag 2 ] / 
dQ 2pu°) (sin: (0/2) 十 e:)?? 
_ dege] 
= 元 5， (15. 8) 


其 中 是 90* 的 瞄准 距离 . 将 它们 代入 前 面 关于 立体 角 的 积分 后 
可 以 得 出 (等 离子 体 物 理 原理 》2,147 一 149 页 ) 


(Av1)=— ID | | 一 : 元 | dw,f Cw) 了 


》 


(AviAv1i) = | | |dvsf Co;) ezez 十 exe， 


(44 


其 中 


而 ljn4 是 所 谓 的 库仑 对 数 . 上 面 的 表达 式 还 依赖 于 实验 室 直角 坐 
标 系 的 选择 , 仍 有 一 定 的 局 限 性 .下面 ,利用 


wl —u 


u 三 
C+’ Ctepy ss » ee ee, + er, 


Au. (15.7) 
, 而 按 图 15. 2, 在 以 相对 速度 方向 e。 为 对 称 


i 
人 
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可 以 把 福 克 尔 - 普 朗 克 磁 撞 算 子 中 的 两 个 系数 写成 与 具体 坐标 系 
无 关 的 形式 
《Avi1) 二 一 | gz Lm | dosf os) 2 五 ， (15.9) 
&1l 
ri | 于 gz | [dvsf cw,) wl un (15. 10) 
(AviAv1) 一 1 gi | 2 v;) 3 。 。 
再 利用 _ 
u a 1 wi Ou 
Wav wi’ 3 一 dvov’ (15. 11) 
并 引进 两 个 速度 的 函数 (Rosenbluth 势 ) 
m1 十 772? f (v,) 2 
Hw)= | )] a jd To oT (15. 12) 
G(vi) 一 [于 a] |dvsf Cv) | vw 一 ol， | v1 CO— vs | 一 ww, 
: di 
(15. 13) 
来 简化 两 个 福 克 尔 - 普 朗 克 系 数 的 表达 式 
| oH (v1) , 
(Av1) 一 1 dv 9 (15. 14) 
OG (v1) 
(AviAv1) = 7 1 ama vi (15. 15) 
最 后 得 到 用 Rosenbluth 向 下 直入 上 朗 克 袖 撞 算 子 
of (vi) _n oH (v1) 
| 3 | -|- 5 7eon dv | 


1 Oo: , OG (v1) | 
六 5757 : | Feoy 3 | . (15. 16) 


速度 的 函数 及 (v1) 和 G(v1) 之 所 以 被 称 为 “ 势 ”函数 ,是 因为 它们 


"满足 速度 空间 的 “ 泊 松 方程 ”, 和 坐标 空间 的 静电 势 在 形式 上 等 价 . 


为 此 ， 首先 注意 到 这 两 个 积分 被 积 函数 中 的 1/ |v1—v 和 [vv 
一 & 分 别 满足 以 下 泊 松 型 微分 方程 


Vs 一 一 一 4r8(z)， w 一 | v1 一 wz|， 
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Vi Viu= Vi < =—— grd(u). 


vn 


因此 ,1/u,u 具有 这 两 个 微分 方程 的 格林 函数 的 意义 ,将 上 两 式 乘 
上 相应 因子 并 对 | …f (vs)dvs 求 积分 后 ,有 


2 。 
ViH(w)=— 4r| gz ma p(w,) |， (15. 17) 
1 d1 Ms 
2m» 
Vo Vo GC (V1) = V。2 A 十 mt (01) 
2 
一 一 sr[ [| Hop |. (15. 18) 


这 两 个 方程 都 有 静电 势 在 坐标 空间 的 泊 松 方程 的 形式 ,只 不 过 现 
在 是 在 速度 空间 而 已 , 故 把 它们 简 称 为 Rosenbluth 势 函 数 . 


15. 4.2 ” 朗 道 碰撞 项 


带 Rosenbluth 势 函 数 的 碰撞 项 还 可 以 从 玻 尔 兹 曼 方 程 导出 . 
朗 道 于 1936 年 在 取 库 仑 势 场 中 的 微分 散射 截面 并 对 我 尔 兹 盟 碰 
撞 积 分 作 小 Av 展开 到 二 阶 后 ,得 到 了 有 名 的 朗 道 碰撞 项 

. [9f. 了 el” 9 oO|v;— ov,| 

.= ma "| O ViO vo; 


, Ee ofi(v) fi(vi) df;(v)) 


mm; O 也 7IZ O Uy; 


lav,, (15. 19) 


其 中 被 积 函 数 第 一 项 也 可 以 按 (15. 11) 的 第 二 式 , 用 相对 速度 组 成 
的 二 阶 张 量 写 出 . 而 表达 式 中 一 开始 的 常数 与 库仑 对 数 有 关 ， 
4ng; 
显然 ,明道 碰撞 项 具有 微分 算 子 的 形式 ,而 不 再 是 积分 算 子 了 . 
可 证 ,具有 Rosenbluth 势 的 福 克 尔 - 普 朗 克 算 子 和 朗 道 碰撞 
算 子 是 完全 等 价 的 . 首先 可 以 从 物理 上 来 看 出 它们 的 等 价 性 ; 
在 导出 具有 Rosenbluth 势 的 福 克 尔 - 普 朗 克 算 子 时 ,用 到 了 


1', = 


lInA. 
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以 下 的 基本 假定 : 

(i) 马尔 可 夫 近 似 , Gi) 小 Av 展开 , Giii) 库仑 相互 作用 , (iv) . 
两 体 碰撞 . 其 中 ,前 两 个 用 于 导出 福 克 尔 - 普 朗 克 碰撞 项 ,后 两 个 则 
用 于 进一步 导出 Rosenbluth 势 . 

而 在 导出 朗 道 碰撞 算 子 时 ,用 到 了 直列 基 本 假定 : 

(i) 分 子 混沌 假定 , Gi) 两 体 碰撞 ,(iii) 库仑 相互 作用 ,Civ) 小 
Av 展开 . 其 中 ,前 两 项 用 于 导出 玻 尔 效 曼 碰撞 项 ,后 两 个 则 是 进而 
推导 朗 道 碰撞 算 子 所 用 到 的 . 

从 上 面 的 描述 可 以 看 出 ,由 于 在 统计 物理 学 上 马尔 可 夫 近 似 


等 价 于 分 子 混沌 假定 , 故 在 最 终 导 出 两 个 碰撞 算 子 时 ,所 用 的 基本 


假定 是 完全 相同 的 ,只 是 使 用 的 先后 次 序 有 些 不 同 而 已 . 下 面具 体 
从 朗 道 碰撞 算 子 出 发 来 导出 含 Rosenbluth 势 的 福 克 尔 -普度 克 碰 
撞 项 . 由 (15. 19) 等 式 右 端的 积分 开始 ,并 利用 |v 一 vj| 二， 
Ou/9 vj 二 一 Ou/9 Vi 以 及 分 部 积分 ,有 
| :| vi—vi|. Ee ofilv) _ fi(v) ae | dv, 
OvOv, ' mi 9 v; mj 9v; 

9fi(v;) , oO’ 
Ov; vi9 芒 

六 oo| 5 5 
fi Fed 


JfiCw do, 


f;(v;) dv; 


| uf;(v)d oj 


jpce 


9 ;9 Uv 
2 


_1[2)'2 .|/ oi 
mm f ' DO， 


_ | 和 | V? Gj;(v:;) ， 
MMi; gi Ov; 5; 


其 中 最 后 得 到 的 等 式 右 端的 后 一 项 再 利用 (15. 18) 式 可 以 进一步 
简化 成 
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一 思 二 可 | 于 | 3 
D0 qj fi O v, Vo Civ) 
7I0i 


-一 各 二 二 | 和 | 
0729075 qj “Ov; 


Ho)) ， 


然后 将 它 代 入 前 式 , 最 后 朗 道 碰撞 项 中 的 积分 部 分 就 化 成 
| v; — vj| fi( ;) Ofi(v;) fi (v:) of ( 7 
| avam | mn 3 加 me EE | 


J 


=- 一直 于 | [| 
Mi\ gq; On 2 9 Doaov 
(15. 20) 


然后 ,将 这 结果 代入 (15. 19) 式 ,就 正好 是 含 Rosenbluth 热 的 福 克 
尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 ， 

在 用 动 理学 方程 求解 输 运 问题 时 ,无 论 用 哪个 碰撞 项 都 可 以 . 
一 般 早 期 苏联 学 者 的 工作 都 是 用 朗 道 碰 擅 项 来 作 的 ,例如 S. I 
Braginskii 在 平板 几何 中 的 磁化 等 离子 体 输 运 系数 的 经 典 工作 
( 见 文献 [3]) ;而 美 欧 的 学 者 则 常用 福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 来 导出 ， 
例如 柱 形 几何 中 磁化 等 离子 体 输 运 系 数 的 权威 工作 ( 见 文献 [4])， 

不 过 在 证 明 弹 性 碰撞 项 能 保持 整个 碰撞 体系 的 粒子 数 .动量 
及 动能 守恒 时 ,用 朗 道 碰撞 项 特别 方便 . 


15.4.3 弹性 碰撞 算 子 的 守恒 性 质 
首先 ,将 朗 道 算 子 再 进行 简写 . 令 


有 1 021 
下 电 7 = 守 ， 一 ci 一 2rq;qiln4， 
及 
Ei 
Mm: Ov mj; 9v; 7 


可 以 发 现 ,存在 以 下 对 称 性 


Cij 一 Cj, Xi 一 一 Xi 


(15. 21) 
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于 是 开道 碰撞 算 子 就 可 以 表示 成 


| 
| Ot Mm; Ov; | “OQ vOv, Xidv;. (15.22) 


分 ,可 证 . 
~ [of. Ci 9 Ov—v|,, 
Jaol A oo 2 gao Ov:; | 9 vi9 mi Xv 


clov vy | 
2 ll 9 vO v; Xd vo 


° i 


D> 土 oo 
三 0. 
碰撞 保持 粒子 系 总 动量 守恒 ， 
5 fv.l | dv; 一 2 2 Fs (15. 23) 
其 中 
F;; = — cs | dw: | dw; Be * XvVis0;). (15.24) 
交换 上 面 表 达 式 的 下 标 i,j, 可 证 
Fi;=— FF;, F;= FF, 0. (15. 25) 
最 后 有 
2 2 Fs = 0, (15. 26) 
也 即 总 粒子 系 的 动量 守恒 . 
' 碰 撞 保 持 粒 子 系 总 能 量 守 恒 . 从 无 规 运动 能 (热能 ) 定 义 , 有 


| de 
一 2 2 S| qv 2 一 WU) 3 | Be * Xidv,. 
把 左面 展开 ,而 右面 用 一 个 简单 的 符号 Q; 来 代替 ,得 到 
55 oS) Ys) DE, 


(15. 27) 
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其 中 一 |dvwwifi. 由 上 式 (对 方程 左面 第 一 项 作 分 部 积分 后 ) 可 得 


oO| v:— wv;| 


Ci 十 U; 。 下 ;一 一 cjd "VU; * dv ° Xij, 


z 9| v— vl 
Qi 十 Zi 。 F:;= cs|dv: dv: : “avav Xij. 


的 对 称 性 . 将 上 面 两 式 相 加 ,得 
Ci 十 Qi 一 (Wu; — Ui)* F,.. (15. 28) 
显然 有 
: Qi; = Qj 三 0, (15. 29) 
最 后 ,从 本 小 节 第 一 式 可 证 系统 的 总 能 量 在 碰 擅 中 的 改变 为 
5 ao 过 | 六 7 一 2 2 (Q;; 十 u; * Fi;) 三 0. 
(15. 30) 
也 即 系统 的 总 能 量 在 碰撞 前 后 不 变 . 除了 以 上 三 个 守恒 律 外 ,一 个 
物理 上 合理 的 弹性 碰撞 算 子 还 应 满足 以 下 性 质 : 
(i) 如 果 在 t==0 时 ,粒子 速度 分 布 函数 有 Fo ,z 一 0) 之 0, 则 
对 以 后 的 任何 时 刻 iz, 都 应 该 有 f(v ,t 二 0) 宕 0. 
(ii) 麦克 斯 韦 速度 分 布 函数 fv(v?) 应 当 是 (9f/931).==0 时 的 
动 理学 方程 的 解 ( 即 热力 学 平衡 解 ). 
(iii) 存在 五 定理 : 


Ho, H= [flnfdv. 


特别 当 


2 ~- 9 一 f = fx. 
di 


的 证 明 过 程 可 以 参考 文献 L4] 和 [5j. 
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15. 5 ”试探 粒子 的 各 种 碰撞 频率 


之 福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 算 子 的 动 理学 方程 的 最 简单 应 用 ,是 描 
述 试探 粒子 的 弛 豫 过 程 . 在 本 章 一 开始 给 出 的 试探 粒子 的 各 种 弛 
殉 时 间 ( 慢 化 . 热 化 时 间 ) 都 可 以 从 动 理 学 方程 给 出 . 
.试探 粒子 模型 适用 的 条 件 主要 有 两 个 . 首先 要 求 作 为 试探 粒 
子 的 带电 粒子 密度 要 比 影响 它们 的 背景 等 离子 体 密度 低 得 多 ,于 
是 只 需 考虑 背景 等 离子 体 粒子 对 试探 粒子 的 碰撞 作用 ( 慢 化 、 热 化 
等 ), 而 不 用 考虑 束 粒子 对 背景 粒子 的 反作用 ， 当然 更 不 考虑 试探 
粒子 之 间 的 相互 作用 . 其 次 ,试探 粒子 要 有 比较 单一 的 速度 , 即 它 
们 的 平均 (整体 ) 速 度 应 远大 于 无 规 ( 热 ) 速 度 
v 二 W(t) 十 w(t) 之 常数， w(t) 安 w(t). (15. 31) 
这 样 才能 用 速度 的 慢 化 和 能 量 的 扩散 来 对 它们 的 演化 行为 作 措 
述 . 因此 ,试探 粒子 近似 ,主要 用 来 描述 流 强 较 弱 (因而 粒子 数 密度 
较 低 ) 的 单 能 (所 有 粒子 的 速度 都 相近 ) 带 电 粒 子 束 ,在 入 射 到 背景 
等 离子 体 中 后 一 个 短 时 间 内 ( 约 为 几 个 平均 碰撞 时 间 ) 的 演化 行 


为 . 


在 下 面 的 描述 中 ,将 试探 粒子 的 量 赋 以 下 标 t, 而 对 背景 粒子 
的 量 赋 以 下 标 b; 于 是 试探 粒子 的 速度 分 布 函 数 所 满足 的 动 理 学 
方程 是 
: 竺 -- 龟 . (av)f 一 士 瑟 ， CAvA vw)f) | 


(15. 32) 

为 了 简单 ， 取 初始 束 粒子 都 有 完全 相同 的 速度 (能 量 )， fi(t=0)= 

m0 (v 一 vo). vo 二 voei 是 束 粒 子 的 初速 度 ; 在 上 一 0 时 刻 , 束 的 平均 

(整体 或 流体 ) 速 度 也 等 于 它 ,u(0) = 二 voe1( 图 15. 3). 而 两 个 动 理学 
系数 为 

(Av) = > T, oh (Av.Av) = > T, 3 
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uo (0) 


图 15. 3 ”试探 粒子 束 演化 示意 图 


dngdnA 
在 上 之 0 时 , 束 粒 子 由 于 受到 背景 粒子 的 散射 ,其 速度 (在 试探 粒子 
模型 适用 的 时 间 内 可 近似 成 常数 ) 为 

v= u(t) + wt). 
其 中 w(z) 为 束 的 平均 速度 ,而 w(2) 为 “ 热 速 度 ”， 


一 | ore tt)dqw ， 


(15. 33) 


1 = 


jw ,t)dv 一 0. 


平均 速度 的 时 间 演 化 方程 即 是 动 理 学 方程 (15. 32) 的 一 阶 ( 速 度 ) 
和 矩 方程 


da) _ Ny,) wv ). (15. 34) 
dt 
为 了 明显 地 看 出 慢 化 的 特征 时 间 ( 或 频率 ) 尺 度 , 令 
CC 一 一 炎 (o) 立 ， 


则 其 中 的 慢 化 频率 可 用 Rosenbluth 势 来 表示 


， v* Av)(v ()) 
UV) = 


本 
3 


Cg 


bs. 
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1 BH Co 


(15. 35) 


一 一 卫 ， > 
上 式 动 理学 摩擦 系数 中 的 v 时 本 上 还 了 在 入 身 的 方向 上 ,6 (2) = 
ve1( 即 略 去 wC) 造 成 的 速度 方向 弥散 ). 

当 讨 论 试探 粒子 由 于 被 背景 粒子 碰撞 而 发 生 的 平均 能 量 (在 
垂直 于 入 射 方向 上 的 ) 随 时 间 扩 散 时 ,“ 热 速度 ”随时 间 的 变化 率 
dw(z)/di 不 可 忽略 .为 了 简化 讨论 ,我 们 假定 v ==wGQ) 十 wz) 中 的 
u(t) 已 经 由 慢 化 方程 求 得 ,在 下 面 的 处 理 中 只 把 它 当 成 一 个 参数 ， 
而 令 试探 粒子 的 速度 分 布 函数 仅仅 是 w() 的 函数 


filv ,1) = nF wt) ,2). (15. 36) 
这 样 动 理学 方程 的 左面 可 以 化 成 
do st) ~ dFCw,t) 
dt Tt dd 
dw OF 
襄 ng dt ~ Ow 
BR， 加 du , OF 
di Ow’ 
其 中 用 到 了 
dm dd dm) 
dT dd 1 qd: 
而 福 殉 尔 - 普 朗 克 方 程 的 右面 为 
-区 [vf 一 二 这 CAvA vf | 
oF: 1 0 
二 一 《Avti)nt。 dv 十 Dnt AV AV): dv dot 
duQ) oF. 1 , OF, 
一 一 dz Nt 。 Ow 十 2 nt AV AAV) Dw Ow 
令 福 克 尔 - 普度 克 方 程 左 、 A 得 动 理学 方程 
. oF, OF, : 
3 = 2 Avt) : Dw ow (15. 37) 
应 该 注意 到 ,这 个 演化 方程 只 和 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 的 ( 动 理 学 ) 扩 
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散 系数 有 关 . 令 入 射 速度 及 平均 速度 的 方向 为 平行 方向 ,ea 一 el ， 
量 弥 散 ( 扩 散 ) 


((Av|)’)= ja [Co 一 四 et]2FiCo mu 
((Av | )*)= | 四 [Co * es) 十 (oo * es) Flv 一 ut). 
于 是 由 上 面 的 动 理学 方程 (15. 37), 可 以 得 二 阶 矩 方程 


SCA0)’) =@1* (AviAv.) .el 一 Di(v), (15.38) 


(Av1)) = ez * (AviAv.) * e; 十 eg， (Av.Av.) .es (15. 39) 


= D;,(v) + D;s(v) = 2D' (v), (15. 40) 
其 中 
2 
1(v) 二 FT, 2, (15. 41) 
b 
' r+ |G ) (15. 42) 
2D 1 (v) 一 2 t Ov Ov bw 。 。 


(15. 42) 式 中 的 算 子 有 时 还 可 以 写作 


其 中 已 经 考虑 到 试探 粒子 模型 成 立时 ,有 办 王 这 十 轨 十 一 轨 . 如 
“ 果 背 景 粒子 在 空间 呈 球 对 称 分 布 : CuCo ) 二 Gb《v), 则 上 式 变 成 


v_ 9 一 工 2 w* 放 | 一 襄 一 之 如 
” 6 viovl or oo vo 
故 垂直 能 量 的 扩散 系数 变 成 
D1 (v) = 2 Ts 二 ee) (15. 43) 


进一步 ,由 平和 5 和 生 直 两 个 方向 的 能 量变 化 率 ， 还 可 以 得 出 试探 粒 
子 总 能 量 的 改变 率 为 
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me 十 WwW) 六) 二 一 mw 十 ml Di zD' 
三 一 yy 六 ma 
于 是 有 总 能 量 碰 撞 频 率 
点 一 中 一 疙 D0 一 六 DY (15. 44) 


在 上 面 导 出 的 几 个 试探 粒子 的 特征 碰撞 频率 Di,DI 及 由 它们 
组 成 的 到 都 依赖 于 背景 粒子 的 两 个 Rosenbluth 势 HH, (wv )， 
Gb《v ), 而 它们 又 取决 于 背景 粒子 的 速度 分 布 函数 fi (vw ). 一 般 


所 Co) 的 形式 可 以 是 任意 的 ,但 在 许多 实际 情况 中 ,背景 粒子 往往 


处 在 热力 学 平衡 态 或 近 热 力学 平衡 态 . 当 取 麦克 斯 韦 型 的 背景 粒 


于 速度 分 布 时 ， 
2 
. fb Cv’) 一 fu 一 exp| - | vp 一 和 | 2 


这 时 它们 对 应 的 Rosenbluth 人 
2 1 


之 b 


Hi(W)= m1 二 || 和 2| 二 四 | 二 | ， (15. 45) 
m Zt VU Vb 
Guo)= 吉 [全 | wg 过 (15. 46) 
而 上 面 给 出 了 可 有 上 下 明显 
t _ 27 之 b 区 
vy.(v) 一 了 vi 1 十 于 mp Z, y vb 9 (15. 47) 
2D' 了 2b12[ | v 
t “一 上 t 一 ~ 上 t <b < 
b= Di C0) 一 宇 忆 mn 全] [ 串 友 一 可 二 
(15. 48) 
t 万 t 1 
用 一 本，Dio = 全 :Dn 地 | 外 于 |， (15.49) 
b ft 
: 2m nz gl vo | mo| {vg 
"ET v 3 b\ Zt [一 上 十 要 ve) lv | 
(15. 50) 
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其 中 的 误差 函数 及 其 相关 函数 的 定义 是 


， 29 [7 .2 
G(x) = | eay, 
和 TJO > 


$(z) -|[z+ 汪 |®(z) + 


e 一 二 


AT 


J Cx) _ P(x) -4 Cz) 
这 些 表 达 式 与 《等 离子 体 物理 原理 ?中 用 流体 描述 给 出 的 相应 碰 
撞 频 率 完全 相同 ( 见 该 书 (3. 2-72), (3. 2-77),(3. 2-79) 及 (3. 2-81) 
式 ). 因此 ,用 动 理学 描述 并 将 背景 粒子 速度 分 布 取 成 麦克 斯 韦 分 
布 , 与 一 开始 就 从 流体 描述 出 发 ,所 得 到 的 试探 粒子 的 弛 丈 时 间 征 
等 价 的 (这 点 从 物理 上 也 是 容易 理解 的 ). 而 用 动 理学 方法 描述 的 
长 处 只 表现 在 背景 粒子 的 分 布 函数 不 是 麦克 斯 韦 分 布 时 的 更 一 般 
场合 . 
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第 十 六 章 输 运 


对 于 “集体 碰撞 ,在 本 书 第 四 部 分 一 开始 就 指出 ,它们 会 引发 
输 运 过 程 , 由 于 实验 上 一 般 只 实行 坐标 空间 中 的 测量 , 故 为 了 和 实 
验 比较 ,通常 用 坐标 空间 的 输 运 方程 ,也 就 是 动 理学 方程 的 矩 方程 
来 描述 输 运 过 程 . 最 简单 的 输 运 方程 只 涉及 粒子 系 的 密度 平均 
(流体 ) 速 度 以 及 能 量 ( 温 度 ) 这 五 个 矩 (分 量 ) 的 演化 方程 .在 上 述 
矩 方程 中 包含 了 另外 八 个 更 高 阶 的 矩 分 量 : 热流 矢量 (三 阶 矩 ) 的 
三 个 分 量 , 和 二 阶 黏 性 张 量 中 的 五 个 独立 分 量 (二 阶 张 量 原 有 九 个 
分 量 ,但 由 于 其 下 标 具有 对 称 性 ,六 个 非 对 角 元 素 中 只 有 三 个 是 独 
立 的 ;而 对 角 三 元 素 之 和 为 热 压强 , 热 压 强 又 通过 理想 气体 的 物 态 
方程 与 温度 相 联系 , 故 独立 的 又 只 有 二 个 ). 在 常用 的 “五 矩 输 运 方 
程 组 描述 中 ,用 了 传 里 叶 热传导 定律 及 牛顿 夭 性 定律 ,将 这 八 个 
分 量 通过 前 五 个 矩 分 量 表示 出 来 . 这 些 输 运 定律 中 的 输 运 系数 (如 


热 导 系数 和 黏 性 系数 ) 可 以 从 实验 上 测定 ,也 可 以 通过 动 理学 方程 


推导 出 来 . 如 果 进 一 步 把 这 后 八 个 矩 也 用 演化 方程 包括 到 输 运 方 


程 组 中 来 , 则 得 到 的 是 比较 复杂 的 “十 三 矩 输 运 方程 组 ”当然 其 中 


所 含有 的 更 高 阶 矩 还 需要 设法 用 前 十 三 个 矩 表示 出 来 . 本 章 只 讨 
论 五 矩 的 输 运 方程 ,并 介绍 用 动 理学 方程 推导 出 输 运 系数 的 方法 . 
关于 十 三 矩 输 运 方程 组 的 讨论 可 以 参考 文献 [1] 


16. 1 平板 几何 下 磁化 等 离子 体 中 的 经 典 输 运 


本 节 讨 论处 在 均匀 磁场 中 、 各 方向 上 均 无 限 延 展 的 非 均 匀 等 
离子 体 中 的 输 运 过 程 . 这 时 可 以 用 直角 坐标 系 来 描述 . 本 节 着 重 介 
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绍 用 最 简单 的 带 BGK 磁 擅 项 的 动 理学 方程 来 导出 输 运 流 及 输 运 


系数 的 弛 驳 时 间 近 似 法 . 然后 不 作 推导 地 列 出 Braginskii 用 朗 道 


碰撞 项 导出 的 比较 严格 和 完整 的 输 运 系 数 ,这 些 系 数 至 今 还 是 被 
广泛 引用 的 公认 的 权威 数据 . 


16.1.1 弛 和 铬 时 间 近 似 法 


这 时 应 用 的 就 是 本 章 开始 介绍 的 带 BGK 碰撞 项 的 动 理 学 方 
程 (为 简单 已 略 去 了 表示 粒子 种 类 的 下 标 ) 


3 
Htv +E uf (16. 1) 
其 中 
， 四 m2 m(v 一 u(r))” 
fo = nlr) 2 exp| — 27 (Cr) | 


是 处 在 局 部 热力 学 平衡 态 的 速度 分 布 函数 . 令 f= 了 十 f ,并 假定 
矿 尽 九 , 即 系统 偏离 平衡 态 并 不 远 . 这 时 可 以 用 线性 化 的 动 理学 方 
程 来 研究 此 体系 的 线性 输 运 过 程 ， 


9 9 9 ^ 
2 |,. +£. fo __ ,fF. (16. 2) 


在 静止 (时 间 不 变 ) 状 态 下 3 f /3:==0, 于 是 由 线性 方程 可 得 其 静 
态 解 


j -一 二 [部 + 过 .六 (16. 3) 
由 此 可 求 得 各 种 输 运 流 的 表达 式 ， 
粒子 流 
— | or do . (16. 4) 
电流 
J 一 | vf dv . | (16. 5) 
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gq 一 | To dv . (16. 6) 
黏 性 张 量 ( 的 一 个 分 量 ) 
区 -一 | mmwnocf do (16.7) 
下 面 就 分 别 讨 论 这 些 流 及 其 相应 的 输 运 系数 . 
1. 粒子 流 及 扩散 系数 


假定 这 时 
VYn(r) = Vzxn(z), T(r) = 了 = 常数 ， u(r) = 0. 


于 是 平衡 分 布 函数 可 简写 成 

- m 3/2 mw? 

fol7X) = nlz) | exp| 一 me | 
而 分 布 函数 的 偏离 则 简化 成 
fo n(xz) 

f 一 一 ny'* Ox 

于 是 仅 有 的 扩散 流 是 
1 > 一 | dv 一 一 [2 eo,, Edd 一 二 一 j= Loq oj 2 
一 一 也 .VCZ)， 


这 表达 式 又 称 为 关于 扩散 的 菲 克 (Fick) 定 律 . 其 中 所 出 现 的 系数 
就 是 扩散 系数 ,现在 它 可 以 用 动 理学 的 方法 算出 . 


= 了 | fo dv = 二. 


n(xz) my 
2. 电流 及 电导 ,粒子 流 及 迁移 率 
”这 两 个 输 运 流 是 由 外 加 常 电场 E, 引起 的 ,因此 可 以 假定 这 时 
等 离子 体 是 空间 均匀 的 ， 
Vn(r) = VT(r)= Yu(r)= 0. 
这 时 线性 动 理 学 方程 及 其 解 分 别 为 


eE. ofo _ r Fr 一 -CE 
mm Ov 一 vf 9 一 f 一 JjT VEzfo. 
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由 它 所 产生 的 电流 为 
J .= | dv 一 [年 [af © E. 
一 ok,, 


这 就 是 欧姆 定律 . 而 其 中 输 运 系 数 为 电导 系数 


0 = 闻 | 必 fodo = ne (16. 9) 


my 


由 这 样 的 偏离 (分 布 ) 函 数 , 还 可 以 产生 粒子 流 
1 一 | dv = nuE,, 
其 中 的 输 运 系数 称 为 迁移 率 ， 


Hz 一 床 | 吧 Pa 一 一 ， (16. 10) 


0 一 ney, 

其 中 第 一 个 关系 最 早 被 爱 因 斯 坦 所 发 现 , 称 为 爱 因 斯 坦 关系 . 爱 因 
”斯 坦 关系 与 后 两 个 关系 不 同 , 它 是 一 个 普 适 的 (或 者 说 是 严格 的 ) 
”关系 式 . 即 通过 其 他 更 严格 的 动 理学 方程 解 或 力学 的 线性 涨 落 
-一 耗 散 定理 也 能 得 到 和 这 里 完全 一 样 的 爱 因 斯 坦 关系 . 而 从 ( 近 
似 度 ) 不 同 的 动 理学 方程 解 ,所 得 出 的 后 两 个 输 运 系数 间 的 关系 
式 , 则 会 具有 不 同 的 数值 因子 . 
3. 笑 性 张 量 和 穆 性 系数 

这 是 由 于 流速 场 的 空间 不 均匀 引起 的 输 运 过 程 . 因此 可 以 人 
定 

VC 天 0， Vn(r)= VT(r)=0. 

于 是 有 偏离 分 布 函数 (其 中 相 重 下 标 要 求 和 ) 
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f =— 1 PY wr)f 
m 3/2 mw: 
fo =n 等 | exp| 一 2 | (16. 11) 
其 中 引入 了 热 速 度 


w = vO— u(r). 
这 样 , 黏 性 张 量 可 表示 成 


2 ww 7 Or)wlr) |fodv. (16.12) 


为 计算 其 中 的 五 -分 量 , 取 


U(r) = uz)ery, Wi(2) 一 wz 一 MUzkz)， Wy = Vy WUWz Vz. 


则 有 
Ce 
了 -一 一 四 [wat wf od oj 一 人 > 
et 2 2 
一 一 9 = 和 芝 [ 吧 zu dv 9 


其 中 5 是 前 切 黏 性 系数 . 和 用 过度 室 间 球 至 标 , 一 sin20 cos 9， 
ro 一 zzcos20 以 及 
4 


2 2 
[| sin20 cos20 sin0d0 = 15， 


[ cos*pdg= T， 
0 


co A 3/2 2 
[won| 一 荔 中 do= 臣 (加 | (各) ， 
在 将 它们 代入 黏 性 系数 的 表达 式 后 ,有 (通过 动 理学 方法 算出 的 ) 
黏 性 系数 
c= 全. (16.13) | 


4. 热流 和 热 导 系数 
按 傅 里 叶 定理 ,热流 正比 于 等 离子 体 的 温度 梯度 . 但 对 一 个 实 
际 的 等 离子 体 ,其 温度 梯度 和 密度 梯度 总 是 同时 存在 的 . 以 磁 约 束 
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等 离子 体 为 例 ,在 平衡 时 ,有 
Vp=]XB. 


当 无 磁场 或 只 有 无 力 磁场 时 (也 就 是 现在 处 理 的 这 个 问题 ) ,平衡 
条 件 就 成 了 


Vp = 0， 字 TVYn 一 一 7 VT. 
故 在 本 问题 中 , 取 


VT() #0, Valr) =—— PVTO) #0, Veulr)=0. 
而 相应 的 平衡 分 布 函数 为 
大 0]| m “exp[ mu? ] 


2rT' Cr) 27(r) 
线性 方程 的 解 为 
2 1 2 3 
;一 | 蛇 天 vo + lw 
代入 热流 的 定义 式 后 ,得 
1 2 
gq 一 一 i[ [入 |ww fa 一 2 vi ww jad .VT 


z + 至 |woe fodv :val. 
下 面 以 q; 为 例 来 进行 计算 . 取 吧 =-vz/3 ,并 利用 


| wie/dv— | 2 | "| 2 
0 16r ? 


m m 
站 earav=- 105| 2 | "| 2 s 
0 327 m mm) ” 
可 得 
my Or 2 marx 
oT 5 
一 二 一 一 / 一 一 一 一 一 一 
Kk 了 7 十 » TT, 
其 中 用 到 了 . 


16. 1 平板 几何 下 磁化 等 离子 体 中 的 经 典 输 运 SS9 
2 了 au 
1 一 一 心 Br my ax’ 
如 果 再 代入 前 面 给 出 的 Yn 二 一 (mn/T)VsT ,最 后 就 得 到 热流 
5nT ，5 77 ,9 
gs = | 一 +) (16.14) 
以 及 相对 应 的 热 导 系数 
“一 三 于 (16. 15) 
2 my 


这 是 用 最 简单 的 ( 弛 瑰 时 间 近 似 ) 碰 撞 项 算出 的 经 典 热 导 值 . 
Braginskii 通过 解 朗 道 方程 得 到 的 电子 与 离子 的 平行 (无 ) 磁 场 时 
的 热 导 系数 ( 详 见 下 一 小 节 ) 是 


el 1 
ke'| 一 3， 16 2 9 Kl -一 3 91 


而 VE. 戈 兰 特等 著 的 《等 离子 体 物理 基础 站 中 通过 解 动 理学 
方程 给 出 的 高 电离 态 下 的 热 导 系数 则 为 ( 见 书 中 (7.161)、(7. 162) 
式 ) 


nT 


MYi . 


(16.16) 


nT 


[MAN 


nel 。 


由 此 可 见 ,用 简 、 繁 程度 不 同 的 碰撞 项 所 求 出 的 经 典 热 导 值 只 相差 
一 个 不 到 一 倍 的 数值 因子 . 
5， 垂直 磁场 方向 的 输 运 系数 

下 面 以 粒子 流 为 例 说 明 求 垂直 于 磁场 的 输 运 流 及 其 系数 的 方 
法 . 令 有 e 方向 上 的 均匀 外 磁场 ,而 密度 梯度 在 垂直 于 磁场 的 e。 
方向 ， 


(16. 17) 


ks = 1. 35 xc = 3.9 


B, = Boes, Vn(lr) = CC 


平衡 的 分 布 函数 为 


fo = nz)| | “e- 2T . 


线性 化 的 静态 方程 为 


许字 

由 观光 a 
0 i 
ee TA ee 
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oj 人 
VU 3 + & (vx Bo) 2 yf, 
,On 3 
3 一 CeUz 2 十 WU, = 一 vf 
由 上 式 可 得 粒子 流 ,二 | vf dv (一 阶 拭 ?请 足 的 方程 
T On 。 入 
mar 一作 2 oo Bdo —— shorf do , 
Lo ,r,s yu, 
m Ox 
同 理 ,可 以 得 到 粒子 流 ,= | of dv 的 方程 
wT =— I,. 
这 两 个 方程 联 立 求解 后 可 得 
四 97(Z) 
= 一 人 or ” 
1 7T _1 
D1=- 十 wi /v2 my ] 十 dh (16. 18) 


其 中 r==1/v 是 平均 碰撞 时 间 , 而 D1 就 是 无 磁场 或 平行 磁场 的 扩 
散 系 数 . 
在 e, 方 向 的 粒子 流 则 是 


(16. 19) 


这 显然 就 是 过 太 粒 子 漂移 流 ( 清 参见 (等 离子 体 忽 理 原理 Jr 187 
页 ), 其 中 的 Dr 是 漂移 扩散 系数 


(16. 20) 


严格 说 来 Tw 并 不 是 输 运 过 程 , 它 是 非 耗 散 的 漂移 过 程 ,并 不 会 引 
起 系统 的 炳 改变 . 虽然 如 此 ,由 于 它 总 是 和 其 他 输 运 流 同 时 出 现在 
输 运 方程 组 中 ,所 以 通常 和 另 两 个 输 运 流放 在 一 起 讨论 . 在 强 磁场 
极限 下 这 两 个 垂直 方向 的 扩散 系数 分 别 近 似 成 
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1 T 
Di~ zaDI, PDPa~ oiDt Di= py 


其 他 的 王 让 输 运 系 豆 也 可 以 用 上 面 介绍 的 方法 得 出 . 一 般 来 说 ,在 
均匀 磁场 中 等 离子 体 的 所 有 的 输 运 系数 ( 流 ) 都 可 以 分 成 三 类 : 无 
磁场 或 平行 磁场 方向 上 的 系数 wi( 流 ) ,垂直 磁场 方向 上 的 系数 
w 1( 流 )， 大 数 wn( 流 ). 而 且 它 们 之 间 存 在 以 下 的 关系 


和] re 人 lL (16.21) 


Ww, Wy 一 WwW, “一 


?1= 1 十 到 
上 式 中 的 w 分 别 代表 各 种 不 同 的 输 运 系数 ,这 些 系数 之 间 存 在 以 
下 的 定性 关系 (在 定量 上 可 能 有 量 级 为 1 的 数值 因子 的 差别 ) 


AT 二 帮 避 01 二 DA 二 AD 一 TD 


更 精确 的 各 种 输 运 流 及 相应 系数 ,将 在 下 面 给 出 . 
16.1.2 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 法 结果 简介 


这 里 列 出 了 Braginskii 通过 解 带 朗 道 碰 撞 项 的 动 理学 方程 而 
得 出 的 等 离子 体 输 运 流 和 输 运 系数 所 描述 的 等 离子 体 要 满足 以 
下 条 件 ， 

(i) 等 离子 体 在 各 个 方向 上 无 限 伸 展 , 满 足 无 穷 远 边 界 条 件 . 
因此 可 以 用 平板 几何 模型 来 描述 . 

(ii) 等 离子 体 处 在 均匀 的 外 磁场 中 . 

(ii) 带电 粒子 系 是 由 电子 和 一 种 和 荷 电 量 为 Z 的 离子 组 成 的 
经 典 \ 准 中 性 (=n.= 二 Zni)、 完 全 电离 的 等 离子 体 ,Braginskii 将 它 
称 作 简 单 等 离子 体 . 

本 节 基 本 上 采用 原文 的 符号 ,但 有 的 地 方 为 了 和 本 书 通 用 的 
符号 一 致 ,或 者 为 了 表述 得 更 清楚 , 作 了 一 些 改变 . 在 重要 的 修改 
处 ,都 会 明确 地 指出 . 详细 的 推导 及 讨论 请 参考 原文 
1. 输 运 方 程 

连续 性 (粒子 数 守 恒 ) 方 程 
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Me | V. ny)=0 (16. 22) 
Ot 所 9 . 
2 二 VY* nVi)= 0. (16. 23) 
其 中 Ve, 分 别 是 电子 系 和 离子 系 的 流体 (平均 ) 速 度 . 
运动 (动量 平衡 ) 方 程 
dy 


E+ lV.x B+R, 


之 
Mene dt =— Vpe— V°H.— en. 
(16. 24) 


E+ Vv. x B| R. 


mim jr =— Vp — V，。 元 十 Ze7zi 
(16. 25) 


其 中 R 是 离子 给 电子 的 摩擦 力 , 立 是 欠 性 张 量 ,它们 满足 的 输 运 定 
律 (及 相应 的 输 运 系 数 ) 将 在 后 面 给 出 . 


热 (能 量 ) 平 衡 方程 

3 十 pe Ve Vm— Vg — :V+ Q., (16.26) 

3 pV Vo 一 Vg 一 读 : YY + Q. (16.27) 
其 中 用 到 了 理想 气体 的 状态 方程 


pe 一 nelT., pi 一 11i7 i， 
及 欧 拉 ( 随 体 ) 导 数 (substantive derivative) 符 号 


= (Ve VW = (Vi* WD. (16.28) 


上 面 的 输 运 方程 中 含有 四 个 未 知 量 ; 摩擦 力 、 热 源 、 黏 性 张 量 和 热 
流 . 其 中 电子 系 受到 的 来 自 离子 系 的 摩擦 力 ( 离 子 系 受 到 的 是 它 的 
肥 作 用力, 只 是 方向 相反 ,不 用 另外 定义 ) 为 


R= jm —V ) [> 3 
其 中 (vw 一 Yo) 一 we 是 电子 的 热 ( 无 规 ) 速 度 . 


dv ， (16. 29) 
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热源 定义 成 (下 面 表达 式 中 在 不 会 引起 误解 时 , 均 略 去 了 表示 
粒子 种 类 的 下 标 ) 


Q 一 | Bm 2 (16. 30) 
这 两 个 量 (R 和 QQ) 都 直接 取决 于 碰撞 算 子 对 于 弹性 碰撞 引起 的 
集体 输 运 ,由 于 总 体系 (包括 了 经 受 碰 擅 的 所 有 粒子 系 在 内 的 总 系 
统 ) 动 量 与 能 量 守恒 ,有 
R =Rs 一 一 人 ie， ) 
QQ = R.(V.—V)=—R.u, ‘16. 31 
其 中 是 电子 系 和 离子 系 间 的 相对 速度 . 离子 热源 项 比较 简单 , 它 
只 来 自 和 电子 碰 擅 时 转移 过 来 的 热量 
Q = TE eT, T), (16. 32) 


其 中 2m。/ Cmte) 二 1/t, 就 是 离子 和 电子 间 的 热能 交换 频率 ( 见 本 

章 开始 的 讨论 ,或 《等 离子 体 物理 原理 》 中 ,166 一 168 页 ). 上 式 中 

的 zt 就 是 有 名 的 Braginskii 电子 -离子 碰撞 时 间 

3 112。T 3/2 

本 4 27n.Z2etA 

其 中 4 是 库仑 对 数 ( 通 常用 1nh 表示 ). 它 的 取 值 为 
,二 全 4 一 1.15lnn. 十 3. 45lInT。， 当 了 .<50eV， (16. 34) 

25. 3—1.15lnnc 二 2. 3lnT.， 当 了 .>50eV. (16. 35) ， 

R 和 下 面 的 两 个 量 工 ,gq 都 比较 复杂 ,将 在 本 节 后 面 详 细 列 出 . 

条 性 张 量 是 总 压强 张 量 的 一 部 分 


一 Jmwwfay 三 nm ww) 


(16. 33) 


Te 


~ pl+i. 
其 中 热 压 强 ( 标 量 ) 与 压强 张 量 的 迹 ( 对 角 元 素 之 和 ) 相 关 
p 一 nm (Cw?) 一 nT. 
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而 黏 性 张 量 是 总 压强 张 量 中 的 剩余 部 分 (包括 非 对 角 元 素 和 对 和 
元 素 中 非 球 对 称 部 分 ) 
= mww — Cw /3) 7). (16. 36) 
压强 张 量 和 黏 性 张 量 都 是 对 称 的 二 阶 张 量 
Po 一 Pa， Top = Hop. 
故 黏 性 张 量 一 共有 五 个 独立 分 量 (三 个 非 对 角 元 素 和 两 个 对 角 元 
素 ). 
1 


2 一 | mw vfdv = nm( Fw )， (16. 37) 


2. 输 运 流 和 输 运 系数 
(1) 摩擦 力 
R= R,+ Rr. (16. 38) 
其 中 R, 是 由 于 电子 系 -离子 系 的 相对 速度 w= (V。 一 Vi) 引 起 的 摩 
. 擦 力 ( 这 在 线性 输 运 理论 中 被 称 为 对 角 输 运 流 ) ,而 Rr 则 是 由 于 
电子 温度 梯度 引起 的 热力 (这 在 线性 输 运 理论 中 被 称 为 非 对 角 输 


运 流 ). 
nieNne 


R,=— (aou | 十 QU anb xX u | )， (16. 39) 


Rr= 一 (A ViT.e+ PB, ViT.+t Bab xX ViT.). 
(16. 40) 
其 中 b= /18 | 是 磁场 方向 的 单位 矢量 ， 而 cl ,an,PB1 ,Bn 等 量 与 
Braginskii 所 用 的 稍 有 不 同 , 这 里 把 原来 定义 中 的 有 量 纲 的 量 抽 
了 出 来 , 放 在 括号 外 面 , 剩 下 的 那些 无 量 纲 的 系数 分 别 是 


CE 
0 A A 
(16. 41) 
spt 
o 呈 8? B= A ， Ba A ， (16.42) 
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4 一 2 十 bize 十 090， Xe= were, w= eBo/ mec). 
(16. 43) 


-上 式 , 以 及 下 面 的 表达 式 中 又 涉及 一 些 无 量 纲 的 量 (ao ,ao ,a ,a1)， 


(8 88 0) 0 MX ,XY ),(6o,61) ,它们 都 是 随 离子 荷 电量 Z 
而 变 的 ,这 些 数值 列 在 表 16. 1 中 . 


表 16. 1 无 量 纲 输 运 系数 ~ 


Qo 二 1 -一 (ao/6o) 
Bo= Bo/6o 


(2) 电子 热流 
qe = 和 十 g7， (16. 44) 
qs = neTelBouy + Bi ult Bab x wu), (16. 45) 
qr=— KY ViTe— ww VIT 一 2 x ViT. (16. 46) 


一 一 Oo Vil. 十 /| .V1 7。 十 Yub X VL 7.). 


(16. 47) 
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其 中 7， ,Ys 也 和 Bragingskii 的 表达 式 不 一 样 ,是 经 过 无 量 纲 化 后 
的 量 ,而 


, , ) ) 
一 部， y 二 et y, — TO + 
(16. 48) 
(3) 离子 热流 
qi=— Ky VIiTi— kl ViTi— kgb xX ViT, (16. 49) 
= — Ee VIT + el ViT, — enb x ViT), 
(16. 50) 
5.2 
”2x? 十 2.645 T2765 
=3.906, el A = 一 人， 
. . (16. 51) 
其 中 eo,e, ,en 也 是 无 量 纲 化 后 的 量 
A = zf 二 2.707z? 十 0.677，zi = wr， w= ZeBo/ (mic). 
(16. 52) 


(4) 黏 性 张 量 
前 面谈 到 过 ,二 阶 黏 性 张 量 最 后 剩 下 的 独立 分 量 只 有 五 个 , 因 
此 相应 的 牛顿 黏 性 定律 中 也 应 该 由 五 项 组 成 ,存在 五 个 独立 的 黏 
性 系数 .但 为 了 理论 计算 的 方便 ,这 五 个 在 输 运 定律 中 的 二 阶 分 量 


并 不 是 原来 (以 磁场 方向 为 e。 轴 的 ) 直 角 坐标 中 的 无 迹 分 量 WW( 下 


面 是 它们 的 分 量 明 显 表达 式 )， 
Wo = a 3 一 一 86V.V， Qa,P = x,y,z, 


(16. 53) 

而 是 它们 的 线性 组 合 歼 ,,k 二 0,1,…,4, (它们 的 具体 表达 式 在 下 
面 将 给 出 ). 因此 藉 性 定律 最 后 表示 成 (对 电子 和 高 子 都 适用 ) 

= 一 nV 一 7 廓 ， 一 7, 访 ， 十 WW 十 DW,, (16. 54) 


16.1 平板 几何 下 磁化 等 离子 体 中 的 经 典 输 运 S67 


-其 中 的 黏 性 系数 对 离子 或 电子 是 不 同 的 . 一 般 由 于 黏 性 涉及 动量 


转移 ,因此 离子 黏 性 对 整个 体系 的 影响 大 大 超过 电子 的 贡献 . 对 离 
子 来 说 其 黏 性 系数 是 


m= 0. 96niTiz,, (16. 55) 
Dz 十 2. 23 
7 二 mnT (16.56) 
i i 2 2. 38 
N= nT in ee (16. 57) 
一 六 (2m)， 玉 二 下 (2m)， (16. 58) 
而 其 中 
A = x 十 4.03z: 十 2.33. (16. 59) 
对 电子 ,其 黏 性 系数 为 
n= 0. 7337ze7 re， (16. 60) 
2. 05z’ .0 
7 一 nel Tt 人 (16. 61) 
。 ex . 91 
7 二 neT eT 2 (16. 62) 
= N27e), 太一 用 (2ze)， (16. 63) 
而 其 中 
A’ = zx 十 13. 8zx: 十 11.6. (16. 64) 


在 输 运 方程 中 的 新 二 阶 张 量 是 彼此 正 交 的 
WaWog =W, :WW,=0,， 当 pF¥g. (16.65) 
并 且 有 


访 , 十 砂 ! 十 态 , 二 达 . (16. 66) 
利用 W 及 磁场 方向 矢量 5 一 (0,0,1), 张 量 63 一 8% 二 bbs (5! 二 


jpb) 和 反对 称 张 量 eas), 可 以 把 这 五 个 新 张 量 表示 成 
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: 3 ] .六 ] .六 字 
二 一 3[pp 137] [po — Tad] W,， (16. 67) 
刻 ,== 让. 态 . 计 十 方 让 pb : W, (16. 68) 
二 之 字 二 六 
W,= St.W.bbi+bb.W. dl, (16. 69) 
地 ] .去 尘 3 注 ”二 去 | 
Ws= 2 (5 WW.e.e.b—b.e.W .6-), (16. 70) 
= = 者 : 注 二 
WS=bb.:W.e.b—b.e.W.bb (16.71) 
这 些 量 的 矩阵 表达 式 如 下 : 
b 一 (0,0,1),， (16. 72) 
1 0 0 0 一 1 0 
3 一 |0 1 0|, ewsby= |1 0 0|， (16.73) 
0 0 0 0 0 0 
了 
2 Was + Wy,) 0 0 
W op 0 二 (多 十 W ,,) 0 
0 0 W - 
(16.74) 
WO— W,,) W,, 0 
Wp 一 W,, tw, — WwW) 0|’ 
0 0 0 
0 0 W 
W ,op -一 0 0 W ,. 9 
W,.. W., 0 
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-一 


一 作 方 (7- W,,) 0 
W 3op 一 记 (Ws, W,) W,, 0 9 
0 0 0 
0 0 一 W, 
W yap -一 0 0 W >, 
— W., W. 0 


3. Z==1 的 输 运 流 和 输 运 系数 
上 面 给 出 的 输 运 流 和 输 运 系数 表达 式 是 对 任意 荷 电 数 Z 的 
离子 都 适用 的 ,比较 复杂 . 实际 上 人 们 常用 的 是 Z=1 和 强 磁场 
(wte 污 1) 下 的 输 运 流 和 输 运 系数 ,它们 比较 简单 明了 . 
摩擦 力 


R, = ~ we(0. 5lu, + ui)= en 和 十 7 . (16.75) 
平行 电导 和 垂直 电导 分 别 定义 为 
01 一 ee 一 一 0a1T3/2 ， 
ol = 1.960|= 1.960T, 
热力 
Rr 一 一 0.71ne VIT. 一 六 (16. 76) 
电子 热流 
4 一 0.71nleul 十 7 3 er bxu, (16.77) 
一 和 VIT 一 后 VT 一 上 


(16. 78) 
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其 中 的 电子 热 导 为 
e nel 。r。 e el 
二 3.16 的 一 4.66 一 二 (16.79) 
当 wz 六 1 时 ,离子 的 热流 为 


i i 5 cnT: 


”而 其 中 的 离子 热 导 为 


Ae = 3.9 


niTit e nf 
，» KI 二 2 


mi 


(16. 81) 


离子 系 通过 碰撞 从 电子 系 得 到 的 热量 , 见 (16. 32) 式 ,为 


Q =Q= eT, 人) 
1IZi Te 


而 电子 系 通过 碰撞 从 离子 系 得 到 的 热量 , 见 (16. 31) 式 ,为 
QC=—R.u— Ci 


J 1 3 
-= 十 7 + Rr — 和 (T, — Ti). (16. 82) 


无 磁场 时 , 黏 性 定律 为 

Je 一 一 Vs， (16. 83) 
在 强 磁 场 (wr 福 1) 下 ,如 令 磁 场 方 向 平行 直角 坐标 系 的 z 轴 ， 

则 黏 性 定律 为 (已 略 去 表示 粒子 种 类 的 下 标 ) 
万 .一 一 7oT17 (16. 84) 

I =— (We 十 WWW,) 一 也 (We — W,,) — NW,,, 
(16. 85) 

= 一 加 记 (Ws 十 Ww) 一 不 十 (Wo 一 WW) 十 Ws 


(16. 86) 

1 
1,,= I, 一 一 014 十 73 DD Was 本 W,,) 9》 (16. 87) 
由 -一 1 全 一 一 72W TT NW ye， (16. 88) 
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万 -一 也 ,一 一 7 十 TV- (16. 89 ) 
对 离子 来 说 , 夭 性 系数 为 
7 一 0. 967i7 izri， (16. 90) 
i 3 ml: i i 
N10 wr’ 72 = 471， (16. 91) 
7 一 2 nN = 27:. (16. 92) 
而 电子 的 黏 性 系数 则 为 
70 一 0.737eT erey (16. 93) 
e el e ” e 
71 一 4. 51 i ， 712 一 471， (16. 94) 
€ 1 el e€ e 
胡 二 了 2 (16. 95) 
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在 实验 室 中 产生 的 等 离子 体 往往 是 柱 形 的 . 磁 约 束 聚 变 装置 
tokamak 中 的 等 离子 体 是 环形 的 ,但 在 许多 解析 分 析 中 常 把 它 当 
成 是 柱 形 的 ( 柱 轴 方 向 平行 于 磁场 方向 ). 这 些 柱 形 等 离子 体 在 柱 
轴 方 向 上 的 尺度 往往 比 径 向 尺度 大 得 多 ,可 以 当成 是 无 界 的 ,但 在 
径 向 却 是 有 界 的 . 这 时 Bragingskii 的 表达 式 就 不 合适 了 ,应 当代 
之 以 柱 形 几 何 下 的 表达 式 . 下 面 给 出 的 是 大 家 比较 公认 的 ,从 带 福 
克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 的 动 理学 方程 导出 输 运 方程 . 输 运 流 及 输 运 系 
数 的 方法 . 有 兴趣 的 可 参考 文献 [5 


16. 2. 1 动 理学 方程 及 其 微 扰 分 级 


今 


B= Bes, E= Eo, n=n(r), T= T(r), uo = 0. 
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出 发 的 动力 学 方程 是 
tv. Vf 二 |E E+ tvx Be 
= 2 Cu, 20 一 ei (16. 96) 


其 中 方程 右面 是 碰撞 项 ,这 里 将 取 带 有 Rosenbluth 势 的 福 克 尔 - 
普 朗 克 磁 撞 算 子 . , 
”在 本 问题 中 ,假定 特征 时 间 和 特征 长 度 间 有 以 下 的 数量 级 关 
系 . 
(1) 特征 长 度 
这 里 所 用 到 的 特征 长 度 有 : 平均 碰撞 自由 程 ,回旋 半径 p.， 
以 及 空间 不 均匀 的 特征 长 度 


onl-! 
| 
其 中 4a 是 柱 的 半径 . 它们 之 间 有 数量 级 关系 
A pe 
Zi, < 和 1， 太 << |. 


以 tokamak 为 例 , 和 ~104 cm, 7 一 aa 一 102 cm，po 人 ou 一 1cmy 故 
可 把 它们 的 比值 
FF~10?=e] 
上 
当 作 微 扰 展开 的 一 级 小 量 . 
(2) 特征 时 间 
本 问题 中 特征 时 间 有 ， 碰 擅 时 间 z., 回 施 频 率 一 <.B/ Gm.c)， 
”在 常见 的 实验 室 等 离子 体 中 ,一 般 有 


羡 ((2.) 一 ~ (TA2,) 7! ~&l1. 


例如 在 tokamak 中 ,re 一 10- 人 一 10-5s,02. 一 101 一 101 s-!1=> (zr.02.) 
一 10 一 ]07 ,而 志 一 10 一 ? ， 人 ii 一 10' 一 1058 s 1=> (ro02.) 一 104 一 105. 
因此 在 微 扩展 开 中 ,这 两 种 时 间 的 比 信和 是 当成 一 级 小 量 来 处 理 的 . 
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在 上 面 的 量 级 划分 下 ,再 假定 与 外 磁场 相 比 ,外 电场 是 一 级 小 
量 , 则 动 理学 方程 的 左面 各 项 (不 包括 分 布 函数 ) 可 依次 定 为 : 二 
级 小 量 ,一 级 小 量 ,一 级 小 量 , 零 级 量 ;而 右面 的 磁 擅 项 则 依 分 布 函 
数 的 分 级 f. 一 fo 十 fi 十 fz 而 有 一 级 小 量 、 二 级 小 量 ,等 等 

这 样 ,在 微 扰 分 级 中 取 Bo, 六 为 零 级 量 , 就 可 得 零 级 的 动 理学 
方程 


yx Bo EA = Cylfa, fw) = 0. (16.97) 
b 


最 后 的 恒等式 是 利用 了 体系 在 热 平 信 态 时 碰 杠 项 为 零 因此 上 面 . 
方程 的 解 即 是 (局 部 ) 热 平衡 态 的 速度 分 布 函数 


vv .2T0) 
fw = fou = na CTS exp| — 2B |， va(7) 一 ma 


3/2v, 7) 

(16. 98) 

一 级 动 理学 方程 是 

Vps & ww 5 "2 
上 。 ps -一 TE 十 v? 2 T fw 
Dj 加 (1) 
十 Oo XD Bs = Cs. (16. 99) 
其 中 一 级 碰撞 项 是 

C2 = Cu(Cja ,fi0) 十 Cas Cf a0 fa). (16. 100) 

于 县 

fe 


Ya 一 (2) 
十 Oo Xb = 2 Cw 


(16. 101) 


十 v。 “Vfato mE 


其 中 二 级 的 碰撞 项 为 
CD 一 CC fio) + Colfasfa) + Calfa, fi). 
(16. 102) 
可 以 看 到 ,在 微 扰 展开 的 零 级 和 一 级 动力 学 方程 都 是 静态 的 ,只 有 
在 微 扰 展 开 的 第 二 级 , 它 才 是 ( 慢 变 的 ) 时 间 依 赖 的 . 在 下 面 可 以 发 
现 这 个 时 间 慢 变 方程 的 矩 方 程 组 就 是 通常 所 说 的 输 运 方程 . 
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16. 2.2 垂直 于 磁场 方向 的 输 运 流 一 一 
一 级 微 扰 方程 的 矩 方 程 


定义 输 运 流 (粒子 流 和 热流 )， 
na 一 | ze )dvw 9 (16. 103) 
7 一 | 六 man — Ww — wu)flv dv, (16.104) 


它们 的 零 级 量 ( 用 fo 代入 ) 为 
Uw = 0, gw = 0, 
也 即 处 在 热力 学 平衡 态 的 体系 无 输 运 过 程 . 
一 级 的 粒子 流 ( 用 fi 代入) 满足 (对 一 级 动 理学 方程 求 一 阶 矩 


”后 的 ) 方 程 


Nuala 


Un XB—VptneE= > Fs, (16.105) 
ba 
对 上 式 两 边 同 又 乘 B, 得 
C 


,CC C 
Na 一 No piE xX B 十 BiB 六 Vp — eBit X 2 Fe 


Ca 


(16. 106) 
其 中 a 种 粒子 系 所 受到 的 来 自 & 种 粒子 系 的 摩擦 力 为 


F,, = | mav [Cas fais fw) + Cifios fa) Jdv. (16.107) 

无 论 从 线性 碰撞 算 子 的 具体 表达 式 , 还 是 从 物理 上 来 看 ,都 容易 发 

现 Fw 一 Fu 一 0, 也 即 同 种 粒子 间 的 弹性 碰撞 保持 该 粒子 系 的 动量 

不 变 . 如 果 进 一 步 将 上 式 对 所 有 粒子 种 类 求 和 ; 则 可 得 力 平衡 方程 
> seatta) X B— VO pt (Dne)B= VYp,. 


a ba 


然后 利用 电荷 准 中 性 条 件 及 体系 总 电流 、 总 压强 的 定义 ,可 得 
ZI XB-Vp= 5 DP,. 


a ba 
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再 利用 磁 流 体 平衡 条 件 JXB/c= 二 Vp ,可 得 作用 力 等 于 反作用 力 

. Fw 一 一 人 io， (16. 108) 
其 中 已 用 到 了 同 种 粒子 间 的 总 摩擦 力 为 零 的 推论 . 通常 将 垂直 (于 
磁场 方向 的 ) 粒 子 流 分 成 两 部 分 

18 | = na 十 nausl. 〈16. 109) 
第 一 部 分 代表 由 于 漂移 ( 既 垂 直 于 磁场 又 垂直 于 外 电场 或 等 离子 
体 不 均匀 参量 的 梯度 方向 ) 运 动 而 造成 的 粒子 流 ( 严 格 说 它 是 非 耗 
散 的 保持 炉 不 变 的 寻常 流 ) 


nu? 一 ns BiE X B+ 


eaB’ 
这 个 流 虽 然 沿 等 势 面 或 等 密度 面 流动 ,一 般 不 会 使 粒子 横 跨 磁 面 
而 逃逸 ,但 它 能 激发 起 各 种 不 稳定 的 漂移 波 ,从 而 造成 非 经 典 ( 反 
常 ) 的 输 运 过 程 . 垂直 粒子 流 的 第 二 部 分 是 真正 由 碰撞 引起 的 经 典 ， 
粒子 流 


Bx Vp. (16. 110) 


(1) _ 
Na — 


BiB X >) Po (16. 111) 


Ca $a 


同样 热流 也 可 以 用 上 面 描 述 的 方法 ( 即 先 从 一 级 动 理学 方程 
求 对 应 于 热流 的 矩 方 程 ,然后 反 解 这 个 代数 方程 而 得 出 热流 ) 得 到 


9q。 = gq + qs， (16. 112) 
(0) __ 5 cpa 
qu| 一 2 2 Bi X V17。， . (16. 113) 
qs = >) Gu xB, (16. 114) 
a ba 。 


其 中 所 分 的 两 部 分 和 两 类 粒子 流 有 相似 的 物理 意义 .而 
Cw 一 | 一 2 MaY [Culfa , fo) 十 Cifa0s fi)j. 
(16. 115) 


oo 2 
上 面 虽然 已 经 给 出 了 粒子 流 和 热流 的 表达 式 ,但 其 中 碰撞 流 


a 
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因此 ， 下 一 小 市 就 来 从 一 级 动 理学 方程 求解 这 个 分 布 函 数 . 
16. 2. 3 一 级 护 动 分 布 函数 的 求解 


今 


其 中 


Fa = 中 9527， b S27, = 0 
上 面 的 gp 是 速度 空间 柱 坐 标 系 (图 16. 1) 中 的 角 变 量 ,粒子 速度 这 


图 16. 1 速度 空间 坐标 图 
时 可 以 表示 成 (用 对 称 轴 平 行 于 磁场 方向 的 两 种 坐标 系 ) 


vjeb 十 (cospel 十 singe;) (el ,e182), 


1eb 十 也 | 
下 面 将 分 别 导 出 fi 和 fs 所 满足 的 动 理 方程 . 为 此 , 先 将 一 级 
微 扰 的 动 理学 方程 对 粒子 的 回旋 角 作 平均 ,得 出 fi 所 满足 的 方 
程 . 在 推导 这 个 方程 时 ,方程 (16. 99) 第 一 项 中 的 
O 


| 9 . 
v.V=v, VI 二 vj*V=viVI Tv cospar Tv sing a 
但 由 于 


(el ye1 yep). 


| 


”由 于 有 


16.2 柱 形 磁化 等 离子 体 中 的 经 典 输 运 ， $77 


Foing — = Scosg 一 一 0， 


| 。。 故 只 剩 下 vi V1. 而 方程 (16. 99) 第 二 项 中 的 


VX es= (viel tv) Xel = vl ey, 
Q_v,a aea 
ao 一 "3 一遍 25 ay， 
故 有 


VX C5。 一 。 

Ov 99 . 

于 是 这 项 在 对 回旋 角 作 平均 后 ,由 于 周期 性 条 件 而 为 零 . 在 碰撞 算 
子 中 ,由 于 fa 是 以 线性 形式 出 现 的 , 故 对 回旋 角 平 均 就 直接 得 到 


fa. 最 后 ,可 以 得 到 


> [Cas CFfas fio) + Cif, fo)] 


-ul 


从 这 个 方程 可 以 看 到 , 它 仅 和 平行 (磁场 ) 方 向 的 输 运 过 程 有 关 . 可 
是 ,我 们 最 关心 的 是 等 离子 体 的 径 向 也 即 垂直 方向 的 输 运 ,可 以 预 
期 它们 和 另 一 个 一 级 的 分 布 函数 广 , 相 关 , 而 它 满足 的 方程 可 以 从 
式 (16. 99) 中 减 去 上 式 而 得 到 (对 于 平行 磁场 方向 的 输 运 及 天 的 
进一步 讨论 ,可 参考 文献 [5]) 

3 广 ， 


2 [Codfas fo) + Coalfas for)] + 0 Be 
_ Vips_ cpl, [vw_ 5lvT, 
1 | p. 一 名 2)+ v 2 7, be 
上 式 左 面 的 第 一 项 由 于 是 碰撞 项 ,因而 是 zj! 量 级 的 量 , 而 第 二 项 
则 是 2. 数量 级 的 . 在 强 磁场 的 条 件 下 2.r. 六 1, 因 此 可 以 把 
《02 当 作 小 量 把 分 布 函数 进一步 展开 ， 


v’ 5 1 T, 
2 加 Zr 


Va 


-$+ 
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~ 


请 = Fo 十 FF 十 (16. 116) 


其 中 各 是 零 级 量 ,在 它 所 满 中 的 方程 中 , 碰 擅 项 因为 是 小 量 可 
略 去 ,于 是 得 


2 
= 了 到 "| 六 


99 a pa 了。 已。 2 了 
(16.117) 
对 它 直 接 积 分 ,利用 v| ==v | (cos9ei 十 singes) ,最 后 得 解析 解 
ro 也 义 6 .| |1Yp ee | 
1 人 | pe TE Tw 2) 7 J)" 
(16. 118) 


而 在 强 磁场 下 ,这 个 分 布 函 数 也 代表 了 一 级 的 速度 分 布 沙 数 . 把 它 
当成 fa 代入 Fw 及 Gws 表 达 式 中 的 碰撞 算 子 里 后 ,就 能 得 到 这 两 个 
碰撞 输 运 量 的 明显 表达 式 . 先 来 给 出 线性 碰撞 算 子 的 表达 式 

C5= Ca(f ,fi) + Calfaos fl) 


Es- 
a ) 7 
一 各 3 ja fav flo’ )| 革 一 有 
. bE of 13fe | 
m, Ov m dv’ J 
其 中 
一 产 (0) 
cos 一 2re2eyln 人 ， ‘0 = 天 ，U=v—v'. 
a0 
将 Fo 代入 ,再 经 过 宛 长 的 计算 ,最 后 可 以 得 到 摩擦 力 
Moana C Vps Vp 3 1 — Zama/ (Zums) 
Fo= 7 2BoX Zn Zn 32 +m/m, | 
(16. 119) 
以 及 碰撞 粒子 流 


1D) (1) _ C 


ba 
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> + rb V pe 


na 


3 1] 一 
十 2 ] 十 ma /ms VL 7 | . 


还 可 以 进一步 将 Vp==T Var) 代 入 ,并 利用 Q. 一 <.B/Cmsc) ,结果 有 


/全 一 > 一 二 T| 乡 Vim_ Vl | 


2 ma Lp nn, 71 
] Z_777。 
ZL, 3 Z mm 
Tat VT 
1 二 一 
7I25 
一- VasT naa 
> m2 | \ ns,Z, Vn — Vn 
1 _ Lama Zam 一 Lomoa 
十 2 十 人 Vv T 
1 十 m, 1 十 mm 
一 1 2 Na a 
2 ros | (FZ Vm — Vn 
] 一 Zama Vamp -一 Lomo 
| 了 | C16. 120) 
十 mm, ] 十 mm, 


最 后 一 个 等 式 右边 方 括号 外 的 因子 就 是 前 面 用 BGK 碰撞 项 导出 
的 横越 磁场 的 扩散 系数 在 强 磁 场 极 限 下 的 表达 式 . 而 方 括 号 中 的 
各 项 的 物理 意义 依次 是 : 杂质 聚 芯 , (密度 梯度 引起 的 ) 扩 散 ,以 及 
(温度 梯度 引起 的 ) 热 扩散 一 一 也 称 能 斯 特 (Nernst) 效 应 . 关于 杂 
质 聚 心 的 详细 解释 可 以 人 参考 等 离子 体 物 理 原理 ?9 中 的 相应 章节 . 
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用 同样 的 方法 ,可 以 得 到 碰撞 热流 的 最 后 表达 式 


了 
gq 二 一 :8 ab 
ey; 1 怪 Vips La Vips 
~- eB? Tal 十 ma/m) na Lp ne 
_ [15{ me ma 13 27m2] VT |， 
[|] + 4 + 4 ee | bm 
(16. 121) 


其 中 花 括 号 中 的 第 一 项 称 为 埃 廷 斯 豪 森 (Ettingshausen) 效 应 , 它 
是 由 压强 梯度 引起 的 热流 项 ;而 第 二 项 是 标准 的 (由 温度 梯度 引发 
的 ) 热 流 项 , 方 插 号 中 的 项 正 是 热 导 系数 . 
简单 等 离子 体 的 输 运 流 

上 面 的 表达 式 适用 于 电子 和 多 种 离子 组 成 的 等 离子 体 ,下 面 
将 给 出 仅 由 电子 和 一 种 离子 Z; 组 成 的 简单 等 离子 体 的 输 运 流 表 
达 式 . 


NneU。| 一 一 -8 X Vi 十 mo FE Xb 
3 
Vs 一 one ViT 
一 | (16. 122) 
Vip -mu V1 1. 
一 mg (16. 123) 
5 cT. 
de | 二 一 9 Ye eB 7m 和 | 主 VL p 
-| BY2 Ne V1 7 9 (16. 124) 
1. ii 
dil 一 pa ,x X VT 和 -2 V1 Ts. (16. 125) 
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16.2.4 输 运 方程 一 一 二 级 微 扰 方程 的 矩 方程 


这 里 再 把 微 扰 二 16 101 7 全 
age | oyfat LE. Nat nwxb. Ye— -Dc 
直面 将 把 电子 的 下 标 六 <, 而 把 商 于 的 下 标 用 小 写 于 守 ab 沁 


示 . 动 理学 方程 对 速度 的 各 阶 矩 就 是 输 运 方程 
零 阶 抵 


e 一 10e1Vel， (16. 126) 


Ono 
3 十 y . (naUui) 一 0， 三 -一 Nn. (16. 127) 


其 中 三 ,/ 是 粒子 流 , 上 一 节 已 经 给 出 了 它们 垂直 磁场 的 部 分 . 平 
行 磁场 部 分 请 参考 文献 [5]. 

一 阶 矩 一 一 力 的 平衡 方程 
E+ 一 wa x Bj + 2 Fo= 0, (16. 128) 


Vpe 一 Ne€é 


Vps 十 Naba E 十 ua X 8 十 下 十 2 Fw 一 0., (16. 129) 


在 垂直 磁场 方向 上 ,如 果 取 上 节 给 出 的 粒子 流 和 摩擦 力 表达 式 ， 则 
这 两 个 力 平衡 方程 是 自动 满足 的 . 

二 阶 抢 一 一 热能 的 平衡 方程 
3 


5 SaT.) + V* Qa 
= Qi— Sau: (Vps— Fo， (16.130) 
b 
5 SnT, 十 V* Oa 


一 Na€Ealdal ° E 十 Quae 十 el ° Fe 
十 ua * DF,. (16. 131) 
b 
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其 中 
Qa= qe 十 人 Te， | (16. 132) 
Qa= ga + ZaT,, (16. 133) 


Qua=— Qt Ua —u) Fe, Fe= >,Fo, (16.134) 

Qa = ja mavtC 一 Ua * Fa. (16. 135) 
在 

CO = Colfoas foo) + Cae foos fes) + Colfas fea) 

(16. 136) 
的 右面 三 项 中 , 头 两 项 才 对 Q<- 有 贡献 ,第 三 项 给 出 的 是 wl *， Fe 
(正好 和 Qa 表达 式 的 最 后 一 项 抵消 了 ). 
简单 等 离子 体 情况 

对 只 含 一 种 离子 i 的 简单 等 离子 体 情况 ,热能 平衡 方程 可 以 

有 较 大 简化 


Bn.T, 十 V “ Q. = Qs 一 il“。 Vpi, (16. 137) 


377T. 
Ot\2 
上 式 的 Q@ 由 (16. 135) 式 定义 ,其 中 的 fi 原则 上 应 从 二 级 微 扰 的 
动 理学 方程 解 出 . 但 在 最 初级 的 近似 下 ,可 以 用 前 面 已 经 给 出 的 不 
等 温 电子 -离子 系 之 间 碰 擅 热 交换 速率 表达 式 来 简化 计算 ,这 样 

3 Ni(C7 。 一 Li) 


Qi = 了 
2 Tr 


二 VY* Qi1= Qe Ww * VPA. (16. 138) 


.而 


,7 
Qe 一 一 Ci。 本 (ze 本 Ui) ° Fs 一 一 Ci。 十 og 
其 中 最 后 一 项 就 是 欧姆 加 热 项 (已 经 用 了 J 二 一 ene (ue 一 wi)). 
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16. 3 ” 沸 动 输 运 简介 


无 论 是 自然 界 的 还 是 实验 室 的 等 离子 体 ,通常 都 多 多 少 少 处 
在 汗 动 状态 中 . 一 般 等 离子 体 滞 动 的 物理 量 在 时 间 和 空间 上 都 是 
快 变 的 ,但 它们 间 的 非 线 性 耦合 可 能 产生 慢 变 的 物理 过 程 一 - 例 
如 输 运 过 程 . 这 类 输 运 过 程 和 碰撞 所 引起 的 经 典 输 运 过 程 相 比 ,不 
仅 机 制 不 同 ( 例 如 可 以 是 无 碰撞 的 ), 大 小 也 不 同 ( 有 时 可 以 比 对 应 
的 经 典 值 高 3~4 个 数量 级 ) ,因此 往往 被 称 为 “反常 输 运 ”或 “滑动 
输 运 ”. 汕 动 输 运 可 以 有 多 种 多 样 的 起 因 及 演化 途径 ,其 描述 方法 
可 以 是 流体 的 ,也 可 以 是 动 理学 的 ,现在 尚 没有 比较 公认 的 理论 . 
本 节 不 打算 讨论 以 上 问题 ,只 讨论 ; 已 经 处 在 完全 发 展 的 滑动 稳 
定 状态 下 的 等 离子 体 中 ,各 种 快 变 的 物理 量 是 如 何 通过 非 线性 耦 
合 而 产生 慢 变 输 运 过 程 的 ? 


16.3.1 潭 动 粒子 流 


从 上 节 给 出 的 柱 形 等 离子 体 中 垂直 磁场 的 粒子 流 表 达 式 开 
始 ， 


C 


C 
siB X Vpa— 2 BB x 2 Fe. 


[=n BiE X B+ 


Ca 


CL 


B: 


1 C 
2e BiB XJ XB)— 2 BB x 2 Fo. 


(16. 139) 


EXxXB+ 


/。 一 7。 


”由 于 等 离子 体 处 在 满 动态 , 故 上 式 中 的 各 物理 量 都 是 时 空 快 变 量 ， 


可 以 把 它们 表示 成 
E=E++E, B=B,+B, n=n,++A, (16.140) 


AS 
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其 中 no== (n) 是 满 动量 的 平均 值 ( 慢 变 部 分 ) ,而 是 快 变 部 分 ,有 
(2 一 0. 所 谓 平均 , 按 前 面 的 讨论 ,可 以 是 集 平均 .时 间 平 均 或 空间 
平均 .在 后 两 种 情况 中 , 作 平 均 所 取 的 时 .空间 隔 应 比 汪 动 的 快 变 
特征 时 、 空 长 ,而 比 输 运 的 慢 变 特征 时 、 空 短 . 
1、 粒子 流 的 第 一 项 
粒子 流 的 第 一 项 是 电 漂 移 流 , 可 以 写作 
nE x B= (no n) (Eo E) x (Bo B) 
= no(E, xX Bo) 十 no(E x B)+n(E x Bo) 
十 元 (五 xX B) nlE, xX B) nlE x Bo) 
+ nCE, X Bo) +n(E x BB). 
然后 对 上 式 取 平均 ,其 中 只 含 一 个 快 变量 和 三 个 快 变 量 的 项 由 于 
相 混 而 消失 ,剩余 的 是 输 运 时 、 空 尺度 上 的 慢 变 量 
(nE xX B)= no(E, Xx Bo) + no(E x B) 
+ (nE) x Bo+:E, Xx (nB). (16.141) 
其 中 第 一 项 为 非 潢 动 的 平衡 电 漂移 流 ,下面 将 把 它 略 去 . 为 了 能 深 
入 讨论 下 去 , 令 外 磁场 和 柱 轴 平 行 ,Bo 二 Boey, 在 柱 坐 标 (r ,0,9) 中 ， 
上 式 中 的 径 同 漠 动 粒子 流 可 具体 写成 
nE x B),= no((EoB,) — (EBo)) + Bolnko). 

+ EwlnB,) — EnBo). (16. 142) 

这 式 子 同时 适用 于 静电 庙 动 和 电磁 水 动 .但 对 于 静电 测 动 , 径 向 的 


潮 动 粒子 流 可 以 大 大 简化 


(nE x B), = Bonko). 
2. 粒子 流 的 第 二 项 
第 二 项 来 源 于 压强 梯度 漂移 ,在 柱 坐 标 系 中 , 它 的 径 向 分 量 是 
[B x (J x B)],=Bo(J,Bo — JoB,) — Bo(JoB, 一 Bo) 
=(Bo +t Boo 7)) x (Bo + B)J, 
(Bo Bo 7) x (Bo + B)J. 
对 它 求 平均 后 ,得 慢 变 输 运 流 


(16. 143) 


-一 
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(B x (J x B)), 
=2Bo(d),Bo) + Jo Bi) — BoloB,) 
一 Jwo(BoB,) — Bo (JoeBo) 一 Bo oB,) 
一 Jo(BoB,) 一 Bo (Boy)y) + 2Bop( By),) 十 JolB?) 
一 一 Bop(JoB,) 十 2Bop( By),) 
一 BolJoB,) + 2Bw(),B,) 
— Bo(JoBo) 一 Bo (By),) 1 
一 Jo(BoB,) — JowolBoB,) 十 SolB?) + (B’)). 
在 最 后 一 式 中 的 各 项 ,大 体 上 是 按照 其 绝对 值 大 小 依次 排列 的 . 
把 上 述 两 个 漂移 性 质 的 满 动 粒 子 流 相 加 ,得 
) 
2e.B。 


(Fe ),= FineE x B), + (B x (J x 8B)), 
0 : 


] J ,, 
2 BoB,) 70 Bi ‘BeBr) + . 


这 里 为 了 简明 ,只 写 出 了 头 三 个 绝对 值 最 大 的 项 ,其 他 的 项 如 果 需 
要 ,读者 可 以 按 公 式 自行 推导 出 来 . 已 给 出 的 头 二 项 又 是 和 实验 结 
果 作 比较 时 常用 的 理论 表达 式 . 除了 漂移 沸 动 流 外 ,还 有 一 项 来 源 
于 碰撞 的 沸 动 粒子 流 

(TD), = g(B,N, Vn VT,). (16. 144) 
它 的 具体 表达 式 及 推导 过 程 比较 复杂 ,这 里 就 不 给 出 了 . 有 兴趣 的 


C ,~ ， 
一 B, 《7 应》 一 


读者 可 参看 文献 L6],[7]. 


16.3.2 湛 动 热流 


柱 形 磁化 等 离子 体 中 , 径 向 总 热流 由 两 项 组 成 : 粒子 径 向 流 
所 携带 的 热量 和 碰撞 引起 的 “正宗 ”热流 ， 


OQ, -一 2 7. 十 dil.: 


其 中 “正宗 ”热流 又 可 以 分 成 漂移 项 和 碰撞 项 
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qs! = ge es 


de 一 2 e, B22 X Vl, dal 一 e, 2 人 Gu X B. 


所 以 相应 的 淇 动 热 流 应 该 写作 
(Q,1) = > 1) 二 (qs) 十 《gai). (16.145) 
下 面 就 分 别 深入 讨论 这 三 项 . 
径 向 粒子 流 携 带 的 热能 
六 (7。 厂 ，)， = 27, ( 厂 ，)， 十 六 (7 六 7， (16.146) 


利用 上 节 给 出 的 漠 动 粒子 流 表达 式 , 上 式 中 的 第 一 项 可 以 直接 写 
出 (这 


TT, ), 


- 2 SB, ) 十 …。 (16. 147) 


为 了 求 出 (16.146) 式 中 的 第 二 项 , 先 从 表达 式 (16. 139) 入 手 , 写 出 
相应 的 滑动 ( 快 变 ) 粒 子 流 


r 一 a [nao (EwB, 一 EBo) 十 Nao (Bus Bok,) 
0 


十 ne ee EopBo) | 


十 [BwolJoB, 十 J Boe 一 Jo 一 JoBo,) 


2e。 
一 Bop(JopB, + IoBor 一 JoB, — 7,Boy) 
+ BoCJorBo 一 JooBo) — Bo(JopBo, 一 JoBop)]. 
因此 (16. 146) 式 的 第 二 项 就 是 


(TF ) 一 BilnoEw TB,) ~ 一 naEop(T Bo) 十 naoBop( ThE) 
0 


一 "A 十 EwBop(Tn) 一 EBoo (Tn)] 


十 [BoJo (TBo) 十 B: 2 (TJ,) — BoJowo TB,) 


了 
一 BwBo (TJoy 十 Jor Bo TBo) 一 JuoBu (TBo) 
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BoyJ op (TB,) 一 BopBo, (TJ,) 十 BoyJo (TB,) 
+ BTY,) — (JopBo, 一 JorBop) (TB,)]. 
经 过 整理 ,可 以 归纳 成 (各 项 大 体 以 绝对 值 大 小 依次 排列 ) 


‘TF,) = BL"eBor TE,) 十 (EooB oy 一 EBoo) (Tn) 
十 naoEwTB, ) 一 naoEow(T Bo) 一 naoBoo( TE,)] 


[BS, + B2) (TY,) — (BoyJos + BoJo) (TB,) 


十 到 


十 (2Boy]o, — BoJop) (TB,) — BopBo, TJ,) 
+ (2Buw7uv 一 BoJow) (TBo) 一 BoBo To)]. 
现在 来 看 总 濡 动 热 流 (16. 145) 式 中 的 第 二 项 , 即 漂移 热流 
(0) 5 cl 


dsl 二 2 e BB X V p,. 


考虑 到 它 的 径 向 分 量 依 赖 于 密度 和 温度 在 角 向 的 非 均匀 性 ,而 密 
故 可 取 为 零 ， 


() 5 cl om OO7T。 
dr 一 2 By 二 7 六 cuT.) = 0,， (0 一 0 = 


因此 也 不 存在 相应 的 滇 动 热流 (gs ). 
总 潮 动 热流 (16.145) 式 中 的 第 三 项 , 即 “ 碰 撞 ” 或 “正宗 ”热流 
这 时 会 对 水 动 热流 有 很 大 的 贡献 . 因为 
qs 一 qa 十 qa} =— kpy ViTa— «| ViT. 
当 存 在 磁场 扰动 时 ,磁力 线 方向 也 会 有 抖动 : 


B=B,+B, bp — (b) + Fe,. 
0 


这 样 就 会 使 一 部 分 平衡 时 的 平行 热流 i V1T。 转变 成 垂直 热流 
Cg 外 ). 从 物理 上 来 看 ,这 是 由 于 磁力 线 的 无 规 行走 而 引发 的 径 向 
关 由 热流 


do) ~ 一 «i[(| 入 


0 


至 | df 


dy? ) |= gs(B,,VT). 
(16. 148) 
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因为 平衡 时 的 平行 热 导 系数 总 是 比 垂直 热 导 系数 大 得 多 (一 wxr 
沁 1) , 故 即使 B./B<<1, 这 样 产 生 的 汗 动 热流 也 会 相当 大 . 
最 后 把 三 项 相 加 ,得 总 径 向 沸 动 热流 


(Qs) = TAT) + STT,) + eB VT) (a =e,) 


2 


C 5 
7 BL 


nTEo) + (noTE)] 十 2 EEvTn) 
2 Bo 


"~ 


[7T. (jsB,) — BwlT,),) 


.十 Jw(TB,)] + gi(B,,VT) 


一 2 [BFE,) 十 EwlTn)] 一 [Tv 


2 B， 公克 
一 Bo (Ta),) + Jo (TB,)] + gCB,,VT). 

上 面具 4 列 出 了 漂移 热流 中 比较 大 的 、 目 前 实验 上 容易 测量 到 的 项 . 
其 他 的 项 可 以 从 前 面 给 出 过 的 相应 表达 式 无 困难 地 导出 ,这 里 就 
不 一 一 写 出 了 . 

在 实验 上 , 当 分 别 测量 了 汗 动 的 总 热流 和 总 粒子 流 后 ， 往往 利 
用 下 面 的 等 式 


(Q。) = TT,) 十 ge (16. 149) 
来 定义 一 个 等 效 的 热流 和 热 导 系数 
0 三 一 co Vr7 。 


=(Q,) 一 TT,) 


= Tk (Tle) 十 g2 
六 [nl TE + Eu 
+ > - LBuT, 了 ) 一 Jow( 包 站)] 十 ge. 


应 该 注意 ,在 各 种 文献 中 往往 会 定义 稍 有 不 同 的 等 效 热流 ,因此 在 
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把 实验 的 热流 和 理论 结果 作 比 较 时 ,必须 弄 清 它们 之 间 的 关系 .上 
面 给 出 的 定义 出 自 文 献 [8J. 


16.4 ”环形 磁场 中 的 新 经 典 输 运 简 介 


16.4.1 环形 粒子 和 约束 粒子 


在 tokamak 装置 中 ,磁场 是 环形 的 ,其 强度 可 写成 


BEBR -一 2 Bp, 1 — 二 cos0|. 


R Ro 二 rcos0 R, 
由 于 环 的 外 侧 磁场 比 内 侧 的 弱 ( 图 16. 2(a),(b)) ,带电 粒子 沿 磁 
力 线 的 运动 像 一 个 粒子 在 ( 磁 ) 势 阱 中 的 运动 (图 16. 2(b)). 那些 
平行 速度 与 垂直 速度 之 比 w /v1 大 的 粒子 可 越过 环 内 侧 ( 磁 ) 势 蜂 
顶 而 环行 整个 等 离子 体 环 ,因此 被 称 为 环形 粒子 (图 16. 3(a)). 而 
o /比较 小 的 粒子 则 会 在 到 达 内 侧 之 前 , 因 "1 渐渐 减少 到 零 然 
后 皮 向 ,从 而 被 约束 在 磁 阱 中 ,因此 被 称 为 约束 粒子 或 香 苞 粒子 
(图 16. 3(b)). 这 两 类 粒子 在 速度 空间 以 0. 为 分 界线 (图 16. 2(c))， 
有 


UvU rr 
cotb. = 站 0 > /2e， < 一 页 ， 
0 


Vo 


其 中 R。 是 环 的 大 半径 ,而 7 是 粒子 所 在 磁 面 的 小 半径 .0<0. 的 区 


环行 粒子 


(b) 
图 16.2 环形 磁场 中 的 磁 阱 示意 图 
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域 称 为 环行 (粒子 ) 区 ,而 9>0. 的 区 域 则 称 为 约束 (粒子 ) 区 . 在 速 
度 空间 的 (9， 办 相 平面 上 约束 区 面积 为 


/2 
db -| sin mo| dy 一 一 2rcosbg| 


7/2 
一 2r coOsO. 


一 2 


~ ?rw 天 


推导 上 式 时 用 到 了 损失 锥 角 的 定义 cotb. 一/ 区. 而 速度 空间 
(9,$) 相 平面 的 总 面积 ( 按 上 式 对 9 的 积分 ,从 0 到 x/2) 是 2r ,这 
1 必 轩 度 室 间 的 比例 为 V2e. 如 果 假 定 粒子 是 均匀 分 布 

这 个 相 平面 上 的 , 则 约束 粒子 数 密度 在 总 粒子 数 
比例 也 近似 为 nn 


nb 


ns YZe. (16. 150) 


环形 粒子 和 约束 粒子 的 轨道 (在 环 的 小 截面 的 投影 ) 如 图 16. 3 
中 所 示 从 某 一 磁 面 外 侧 与 赤道 面 交点 处 出 发 的 环形 粒子 轨道 是 
一 个 近似 的 圆周 ,由 于 磁场 曲率 造成 的 漂移 ,w | 之 0 环形 粒子 的 罗 
道 是 在 磁 面 内 的 小 圆 ,而 "| <0 环形 粒子 的 轨道 是 在 磁 面 外 的 大 
圆 (图 16. 3(a)); 小 大圆 中 心 与 磁 面 中 心 都 在 未 道 面 上 ,间距 Ar 
大 体 相等 . 从 同一 磁 面 同一 外 侧 点 出 发 的 约束 粒子 轨道 则 呈现 出 
香 父 形 ( 图 16. 3(b)) ,也 | >0 约 束 粒 子 的 轨道 是 在 磁 面 内 的 小 香 


图 16. 3 ”环行 粒子 轨道 (a) 和 约束 粒子 轨道 图 形 (b) 


16.4 环形 磁场 中 的 新 经 典 输 运 简介 S91 


说 ,而 v| 二 0 环形 粒子 的 轨道 是 在 磁 面 外 的 大 香蕉 ;两 种 香花 中 
心 ”与 出 发 点 的 间距 Ars 也 大 体 相等 . 

按照 导电 粒子 在 环形 磁场 中 的 单 粒子 轨道 理论 ( 见 (等 离子 休 
物理 原理 》,119% 一 121 页 ) ,上述 的 两 种 间距 分 别 为 


Ar ~ gre, Ars 一 2、/ 2 ge !?gre, 


B 
g = g(7) = 元 Br (16. 151) 
0 


其 中 7. 是 带电 粒子 在 磁场 中 的 回旋 半径 ,而 9 是 安全 因子 . 
环形 粒子 在 磁场 中 的 平行 (磁场 方向 ) 速 度 可 近似 取 成 常数 
v| ~ vt (16. 152) 


其 中 v 是 粒子 的 热 速度 . 香 敬 粒子 的 平行 速度 则 为 


_ 1 -2 - 之 Xm 
AN Bo AR 


T= rcosO, (16. 153) 


过 |， 
它 可 以 在 有 限 值 M 2ev: 和 零 之 间 反 复 变化 . 

利用 上 面 给 出 的 数据 ,可 以 估算 一 下 粒子 在 沿 自己 的 轨道 作 
绕 小 环 一 周 所 需 时 间 为 
-= 上 ~ (16. 154) 


| | 


B= =B,|1 — 


其 中 LgR 为 粒子 沿 小 环 转 一 图 时 在 大 环 方向 所 行走 的 距离 . 这 
样 可 估计 出 环形 粒子 的 环行 周期 和 频率 为 
a = 工 二 在 (16. 155) 


2 vt 2 tr gqgR. 
对 约束 粒子 ,可 以 用 其 在 轨道 上 环绕 一 一 周 时 的 平均 速度 来 估算 环 
绕 周期 


Th 一 守 . (16. 156) 


市 平均 速度 则 可 以 用 粒子 在 小 截面 香 藻 轨 道上 的 平均 值 来 估计 
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i r 一 Ar r+A 
v| 一 了 ， | (XT)dzx 十 六 wv | cdz| 


r 一 Ar r 十 Ar 
2 = Veet a] 
"| 


3/2 


Ar 


r 


Ar 


r 


] 一 


十 四 十 

其 中 /是 各 面 的 周 长 ,近似 用 4 代入 ,得 
21 ~ vt Ve. (16. 157) 

最 后 有 约束 粒子 周期 运动 的 竺 全 时间“ 反 境 时间 及 反弹 频率 


nol VE Ve 
t= 一 ， 二 € 一 ^ 人 / € vy,. 
本 ， Vt Ee Ve 四 


《16.158) 
由 此 可 以 看 到 ， 在 同一 磁 面 上 ， 香花 粒子 完成 一 个 完整 周期 轨道 
所 花费 的 时 间 要 比 环形 粒子 的 长 ,me>m。 
以 上 是 天 和 时 的 情 在 考虑 到 有 碰撞 发 生 时 ,如 果 粒 子 的 
平均 碰撞 时 间 = 比 它 一 个 完整 闭合 ( 圆 形 或 香蕉 形 ) 轨 道 的 
时 间 长 ,r > no, 则 磁 擅 对 环行 和 香 项 粒子 的 运动 均 无 影响 但 
如 果 m>r>m，, 则 香花 运动 不 可 能 完成 ,因此 不 存在 香 共 粒 子 , 但 
环形 粒子 仍然 存在 . 最 后 ,如 果 磁 撞 足 够 频繁 ， 有 之 tt, 则 香 
熙 和 环形 粒子 都 不 可 能 存在 . 因此 带电 粒子 在 环形 磁场 中 的 运动 
轨道 还 


16.4.2 输 运 系数 的 流体 .平台 和 香 基 区 
”对 等 离子 体 来 说 ,库仑 碰 檀 频率 与 温度 成 反比 ,wc 了 -2 当 


温度 从 低 到 高 变化 时 ， 碰撞 频率 x. 由 大 变 小 ,平均 自由 程 和 则 由 


长 变 短 .这样 , 当 温度 较 低 时 (一 般 在 放电 的 初期 或 等 离子 体 的 外 
层 ) 由 于 碰撞 频繁 ,只 有 小 环形 粒子 可 以 存在 ,而 大 一 点 的 环形 粒 
子 和 香 若 粒 于 在 转 不 到 一 个 完整 轨道 之 前 就 因 碰撞 而 离开 原 轨道 
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了 . 这 种 等 离子 体 的 参数 范围 称 为 输 运 过 程 的 流体 区 (图 16. 4)， 
它们 的 输 运 系 数 由 于 环 效应 (由 磁 流 体 平衡 条 件 和 电荷 守恒 而 出 
现 的 平行 电流 一 一 它 正比 于 径 向 压强 梯度 一 一 产生 了 和 角 向 电场 ， 
从 而 通过 电 漂 移 引起 附加 的 径 向 粒子 流 ) 而 被 增 大 

Dr = (1 + g)D. 本 (16. 159) 
其 中 P 是 平板 几何 位 形 下 ， 垂直 磁场 方向 的 (经 典 ) 扩 散 系 数 . D” 
又 称 Pfirsch-Schluter 扩散 系数 , 可 以 通过 磁 流 体 平衡 条 件 导 出 ， 
详 见 本 书 第 二 章 的 开头 部 分 . 由 于 9>1, 所 以 流体 区 的 输 运 系数 
一 般 可 比 其 经 典 值 大 一 个 量 级 左右 . 

“然后 , 随 着 温度 的 增高 ， 碰撞 频率 下 降 ， 平均 碰撞 自由 程 变 大 . 
当 v<w 时 ,中 等 大 小 的 环形 粒子 与 小 的 香 燕 粒子 可 以 存在 ,它们 
开始 对 输 运 起 作用 . 等 离子 体 的 参数 范围 进入 了 所 谓 的 ( 输 运 过 
程 ) 平 台 区 (图 16. 4). 


图 16.4 新 经 典 答 运 系数 的 三 个 区 域 


最 后 , 当 温度 继续 升 高 至 ,< 时 ,大 环形 粒子 和 中 、 大 型 香 
若 粒 子 也 出 现 了 ， 并 对 输 运 过 程 产生 重大 影响 粒子 输 运 就 进入 了 
所 谓 的 香蕉 区 (图 16. 4). 

等 离子 体 的 各 类 输 运 系数 在 上 述 三 个 区 中 的 量 值 和 表达 式 是 
完全 不 同 的 ,因此 首先 必须 根据 实地 的 等 离子 体 参 数 (温度 和 密度 
一 一 它们 决定 了 碰撞 频率 的 大 小 ) 来 确定 用 哪 一 个 区 的 输 运 系数 


ee 
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表达 式 ,然后 通过 合适 的 公式 求 出 各 类 系数 的 量 值 . 这 种 因 环形 磁 
场 效应 而 复杂 化 的 输 运 理论 被 称 为 “新 ”经 典 输 运 ,以 区 别 于 平 直 
磁场 中 的 普通 (经 典 ) 输 运 . 有 时 只 把 香 营区 的 输 运 称 为 新 经 典 的 ， 
这 是 窄 义 的 新 经 典 输 运 . | 

下 面 将 讨论 上 述 三 个 输 运 区 的 分 界 . 首先 是 流体 区 和 平台 区 
的 分 界 点 ,由 于 在 求 = 时 ,我 们 取 的 轨道 长 度 gR 大 约 是 中 等 环形 
粒子 的 轨道 特征 长 度 , 故 可 以 把 它 当 作 流体 区 和 平台 区 的 分 界 点 ， 
即 当 <w 时 , 输 运 就 进入 平台 区 . 至 于 平台 区 和 香蕉 区 的 分 界 点 
ri, 显然 应 该 和 香 葵 粒 子 的 反弹 频率 有 关 , 但 它们 之 间 又 不 能 直接 
地 对 应 过 去 . 这 是 因为 等 离子 体 的 经 典 碰撞 时 间 r. 定义 成 入 射 粒 
子 的 初始 速度 经 多 次 小 角 散 射 后 ,其 偏转 积累 到 90" 角 时 所 花费 
的 时 间 ; 而 上 面 定义 的 反弹 时 间 nx 则 是 香 葵 粒 子 运行 一 周 所 用 去 
的 时 间 , 在 此 期 间 粒子 的 速度 经 历 了 两 次 几乎 180" 的 大 偏转 . 显 
然 两 者 的 定义 不 对 等 ,为 此 应 该 利用 香花 粒子 的 反弹 时 间 但 按 经 
典 碰撞 时 间 的 定义 式 来 估算 对 应 的 碰撞 时 间 ， 


v vt ( ) 
Tt， 一 一 > 一 一 -人 AL 16. 160 
氏 、 Am 
~ dar 


其 中 的 应 取 成 完成 一 次 香 蓄 运动 所 需 的 反弹 时 间 ,而 Avi 则 应 
取 成 在 一 个 香 葵 周期 中 垂直 速度 平方 的 平均 改变 量 (Ac1 ). 这 个 
量 可 以 利用 香花 运动 保持 总 动能 守恒 来 得 到 . 由 守恒 条 件 

1 


Fm 十 pi 常数 ， 


有 
(Ao ) =— (Av) 
> 一 [v1 (7 十 Arp) — vi (zm)] 


2 
rr Xm 


Ro 


(由 vj (xm) 圭 0) 过 一 vi (7) 一 一 vo 
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~ 一 只 工 一 一 cu: 
全 Ut R, &Vt 。 
将 At 二 tp 和 Aoi 一 (Ap ) 二 一 ev? 代入 定义 式 (16.160) 后 ,得 
Tb 1 R 
r， -= BR (16. 161) 


， 上 式 最 后 的 因子 正 是 ry( 见 式 (16. 155)). 对 应 的 平台 -香花 分 界 频 


率 为 


v= + = /2y,. (16. 162) 


Tl 


16.4.3 扩散 系数 


下 面 以 垂直 (于 磁场 的 ) 扩 散 系数 为 例 ,并 用 无 规 行走 方法 来 
估算 它 在 上 述 三 个 参数 区 中 的 表达 式 
Dp,= $2. 


其 中 Ax 是 行走 的 平均 步 长 ,而 + 是 行走 每 一 步 的 平均 时 间 . 
对 平 直 磁场 中 的 等 离子 体 , 可 取 无 规 行走 的 步 长 为 回旋 半径 


。 Az=r., 而 取经 典 的 磁 擅 时 间 为 行走 的 平均 时 间 * 一 = 这 样 就 得 
， 到 了 经 典 的 垂直 扩散 系数 


2 
7 
T . 


对 于 环形 磁场 中 的 等 离子 体 ,在 流体 区 中 ,因为 存在 着 大 量 环 


D= (16. 163) 


” 形 粒 子 ,对 它们 由 于 碰撞 而 引起 的 扩散 ,可 以 取 前 面 给 出 的 环形 粒 
， 子 (其 圆 形 轨道 中 心 对 磁 面 中 心 ) 的 偏离 距离 为 无 规 行走 的 步 长 
。 Az 一 qr: 来 估算 扩散 系数 . 这 是 因为 碰撞 能 剧烈 地 改变 环形 粒子 
”的 速度 值 ,在 典型 的 情况 下 会 使 一 个 v 过 (>)0 的 环形 粒子 变 成 
六 个 o>>(<)0 的 环形 粒子 ,相应 的 环行 轨道 中 心 就 会 因 碰撞 而 
” 突然 在 径 向 跳动 一 步 Ar. 由 于 碰撞 的 随机 性 ,这 种 径 向 的 跳动 就 
” 类 似 无 规 行走 . 结果 有 \ / 
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D'™= 2 = qg227 = 927， 


其 中 上 标 flay 天 示 飞行 粒子 再 加 上 大 量 的 没有 形成 任何 封闭 轨 
道 的 粒子 所 造成 的 经 典 扩散 系数 ,就 可 以 得 到 流体 区 的 Pfirsch- 
Schluter 扩散 系数 

DY = (1 + 9g)D. (16. 164) 
根据 同样 的 图 像 ,在 香蕉 区 中 .由 于 存在 着 大 量 的 香蕉 粒子 ， 
可 以 用 香蕉 粒子 的 半 宽 当成 无 规 行走 的 步 长 x 二 =e!?gr., 用 香 苞 
粒子 的 反弹 时 间 来 代表 行走 一 步 的 平均 时 间 += 二 en. 这 样 得 
到 香蕉 粒子 的 扩散 系数 


pb/ (el/2gr.)? 
忆 1 -一 


ET] 
上 式 最 后 用 v. 代替 了 v4, 这 是 因为 在 香 楚 区 的 等 离子 体 参数 取 值 
范围 内 两 者 是 近似 相等 的 . 相应 的 香 莫 粒 子 扩 散 流 应 表示 成 
TT? =— DY Vnbp. . 
但 这 还 不 是 通常 意义 下 的 扩散 流 表 达 式 ,因为 一 般 在 给 出 粒子 流 
时 ,总 是 用 粒子 总 密度 梯度 而 不 是 香蕉 粒子 的 密度 梯度 来 表示 的 
为 此 应 当 将 上 式 中 的 香 欧 粒子 密度 用 总 粒子 密度 表示 出 来 ,因为 
nb~~M e no( 见 (16.150) 式 ), 故 最 终 有 
如 一 一 站 Vn, Di= VeD’= egD. 

(16. 165) 
上 面 得 出 的 两 个 扩散 系数 D* 和 D", 也 就 是 图 16. 4 中 流体 区 和 香 
药 区 中 的 扩散 系数 曲线 的 斜率 . 流体 区 扩散 系数 曲线 在 流体 -平台 
分 界 点 处 的 值 为 (将 流体 区 扩散 系数 公式 中 的 碰撞 频率 v. 用 v 代 
入 ) (1 十 q?)wr?; 而 香 楷 区 扩散 系数 曲线 在 平台 - 香 礁 分 界 点 处 的 
值 为 (将 香 敬 区 扩散 系数 公式 中 的 碰撞 频率 v. 用 代入 )q?wzr:. 由 
于 gq: 守 1, 故 在 整个 平台 区 中 扩散 系数 基本 上 是 频率 无 关 的 ,也 即 
在 图 16.4 的 中 间 部 分 二 xv. 志 %) 扩 散 系 数 曲线 呈 平 台 型 一 一 这 


一 ye ?gri. 
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就 是 输 运 过 程 中 平台 区 得 名 的 原因 . 

由 新 经 典 输 运 系数 的 三 区 图 可 以 看 到 , 按 扩散 系数 的 绝对 值 
来 比 , 流 体 区 的 最 大 ;而 按 曲线 的 斜率 来 比 , 香 艾 区 的 最 大 . 一 般 说 
新 经 典 输 运 系数 比 经 典 输 运 系数 大 ,这 是 取 同 样 碰撞 频率 时 的 对 
比 结果 . 


16.4.4 环形 磁场 中 特有 的 输 运 现 象 
环形 磁场 不 仅 使 原来 的 经 典 输 运 系数 增 大 成 对 应 的 新 经 典 系 


” 数 , 而 且 产 生 了 许多 全 新 的 .在 经 典 输 运 中 不 存在 的 输 运 过 程 ,后 


' 


者 在 物理 上 是 更 为 重要 的 . 本 节 就 从 定性 上 来 介绍 这 些 特殊 的 输 
运 流 和 输 运 系数 . 
1. 由 密度 梯度 引起 的 输 运 流 

对 于 环形 等 离子 体 ,一 般 在 小 半径 方向 总 是 不 均匀 的 , 即 中 心 
的 密度 高 而 边缘 的 密度 低 . 这 样 对 于 某 个 磁 面 来 说 ,在 磁 面 内 的 粒 
子 (环行 和 香 藻 都 一 样 ) 密 度 总 是 比 磁 面 外 的 大 , 故 通过 下 面 的 几 
种 碰撞 过 程 ,总 会 产生 粒子 从 磁 面 内 向 磁 面 外 的 扩散 流 、 热 流 以 及 
沿 磁 面 的 附加 电流 (也 称 自 举 电流 ). 

(1) 粒子 流 

在 环形 等 离子 体 中 ,存在 着 多 种 粒子 ,如 环行 电子 (ue)、 离 子 
(ui) ,约束 电子 (te)、 离 子 (ti); 它们 之 间 的 各 种 碰撞 会 贡献 不 同 的 
粒子 径 向 流 . 下 面 就 分 别 来 讨论 . 

(i) 由 te,ue-i 碰撞 引起 的 粒子 流 . 

这 时 离子 i 可 以 当成 静止 的 ,而 约束 电子 则 在 碰撞 后 外 跳 了 
一 个 香 欧 半 宽 ~e-Y?gr。. 故 相 应 的 粒子 流 是 


dn 
(n U > 一 一 Qa。 1E 一 3/2 2 :7 一 
eL er qd e dr 


dn 
-3/2g2 
一 一 Quie D 
1 dr 


dn 
__ NN (neol) 
一 人 dr- 
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上 式 中 上 标 neo 表示 “新 经 典 ” 系数 as*0. 7, 由 三 部 分 组 成 ， (al) 
大 香 克 和 慢 ( 大 ) 环 形 粒子 与 离子 的 碰撞 (它们 的 Ar 最 大 );(b) 
快 (小 ) 环 行 电子 与 离子 的 碰撞 (它们 的 数量 多 ); (c) 小 香 莫 粒子 
与 离子 的 碰撞 ( 它们 不 但 量 少 ,Ar 也 小 ), 这 些 过 程 所 造成 粒子 流 
的 比例 大 致 为 : 
: 1/6 : e. 

(ii) 由 te-ue 册 扩 引起 的 粒子 演 

这 时 ,和 ue 相 比 ,te 比较 局 域 化 ,因此 其 行为 类 似 于 离子 ( 即 
在 一 定 的 时 间 内 只 能 在 一 定 的 范围 内 运动 ). 于 是 te-ue 间 碰 撞 
后 ,由 于 两 类 粒子 轨道 中 心 分 别 向 内 、 外 跳动 得 不 对 等 rp 关 57, 也 
可 能 产生 一 个 纯 的 径 向 位 移 ,从 而 引起 粒子 扩散 . 这 时 对 扩散 流 贡 
献 最 大 的 仍然 是 大 香 葵 和 慢 ( 大 ) 环 形 粒 子 . 

但 和 te-i 间 的 碰撞 不 同 : 在 te-i 碰撞 前 后 ,电子 和 离子 间 能 
量 交 换 很 小 (它们 的 质量 相差 约 2000 倍 ), 因 此 电子 离子 的 能 量 
在 碰撞 前 后 近似 守恒 ,能 量 分 布 函数 几乎 不 变 ;而 在 te-ue 的 碰撞 
前 后 ,有 很 大 的 能 量 交换 (这 两 种 电子 质量 相同 ) ,这 就 引起 了 能 量 
分 布 函数 的 较 大 改变 ,最 后 影响 到 由 这 种 分 布 函数 算出 的 碰撞 频 
率 中 会 出 现 一 (相对 于 离子 -电子 碰撞 的 结果 ) 附 加 因子 4(X。)， 

Vee (Xe) = ACXKeNeXe), Xe = mev’/ (2T.). 

在 完成 了 对 速度 空间 的 积分 后 ,这 个 附加 因子 会 对 扩散 系数 贡献 
一 个 数值 的 附加 因子 ~/ 2 一 In(1 十 /2 ) 之 0. 53 ,于 是 te-ue 碰撞 
会 产生 一 个 新 碰撞 流 系数 


Qee 一 0. 53Q6. 
最 后 将 两 种 流 相 加 ,得 到 总 的 电子 扩散 流 
| 4 
(neVer) =— DT 全 De = aee gyor’, 
Qe 一 aui 十 ae 一 1.07. 〈16. 166 ) 


(2) 热流 
上 而 产生 的 径 向 粒子 演 , 在 向 外 扩 富 的 同时 还 拆 带 关 自 已 的 
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“热能 ,从 而 形成 了 一 个 由 密度 梯度 引发 的 热流 


= (nvx)T;, j= e,l. (16.°167) 

(3) 无 碰撞 电流 和 就 带电 流 

由 于 电流 主要 是 沿 磁 力 线 方 回 
流动 的 , 故 显 然 只 有 环形 电子 ue 才 
是 电流 的 最 主要 的 携带 者 . 因此 涉及 
的 碰撞 过 程 中 一 定 有 一 方 是 环形 电 
子 . 

GQ) 无 碰撞 附加 电流 . 

在 赤道 面 中 垂直 于 磁 面 的 一 


图 16.5 无 碰撞 电流 示意 图 


窄 环 带 dS 上 (图 16. 5), 由 于 zl 0 
的 ue 来自 此 磁 面 的 内 部 ,其 密度 高 于 来 自 磁 面 外 部 的 v| 二 0 电子 


密度 ,因此 形成 了 一 个 穿 过 dsS 面 并 和 原 感应 电流 方 同一 致 ( 即 
,之 0) 的 无 碰撞 附加 电流 
2c dn 


人 3/2 一 一 
Ts 万 “< i€ 了 。 e 1 (16. 168) 


(i) 碰撞 引起 的 电流 一 一 靳 带电 流 . 

前 面 所 说 的 te-ue 碰撞 ,在 使 约束 粒子 te 速度 反 向 、 轨 道中 心 
跳动 而 引起 扩散 的 同时 ,被 撞 的 环形 粒子 也 会 受到 一 个 反作用 力 ， 
这 个 力 和 约束 粒子 原来 的 运动 方向 相同 . 在 图 16. 5 的 dS 处 ,由 
于 密度 梯度 存在 , 沿 磁力 线 方向 的 约束 电子 (来 自 该 磁 面 内 ,v| 请 
0) 总 比 朝 相反 方向 运动 的 约束 电子 多 ,因此 被 沿 原 感应 电流 方 站 
(v1 之 0 的 方向 ) 加 速 的 环形 电子 总 比 被 减速 的 多 ,其 结果 是 引出 
了 一 个 和 感应 电流 同方 向 的 附加 电流 . 携带 这 种 电流 的 环形 电子 
可 以 想象 成 为 被 分 布 在 其 轨道 各 处 的 固定 约束 粒子 接连 抽打 而 不 
断 加 速 . 每 抽打 一 下 ,其 速度 方向 都 可 能 略 有 改变 ,但 并 不 反 向 ; 知 
果 其 轨道 有 点 像 一 条 靳 带 的 样子 一 一 由 此 得 到 了 靳 带 电流 的 名 称 . 

对 条 带电 流 的 影响 来 自 三 种 碰撞 过 程 : 加 速 ue 的 有 一 种 ue- 
te; 减速 环形 电子 的 有 两 种 (Cue-iy,ue-ue,te) ,把 它们 的 结果 综合 起 
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来 后 ,得 靳 带电 流 的 量 值 为 
dn 


Te 一 一 0.9e24 FT. 下 (16. 169) 


把 它 和 无 磁 撞 电流 相 比 ,可 知 Isocel., 因 此 无 碰撞 电流 实际 上 比 
碰撞 电流 小 很 多 . 
2. 由 温度 梯度 引起 的 输 运 流 

和 和 密度 梯度 一 样 ,温度 梯度 也 是 负 的 ,dT/dr 二 0. 如 果 取 上 一 
. 节 的 粒子 轨道 图 , 则 zi 0( 位 于 磁 面 内 ) 的 粒子 能 量 要 比 v, <0 
* 《位 于 磁 面 外 ) 的 能 量 大 ,这 就 产生 了 以 下 的 输 运 过 程 . 

(1) 热流 . 

在 热流 中 ,离子 热流 要 比 电子 热流 大 得 多 . 离子 间 的 碰撞 并 不 
引起 扩散 流 ,但 可 以 产生 热流 . 而 对 离子 热流 贡献 最 大 的 首先 是 
ti-ui 磁 撞 ;其 次 是 ui-ui 碰撞 .结果 有 


i 一 一 Ki dr (16. 170) 


其 中 新 经 典 热 导 值 x?” 将 在 下 一 小 节 给 出 . 

(2) 热电 流 和 热 扩 散 

在 存在 温度 梯度 时 ,ue-te,ue-ti,ui 的 碰撞 能 使 环形 电子 ue 
受到 一 个 和 原 电流 方向 一 致 的 加 速 力 , 从 而 产生 一 个 附加 的 热电 
流 ; 


这 就 是 所 谓 的 热电 (能 斯 特 ) 效 应 . 从 动 理学 的 原理 来 说 ,这 是 因为 
碰撞 使 环形 电子 能 量 分 布 函 数 偏离 了 热平衡 态 而 造成 的 . 

反 过 来 ,在 引起 热电 流 Ta 同样 的 碰撞 过 程 中 的 te,ti,ui 也 会 
受到 一 个 反作用 力 使 其 速度 反 向 ,同时 它们 的 周期 轨道 中 心 产生 
一 个 径 向 的 跳动 . 最 后 引起 了 径 向 的 扩散 (收缩 ) 粒 子 流 一 一 这 就 
是 热 扩散 ， 
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3. 自 举 电流 及 附加 的 缆 缩 效应 

当 等 离子 体 中 只 存在 感应 (欧姆 ) 电 流 时 , 按 欧姆 定律 会 同时 
存在 一 个 环 向 电场 Eo 一 E., 它 和 角 向 磁场 Bo 一 起 会 产生 径 回 天 
内 的 粒子 流 一 一 这 通常 被 称 为 电流 钞 缩 (ware pinch)， 


(pr)2 一 一 2auel27z 全 (16. 171) 
9 


现在 ,由 于 环 效 应 .出 现 了 三 种 附加 电流 : 1” 二 Js 十 1 十 Ia, 通 党 
把 它们 统称 为 自 举 电流 . 它们 也 会 产生 一 个 额外 的 内 向 夭 缩 粒子 
流 


DD. I Be 


TT. T. qc 
一 般 mo,B,, 玉 .>0, 故 上 面 所 给 出 的 两 种 粒子 流 均 是 向 内 的 德 缩 
流 ,都 对 环形 等 离子 体 在 径 向 的 约束 起 帮助 作用 . 


16.4.5 新 经 典 输 运 方程 概观 


环形 磁场 引起 的 新 经 典 效 应 不 但 发 生 在 输 运 流 中 ,也 出 现 于 
输 运 方 程 中 . 本 节 就 系统 地 给 出 新 经 典 输 运 方程 及 输 运 流 的 表达 
式 ， 它们 是 由 Rosenbluth 等 人 给 出 的 . 但 首先 证 中考 ”全 请 
经 典 输 运 过 程 的 是 苏联 的 学 者 Galeev 和 Sagdeev. 上 一 市 给 出 的 
定性 但 图 像 清晰 的 描述 就 是 来 自 他 们 的 结果 . 这 里 并 不 讨论 详细 
的 推导 过 程 ,有 兴趣 的 读者 请 查阅 文献 [9] 一 [12]. 


(16.172) 


(nvr)™ 一 


1. 输 运 方程 组 
在 准 中 性 条 件 (一 一 mi) 下 ,粒子 输 运 方程 是 
2 二 (Tr) = 0， (16. 173) 
志 子 和 高 了 的 雪 ( 浊 度 ) 平 方程 分 曾 为 
总 Tj+ 士 部 " Q. + ETT, 
=— Qa— TI 加 一 0. 172 | ， (16.174) 
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(16. 175) 


n’ T, | 


其 中 


Qa 一 (16. 176) 


是 由 于 电子 -离子 碰撞 引起 的 经 典 能 量 交换 ,而 两 方程 的 最 后 一 项 
则 是 碰撞 引起 的 新 经 典 能 量 交换 项 . 它们 大 小 相等 但 符号 相反 ,以 
保持 总 的 电子 -离子 系 能 量 (在 弹性 碰撞 下 ) 守 恒 . 

上 述 输 运 方程 中 的 输 运 流 和 角 疝 磁场 B, 有 关 , 而 Bo 又 通过 
法 拉 第 定律 和 环 向 电场 (进而 环 向 电流 , 见 (16. 177) 式 ) 相 联系 . 


3 二 一 YX: (16. 177) 
2. 电流 


_ 式 (16. 177) 中 的 平行 (环形 ) 电 场 又 和 平行 (环形 ) 电 流通 过 欧 
姆 定律 相 联 系 ， 


E _0. 5lme 1 J cnT. 
1 ezr。1 一 1.95Cr/R) 1 


六 一 0.69 志 +0.42 寻 | 


上 式 中 第 一 项 的 第 一 个 因子 就 是 经 典 ( 无 磁场 环 效 应 ) 的 (平行 ) 电 
阻 率 ; 第 一 项 的 第 二 个 因子 是 由 于 环 效应 而 产生 的 新 经 典 数 值 修 
正 因子 ,显然 这 个 因子 是 大 于 1 的 ,也 即 新 经 典 电 阻 比 经 典 电阻 要 
大 . 大 括号 中 的 项 是 总 电流 ,其 中 .7i 项 是 感应 电流 ,而 后 面 的 项 则 
是 所 有 环形 效应 引起 的 附加 电流 (无 碰撞 电流 、 靳 带电 流 和 热电 
流 ) 之 和 一 一 也 被 称 为 自 举 电流 . Galeev 等 人 用 不 同方 法 算出 的 
自 举 电流 与 这 里 给 出 的 表达 式 及 系数 都 基本 相符 ,但 电阻 的 新 经 
典 修正 因子 却 有 定性 上 的 差别 : 这 个 因子 在 那里 是 小 于 1 的 . 因 
此 按 Galeev 的 结果 ,新 经 典 的 电阻 比 经 典 值 要 小 . 现在 ,通常 认为 


Ti 
| 2.44[1 十 玫 
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| Rosenbluth 等 人 的 计算 结果 是 正确 的 .除了 这 点 ,Galeev 等 人 的 


结果 (包括 下 面 的 粒子 流 和 热流 ) 和 这 里 给 出 的 (Rosenbluth 等 人 
的 ?结果 基本 相符 . 
3. 粒子 流 
由 于 双 极 电场 的 影响 ,电子 流 P。 和 离子 流 I 在 输 运 的 时 间 
尺度 上 是 完全 相等 的 ,统称 为 双 极 粒 子 流 卫 , 它 的 新 经 典 表达 式 为 
r 一 | 如 


7 


n 


1/2 2 . T 
en| 一 1. 12| 1 十 元 


i 
T e 


下 

T" T, nE,/r 

十 0.43 元 +0.19 东 | 一 2.44 万 页 

其 中 的 最 后 一 项 就 是 经 典 箱 缩 效应 造成 的 径 向 朝 内 的 粒子 流 一 一 

电流 夭 缩 . 右面 第 一 大 项 则 是 密度 梯度 引起 的 扩散 及 温度 梯度 引 
起 的 热 扩散 ,而 附加 电流 造成 的 籍 缩 效 应 也 一 并 包括 在 内 了 . 

4. 热流 
输 运 方程 中 的 总 电子 热流 (扩散 粒子 流 所 携 热流 与 碰撞 热流 


之 和 ) 表 达 式 是 


1/2 


B\’/r\Yre | | Ti\a 
Q.=| 吉 | RR cli: 1. 53 1 十 未 . 
TT | 7 玖 | | 7 1 
一 1.81] T. 一 0.27 十 1.75 B, 了 。 R 
而 总 离子 热流 为 
二 | rr \M2r AM 1/2 
Qi 一 一 Bl \R m7 ; [0. 48(1 十 Gme/m)' )]. 
(16. 178) 
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第 十 七 章 ” 波 驱动 电 议 


在 本 书 13. 2 节 中 ,我 们 讨论 了 在 无 碰撞 条 件 下 平衡 ( 慢 变 ) 速 
度 分 布 函 数 的 准 线性 演化 方程 . 按 这 个 方程 ,一 个 近 热 力学 平衡 态 
的 速度 分 布 ,在 外 界 持续 注入 波 的 作用 下 ,会 在 波 相 速 所 对 应 的 粒 
子 速 度 附 近 隆 起 一 个 平台 . 由 于 此 平台 在 速度 空间 的 不 对 称 性 ,会 
使 此 带电 粒子 (一 般 是 电子 ) 系 产生 一 个 非 零 的 平移 ( 均 ) 速 度 , 因 
而 出 现 一 个 宏观 的 电流 . 这 电流 不 必 由 电 磁感应 而 导致 的 外 电场 
来 维持 ,是 一 种 非 感应 的 等 离子 体 电流 一 一 称 为 波 驱动 电流 . 原则 
上 只 要 外 加 的 波 场 足够 强 和 足够 长 ,就 能 在 等 离子 体 中 维持 一 个 
稳 态 的 电流 . 由 于 tokamak 中 等 离子 体 的 平衡 与 稳定 必 不 可 缺 地 
依赖 于 这 个 电流 ,而 传统 的 感应 等 离子 体 电流 又 不 可 能 长 久 维持 ， 
因此 波 驱动 电流 和 上 节 谈 到 的 由 环 效应 而 产生 的 等 离子 体 自 举 电 
流 就 成 为 稳 态 运行 的 tokamak 聚变 堆 必 备 的 技术 手段 . 

但 在 波 驱动 电流 的 延续 时 间 超 过 了 等 离子 体 碰撞 时 间 的 情况 
下 ,无 碰撞 的 准 线性 描述 就 不 能 胜任 了 . 这 时 的 动 理学 方程 组 必须 


加 入 碰撞 算 子 (或 碰撞 积分 ) 项 


ER 
其 中 右面 第 一 项 就 是 准 线 性 方程 中 的 速度 空间 扩散 算 子 ,而 右面 
第 二 项 则 是 碰撞 项 . 在 外 来 波 驱动 下 ,第 一 项 通过 逆 朗 道 阻 尼 , 在 
速度 空间 使 平衡 分 布 函数 (在 波 的 相 速度 附近 ) 产 生 一 个 平台 ;而 
第 二 项 表示 弹性 碰撞 , 它 的 作用 是 使 任何 偏离 热平衡 的 分 布 函数 ， 
在 平均 碰撞 的 时 间 尺 度 上 趋 于 麦克 斯 韦 热平衡 分 布 一 一 也 就 是 消 
除 这 个 平台 . 最 后 ,在 达到 稳 态 时 ,方程 右面 的 两 项 应 该 相互 抵消 ， 


(17. 1) 
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这 时 形成 的 稳 态 分 布 是 一 个 在 波 的 相 速度 处 略 有 隆起 ,但 并 不 平 
坦 的 非 热 平衡 分 布 . 它 能 在 波 存 在 的 时 间 范围 内 持续 地 驱动 等 离 
子 体 的 非 感应 电流 . 

原则 上 ,任何 能 通过 波 -粒子 、 波 - 波 相 互 作用 而 使 平衡 的 电子 
速度 分 布 函数 在 平行 磁场 方向 上 出 现 非 对 称 隆 起 的 动 理 学 机 制 ， 
都 可 以 驱动 出 非 感应 的 稳 态 电流 . 上面 给 出 的 只 是 最 简单 .最 直接 
的 一 种 机 制 . 下 节 还 将 讨论 另 一 种 常 采取 的 驱动 方式 . 至 于 其 他 
的 、 较 为 复杂 和 间接 的 驱动 机 制 ,这 里 就 不 介绍 了 . 有 兴趣 的 读者 
可 以 参考 其 他 书籍 和 文献 ,文献 [1] 是 一 本 较 好 的 入 门 参考 书 . 

以 上 的 讨论 ,说 明了 波 驱 动 电流 在 定性 上 是 可 行 的 . 但 为 了 能 
用 最 节省 的 方法 来 驱动 出 非 感应 电流 ,必须 进一步 讨论 波 驱动 电 
流 的 效率 ,也 即 如 何 能 尽量 提高 电流 密度 与 波 功率 的 比值 (J/P). 
在 17. 1 节 , 首 先 对 这 个 问题 作 一 简单 .定性 的 讨论 ,然后 在 17. 2 
节 中 通过 对 加 入 了 福 克 尔 - 普 朗 克 碰撞 项 的 准 线性 方程 求解 析 解 ， 
来 作 比 较 更 定量 一 点 的 分 析 . 从 动 理学 理论 的 角度 来 看 ,电流 驱动 
是 一 个 全 面 考虑 了 (无 碰撞 的 波 -粒子 相互 作用 和 弹性 碰撞 ) 两 种 
动 理 学 效应 共同 影响 的 不 可 多 得 的 范例 . 


17.1 了 唯 象 讨论 


外 加 电磁 波 在 等 离子 体 中 驱动 出 电流 ,主要 依靠 两 种 不 同 的 
动 理学 波 -粒子 共振 相互 作用 机 制 :平行 于 磁场 方向 的 逆 朗 道 阻 
, 尼 , 和 垂直 于 磁场 方向 的 回旋 加 热 . 上 面谈 的 只 是 第 一 种 机 制 ,本 
节 还 将 给 出 第 二 种 机 制 的 唯 象 描述 


17.1.1 逆 朗 道 阻尼 (平行 了 磁场 方向 ) 


当 波 沿 磁场 方向 传播 (或 有 平行 磁场 方向 的 &i ) 时 ,可 以 通过 
逆 于 道 阻 尼 机 制 加 速 速度 略 低 于 波 (平行 磁场 ) 相 速度 的 电子 
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v| 之 v= 二 w/by: 假若 在 一 个 平均 碰撞 时 间 (z.) 内 ,被 加 速 电 子 的 
速度 从 
21 > vl 十 0v1， 


于 是 在 zt. 时间 内 ,这 个 电子 的 动能 相应 增加 


e = mvodv 9 


同时 这 个 电子 便 会 贡献 电流 密度 


了 = 98p |. (17. 2) 
而 这 个 电子 的 功率 (单位 时 间 内 的 能 量 ) 增 大 量 为 
p =~ = ue= mdv. (17. 3) 


如 和 欲 保 持 稳定 的 驱动 电流 , 则 电子 所 增 功 率 应 该 由 外 加 电磁 波 来 
提供 ,也 即 外 波源 至 少 要 输入 这 么 多 的 功率 .由 此 ,可 以 佑 算出 驱 
动 效 率 为 


了 = 一 2 一. (17. 4) 
p myvv | 
考虑 到 带电 粒子 的 碰撞 频率 对 等 离子 体 参 数 有 以 下 依赖 关系 
Yi (Cv + 吕 ) 
结果 有 
了 4 (vi 二 vw) cc =. (17.5) - 
p m nvl 


上面 的 结果 可 导论 双开 外加 中流 速 ( 因 而 频率 ) 
的 依赖 关系 (图 17. 1). 
(i) 对 于 低频 电磁 波 , 因 为 有 


21 < 一 pn vt = 
故 近 似 地 有 Ut UL ,结果 得 到 


icli~ 1. (17. 6) 
p vl Uph 


(ii) 对 于 高 频 电磁 波 ,zph 六 wy, 故 有 
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一 


Dph 
1 2 3 4 二 
图 17.1 驱动 电流 的 效率 与 电磁 波 
相 速 度 关 系 图 
vl 二 vp > v|， 
结果 有 
cc v4 一 v2 (17. 7) 


这 表明 无 论 在 低频 端 还 是 高 频 端 都 会 有 较 高 的 驱动 效率 ,在 低频 
自我 们 通常 利用 阿尔 文 波 来 驱动 电流 ,而 在 高 频段 可 以 用 低 杂 波 、 


”电子 回旋 波 ,等 等 来 驱动 电流 . 目前 ,用 得 最 多 和 最 成 功 的 是 低温 


杂 波 驱动 电流 . 
17.1.2 回旋 加 热 ( 垂 直 磁 场 方向 ) 


波 - 粒 子 的 另 一 种 共振 型 相互 作用 是 回旋 共振 . 当 电子 回旋 波 
注入 磁化 等 离子 体 时 ,电子 在 垂直 于 磁场 方向 上 被 加 速 ,使 vi 
v1 十 6v1. 结果 电子 的 总 速度 v= 和 Vv? 十 中 增 大 ,进而 碰撞 频率 下 
降 ,使 平行 方向 的 电子 摩擦 阻力 下 降 . 最 后 使 平衡 时 电子 平行 速度 


” 增 大 ,和 上 面 的 逆 朗 道 阻尼 机 制 达 到 了 同样 的 效果 . 


在 波 注 入 之 前 ,电子 在 平行 磁场 方向 的 运动 方程 为 


| 
dz 一 一 Vv @@ 
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| | 其 中 羽 是 外 加 的 感应 电场 (如 果 存 在 其 他 的 力 项 ,也 可 以 等 效 地 
。 折 入 这 里 ), 当 达到 稳 态 时 摩擦 力 和 电场 加 速 力 相 抵消 ， 


y.v | 三 EE, 
在 电子 回旋 波 注入 并 加 热电 子 后 ,上 式 变 成 
( 十 OY.) (v | 十 dv |) 一 EE, 


于 是 由 vv 二 (十 Ge ) (vl) 十 Ov | ) 可 以 得 出 电子 平行 速度 的 增 量 
为 


Gm | 一 -一 Se (17. 8) 
. y. 
考虑 到 
] 3 2v, 0v 有 | 060 | 
ys? -> .C= We 十 vs? 
按 前 面 的 办 法 ,同样 可 求 出 每 个 电子 平均 驱动 出 的 电流 
] 一 qov | 一 一 人 eo | (17. 9) 
以 及 维持 这 个 电流 所 需 的 波 功率 
p= mv bv). (17. 10) 
所 以 最 后 得 驱动 效率 
了 ~ 30 oo OT (17.11) 
p Me (oO 十 vi ) | ”nm . no 


17.1.3 总 了 驱动 效率 


按 定义 ,总 的 驱动 电流 为 
T=nijA, A = xa’, 
其 中 a,4 分 别 是 小 截面 的 半径 和 面积 . 总 的 波 吸 收 功率 为 
P=npV, V = 2rxR. A, 
其 中 R 是 环 的 大 半径 ,V 是 整个 等 离子 体 环 的 体积 .于 是 有 总 驱 
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动 效 率 


可 以 看 到 , 它 不 但 和 驱动 过 程 的 动 理学 机 制 有 关 , 还 和 环 的 几何 尺 
寸 有 关 . 反 过 来 ,由 实验 测量 到 的 工 和 已 ,可 以 得 出 


人 Ki 
pp™Pp: 


正 是 这 个 量 ( 已 经 排除 了 几何 因素 的 影响 ) 才 可 以 直接 和 动 理学 理 
论 的 售 算 值 作 比 较 . 


17. 2 动 理学 分 析 


本 节 将 从 带 福 克 尔 - 普 朗 克 磁 撞 算 子 的 准 线性 方程 出 发 ,导出 
高 频 波 驱 动 电流 的 效率 . 依照 的 是 Fisch 第 一 次 提出 波 驱 动 电流 
时 用 的 方法 ,当时 他 仅 是 一 个 博士 生 . 现在 , 波 驱 动 电流 的 动 理学 
理论 虽然 更 完备 、 更 准确 了 (例如 全 面 计 入 了 波 从 天 线 的 发 射 , 波 
在 非 均匀 环形 等 离子 体 中 的 传播 反射 和 吸收 ,以 及 最 后 导致 的 电 
子平 衡 速 度 分 布 函数 在 空间 的 剖面 ). 但 这 里 依照 Fisch 的 方法 给 
出 的 描述 仍 不 失 为 一 个 极 好 的 入 门 参考 资料 . 

”由 于 对 等 离子 体 电流 作出 主要 贡献 的 是 电子 在 平行 磁场 方 同 
的 速度 , 故 出 发 方程 (假定 无 平衡 外 电场 ,等 离子 体 是 空间 均匀 的 


并 采取 平板 几何 模型 ) 是 
9f._ 9) 3f. | [of: 
ck | ot 计 


其 中 vj 是 w 中 与 磁场 方向 一 致 的 分 量 . 下 面 将 略 去 所 有 表示 电 
子 的 下 标 . 存在 弱 直 流 电 场 时 ,此 问题 解析 解 可 参考 文献 [2J. 


17.2.1 碰撞 算 子 的 简化 
对 福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 算 子 的 一 般 表 达 式 
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= 区 [天 (An)f 十 二 六 CAvas 让 ] 


可 以 作 简化 , 利用 


3 3 
[ 芝 | =。% 及 fu cc exp 一 3 ， 一 2 一 一 至 oj 
结果 有 
_ (Ap ) 十 十 这 (AvAv ) 一 加 b， 祁 (AoAn ) 
故 最 后 得 简化 的 磁 撞 算 子 


of| 9 Trl m of 
FH) == 六"[ 寺 (avav) | 双 vx+ 吕 |] 
在 出 发 方程 (17. 13) 中 的 碰撞 算 子 只 用 到 上 式 的 平行 磁场 分 量 : 


[全 条 ci7+ 世 -| (17.14) ， 


| | | 2 “10 


现在 还 需要 给 出 扩散 系数 (Acol Avl) 的 具体 表达 式 . 用 
Rosenbluth 势 可 将 它 表 示 成 
局 2 


(Av, Av, )= 了。 
| | Ov 1 Ov 


G(v )， 


2 
G(v )= > | |dvauf G00), ui= |u| = | vO— vl. 


B=e,!i 

为 了 得 到 其 明显 表达 式 ,下面 将 采用 两 个 重要 的 近似 . 
1. 第 一 个 近似 

在 波 驱 动 电流 时 ,起 作用 的 是 共振 电子 ,但 它们 的 数量 很 少 ， 
因此 它们 所 经 受 的 碰撞 绝 大 多 数 都 来 自 与 非 共 振 粒 子 的 碰撞 . 对 
非 共 振 粒 子 可 以 假定 它们 处 在 热平衡 速度 分 布 ( 即 麦 克 斯 书 分 布 ) 
中 .这 样 在 计算 势 函 数 G(v) 时 可 以 取 f (vp) = fav (参考 式 
(15. 46) ) : 


GV(v ) 一 > ,Gy (vw) 
Bb 


v 十 


一 na 
2 BB 2agv 


QaQp~V 开 


_ Jj272 
Dam) + SP |， 
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其 中 a 二 mp/2Tp 二 1/vpt. 如 果 令 Zp 二 Qagv 二 v/vpt， 则 势 消 数 可 用 
这 个 无 量 纲 参数 进 一 


2 2 
Bb 


2 NE 
其 中 B(xp) 是 误差 函数 
9 Z 2 9 2 
— ydy, 钱 zo 
D(Xp) -大 |- dy， 台 (zp) /i : 
在 求 扩散 系数 时 ,涉及 对 速度 的 二 阶 微 商 ,例如 对 于 电子 -电子 碰 
撞 (8==e)， 
22 ns 
Ov 19m | Ce (v ) 一 了 el + 光 )8(z) 
十 | ， X= Xe = Qevd 
_ oTlz 25| 1 
=noe Bl z 2 edz) +|z 十 二 | 
而 / TX) 2z exp( 一 x’ 
© 7) | 
O | TX| exp(— 2 | 
Nede Ox | 个 ph Dz) 十 Xs /Xx " 
其 中 用 到 了 Tz 二 Xi 十 X11 及 
Br xz al _z 3 1__ 3 
or| I” 9rlz zl XT 


2. 第 二 个 近似 
由 于 这 里 讨论 的 是 高 频 电磁 波 驱动 电流 的 情况 ， 故 可 以 取 高 


” 相 速 近似 , 即 取 
SlvP), SS BI)~1, Dr)~ 0. 


结果 上 面 的 二 阶 导数 进一步 简化 成 ‘ 


RT et i 册 
和 人 人 
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一 


一 1 1 并 3 
| 


-wa 一 扣 四 一 XT 一 3zZ] 一 | 
225 
,30 
\v 2a2m5 
对 于 电子 - 离子 碰撞 (8=i) ,通过 同样 的 近似 可 得 
BO 
v1 Ov bo) 
2 
(由 wna 1 exp (—z’) 
v vO— 3v] 
Xni2? ~ 2a2vs 9 当 > 
所 以 ,最 后 得 摩擦 系数 
2 2 2 2 2 
(Ac Ar )= rl. 二 一 | +nZ| | | 
VU 2a2ms 1 i 了 3 2a2vws 
(由 吉 一 2) 二 To (二 2) 于 一 1 Zo 30 
2a 2a7 vw 
2 
-T+ 二 1 
v 2a° ‘mT. vw 
~ rom| al 十 2) 0, 1 | 
v 2c。 vv 
其 中 最 后 一 步 用 到 了 me/mi<1,T~T.. 
将 上 式 代 入 动 理学 方程 后 ,得 
9f 9 O f 2 2 2.2 
ot Ov Pow + 于 +) 妆 一 二 一 | 
.| 到 f : 
401f + 站] (17. 16) 
其 中 ?二 2 二 m。/(2T.). 因为 这 个 方程 只 和 wv， 有关 , 故 可 以 把 汪 


度 分 布 函数 分 成 两 部 分 ， 
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1 2 —a2v? mavV™ 1d 1 
fv) = Ff in), flum(vi) = sre 人 | ~ 一 第 后 9 一 闻 让 一 
然后 将 上 面 的 方程 两 面 同时 对 | |…v,dv ,dy 积分 ,由 于 其 中 只 有 _1 
vl 


“ 《Avy Av | ) 才 和 积分 有 关 , 所 以 只 需 考虑 对 它 的 积分 ， 


1 ， 
27 co ,2 1 , 
0 0 nm 

vv 1 | 1 .4d 


1 
=” vv 2 一 一 一 于 一 jsf (vi )vi dvi d 
ba (本 十 三)5528 Lo dm | ; . 3v | dz | JM 中 VL UL 9 
z 1 1 d 1 
vi 十 vw a - + -4 1 
-到 下 (vi 十 0 2 )3/2 tidml 3p1 dpi 1 
2 _ 1 
| 村 
=- 么 | 1 2 1d J 1 gy ”将 这 些 都 代入 动 理学 方程 后 ,得 
人 LI vdv 上 “十 
Vt -区 (pw) 妨 -apo ?| a + 22 开 去 
/元 a ol v1 m vi 
-加 [1++ ad ) ]e 
T do1) 2a _ 工 1 3 | my Fv,) + ED | 
m d\I~Vx | vi] 1 v1 
(由 xX=av] 二 | 1 十 z+ 2 7 3 
( 当 z 六 1) = mV | ll -Pe re 
7 一 人 2a “dz 人 在 yi 973 yi aF( 
> > Tl1|m oF (v1) 
了 rr 1 十 工 wm 十 0 吉 训 0 FvI) 十 dv | 
-了 7 Za TM 9 
_271 -3 (DD) BF Con) 
Wd Tn.(2 + 21) T OF(v)) 
同 理 可 进行 另 两 个 积分 ,得 tt | 
1 
~f uy(vi)v do dp 2 | 2 
一 = 一 DC) Foi) 
js jz 3o， Ml Ov) VI] 
m ”exXp CD oF 
T), Co Fw) do + rv) |viFo) + 二 Br RA |. 


上 式 最 后 一 个 等 号 右面 第 一 项 是 波 - 粒 子 共振 相互 作用 引起 的 速 


一 人 ([1 一 @6(z)]ez) 
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度 空 间 扩散 项 ,而 第 二 项 就 是 快速 电子 的 福 克 尔 - 普 朗 克 碰 擅 算 
子 . 这 种 形式 的 碰撞 算 子 首先 见于 Vedenov 的 文章 中 ”. 本 节 给 
出 了 它 的 详细 推导 过 程 , 它 不 仅 可 以 用 在 这 里 ,还 可 以 有 更 广泛 的 
用 途 . 


17.2.2 准 线 性 方程 的 解析 解 
这 里 给 出 上 面 动 理学 方程 的 解析 解 . 首先 对 它 进行 无 量 纲 化 ， 


今 
由 v 
“一 厅 志 了 即 v, = wv. 
于 是 其 他 量 的 无 量 纲 化 可 表示 如 下 
2(Y | 二 vy(vt) 证， 
Tne(2 十 Zi) 47(2 十 Z;)n.eslnA 
vy(vt) 一 二 my 
故 . 
oF(x) 1 9[「DGol) oF(u) , vv:) oF (u) 
3 一 | ov Bu (wo Fn) + Bu | 
oO | Dvau) OF(u)  v(v) OF (u) 
| 中 Ou t us [uP + Ou | | 
再 令 
加 DD(wuv) 
z = y(v)t, D(u) = yo vr 
最 后 可 得 无 量 纲 化 的 动 理学 方程 
2 一 之 | | Po) 十 十 Ot 十 EFC) | (17. 17) 
其 静态 方程 为 
po 十 二 2 十 二 Fw) =0. (17. 18) 
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而 静态 解 很 容易 得 出 
fl ,__[ wdu 
InF (w= -|p Td | (17. 19) 


其 中 的 扩散 系数 D(w) 和 波 -粒子 相互 作用 的 细节 有 关 , 不 易 精确 
地 给 出 .在 定性 的 估算 中 ,可 以 参照 前 面 给 出 静电 波 沸 动 时 的 扩散 
系数 

Se 1 


D(v) -一 Ep (#) | we， 


而 假定 


Doo = 色 ， (17. 20) 


其 中 Du 是 一 个 常数 因子 (这 相当 于 在 静电 波 淇 动 中 取 eCt)|，。v 
二 常数 ). 也 有 把 D(z) 取 成 各 种 不 同形 式 x 函数 (多 数 为 x 的 医 级 
数 ) 的 尝试 ,但 对 电流 驱动 的 定性 结果 并 没有 多 大 影响 . 
在 取 了 上 面 形式 的 扩散 系数 后 ,可 得 
lInF =— | ] 5 一 一 zlnd 十 Dou’). 
于 是 最 后 得 动 理学 方程 的 定 态 解 


F(u)=C 


这 个 解 只 存在 于 电子 速度 空间 中 思 过 ws/k<<wz 的 区 域 中 ,其 中 
(ui,uz) 是 外 加 电磁 波 相 速度 所 占据 相 空 间 ( 图 17. 2). 在 这 个 区 域 
外 ,电子 速度 分 布 函数 应 当 取 热 平衡 分 布 (麦克 斯 韦 分 布 ). 这 样 整 
个 电子 分 布 函数 应 由 三 部 分 组 成 

Fi= Ce™/, uu, (17. 22) 


.1 
(1 十 Dou? )™ 20) 》 


(17. 21) 


F,= C, UUuu, (17.23) 


2 


Fs= Ce™/, ws, (17. 24) 
其 中 的 三 个 待定 常数 可 以 由 两 个 连接 条 件 和 一 个 归 一 化 要 求 完 全 
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-图 17.2 ”电子 定 态 速度 分 布 函数 图 


定 出 . 第 一 个 连接 条 件 是 
Fi(u) = F,(ui), 当 zx = ui, 


由 此 得 
Cs = C1(1 十 Dou?)Y PVe-n/. (17. 25) 
第 二 个 连接 条 件 是 
F,(u,) = F,(u,), 当 w 一 zz， 
,由 此 得 
: 1 十 D m2 1/(2D0) 2 2 
CC; -一 cl 本 万 、 e*2 “2 (17. 26) 
0%2 
这 样 完整 的 电子 速度 分 布 函数 就 变 成 
FI=Ce i, uu, (17. 27) 
] D 2 1/(2D0) 2 ， 
F, = C1+ Pes © 172 ， Ul UR us, (17. 28) 
0 
] + D2) 2D 
F, = cl 1 ew2—u1)/2e—"/2, u 之 us. (17. 29) 
0%2 


剩余 的 Ci, 由 | Fdu 一 n。 来 定 . 不 过 在 计算 波 驱 动 电流 的 效率 时 ,并 
不 需要 Ci 的 明显 表达 式 , 所 以 这 里 就 不 给 出 了 . 
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17. 2. 3 高 频 电 磁 波 所 驱动 的 电流 


用 上 面 得 出 的 电子 分 布 函数 ,可 以 容易 地 算出 等 离子 体 中 被 
驱动 出 的 (无 量 纲 化 的 ) 电 流 


/C2D0) 
ul 2 _2fx| 1 十 Dou’ Meo 
=c| e 一 /2xdzx 十 Cie | [2 udu 
J ! 一 co 下 u] 1 十 Dou’ 
2 \ 1/(2D0) 
上 cl 1 十 Does| -tn | aid 
1 十 Dou, 22 


2 1 fd( 十 Dox) 
-cl|- e 1/2 十 (1 十 Dou’)' 2%e 1/2 3. C1 十 Du ns 


1/ (2D,) 
| 1 十 Do ? eed | 
1 十 Dou, 
机 


x [a 十 Dou?) -V2Do) 加 (1 十 Pu-veoo]| 


当 外 来 电磁 波 的 强度 足够 大 时 ,有 Do 福 1, 则 


1 AI1/CD ) 
2D, 1 (…) 0 1. 


这 时 波 所 驱动 的 稳 态 电流 就 近似 成 


} Flu?) Bs 一 Du?) | 
0 


(ui 一 ui) Fa(u’), 


Fu(u?) = Cre 


今 
1 
Uo 一 2 (uz 十 Wi), Az = Us 一 Wi 


分 别 为 波 的 频谱 中 心 和 频 宽 ,然后 取 宽 谱 近 似 
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巡 一 1， > 1(v] 之 TH) 
最 后 得 出 波 驱动 的 稳 态 电流 密度 (无 量 纲 化 后 的 ) 为 


7 ~ zxoAxFw(z2)， (17. 30) 
将 动 理 学 方程 两 边 同 乘 w/2 后 对 速度 空间 求 积分 ,可 以 得 到 维持 
稳 态 电流 时 所 需要 提供 的 波 功率 
[让 和 le 


十 | 二 这 [ 寺 2 + Jan. 


2 GOxLz eur u? 
上 式 中 最 后 一 个 积分 是 单位 时 间 内 因 磁 撞 而 从 粒子 动能 转化 成 的 
热能 ,这 部 分 能 量 由 前 一 项 供给 一 一 它 即 是 电磁 波 通过 共振 相互 
作用 传 给 粒子 系 的 功率 ,因此 可 以 从 这 两 项 中 的 任 一 项 来 计算 维 
持 稳 态 波 驱动 电流 所 需要 的 波 功率 . 下 面 我 们 从 第 一 个 积分 来 进 
行 计算 (无 量 纲 化 的 ) 波 功率 


$= Tf | Du) Pw), 


2 wa Ou Ou 
D 
[由 Dao = 2 ) =— DoLF Ga) — Fu)] 
1 十 Do 1/(2D0) | 
一 一 三 不 9| 1 一 
vt) | | 了 十 Dow? J 
当 Do 污 1 时 ,有 
1 十 Dead ”| | 于 | 和 wo 一 Au/2) Ya 
1 十 Dow? ~ M2 1 ~ wo 十 Au/2 -1 
A Ar 
2Douo 
最 后 得 出 
~ 1 2、Az 
p= 2 uu) uo (17. 31) 
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17.2.4 波 了 驱动 电流 的 效率 


利用 上 面 得 到 的 驱动 电流 及 波 功率 可 以 得 出 (无 量 纲 化 的 ) 驱 
动 效率 


pa Me 一 2x2. (17. 32) 
2 ao 


这 表明 ,高 频 电 磁 波 驱动 电流 的 效率 正比 于 波 的 (中 心 ) 相 速 的 平 
方 , 或 者 说 正比 于 共振 粒子 的 (平均 ) 速 度 平 方 . 因此 ,频率 高 的 波 
有 优势 . 

上 面 给 出 的 表达 式 是 无 量 纲 的 ,为 了 估算 其 实际 值 , 需 要 把 它 
们 恢复 到 实用 单位 . 首先 来 看 电流 . ? 是 归 一 到 nev 的 ,而 用 来 归 
一 的 量 本 身 的 单位 是 (以 下 把 等 式 右边 各 个 表达 式 对 应 的 nev: 的 
单位 列 于 式 子 最 右 端 ) 


7evt 一 1[cm :|e(esu) ee statampere/cm?’ 


T|erg | 1 A/m? 


= n[cm™’ je(Cesu) mfg] 3x 10 


— nuT! -etesu) TeXxI0 FX10 


VmelLg] 
xX 10™ 3 ST A/m’ 
= 6.7 X 10872147 102. Ay/ms 


其 中 方 括号 内 为 其 左 侧 物理 量 取 定 的 单位 ,esu 表示 静电 单位 制 ， 
statampere 是 静电 安培 ,zi 表示 以 10!cm-: 为 单位 的 电子 数 密度 ， 
To 表示 以 10 keV 为 单位 的 电子 温度 . 乘 上 这 个 因子 ,就 得 到 SI 
单位 制 下 的 电流 表达 式 
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j= 6.7 X 10nuTiYFu(uiNuoAu, A/m’? (17.33) 
其 中 wo,wui,Au 仍 是 无 量 纲 的 量 . 
波 功率 是 归 一 到 vy(v)neT。 的 ,而 
vy(vVi)NneT = v(v) (sl)n. (cm-3)T. (erg) erg/(s «cm ’:) 
= y(v)(s i)ne(cm ’)T,. (erg)/10. W/m 


其 中 碰撞 频率 可 按 定义 , 进 一 步 用 等离子 体 的 基本 参量 表示 出 来 ， 
4r(2 二 Zi)nees 


mivs 


InA. 1/s 


v(vt) 一 


取 Zi 一 1 ,v=NV T./me 9 以 及 库仑 对 数 ( 见 《等 离子 体 物 理 原理 》t4) 
InA*™' =16. 04 一 ln 十 InT) 


一 17. 19 一 ln 十 ln7 ,。 和 17. 19， 
将 它们 代入 前 式 ,得 


v(vi)neT. = 9.0 X 108 


7 
因此 维持 稳 态 电流 所 需 的 波 功率 是 

万 一 4.5 X 109722.TTM2FM(Cz2) Ce ， W/ms (17.35) 
而 (理论 上 预期 的 ) 驱 动 效率 则 变 成 


Ne 一 广 = 0. 15n7 Tiou?. (A .m)/W (17. 36) 


在 实验 上 , 常 定 义 ( 排 除了 环 几何 尺寸 的 影响 后 的 ) 低 杂 波 的 驱动 
效率 ( 见 17. 1. 3 小 节 的 讨论 ) 为 
从 = 2m alm Rom Bp om- (17. 37) 


W/m (17.34) 


[1] 


[2] 
[3] 


[4j] 
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第 十 八 革 ” 磁 撞 积分 的 数学 理论 
一 一 BBGKY 途径 简介 


前 面 介绍 的 碰撞 算 子 都 有 一 系列 的 严格 限制 ,如 两 体 碰撞 、 碰 
撞 前 后 粒子 作 自由 ( 均 速 直线 ) 运 动 ,等 等 . 但 在 实际 情况 中 ,往往 
在 等 离子 体 中 存在 外 磁场 .外 电场 以 及 外 电磁 波 场 ,一 般 也 普遍 地 
存在 着 滑动 的 自治 波 场 ,它们 都 会 影响 碰撞 前 后 带电 粒子 的 运动 ， 
使 它们 增加 了 额外 的 关联 ,从 而 增 大 了 碰撞 的 频率 ,并 且 使 碰撞 频 
率 成 为 这 些 外 场 场 强 或 测 动 强度 的 函数 . 另 一 方面 当 粒 子 密度 很 
大 时 ,粒子 间 存在 着 强 耦合 ,碰撞 往往 是 多 体 的 . 这 些 情况 下 的 碰 
撞 算 子 按 原 有 的 模型 方法 是 很 难得 出 的 . 而 这 里 介绍 的 BBGKY 
途径 就 在 原则 上 提供 了 一 种 比较 严格 的 能 导出 各 种 复杂 情况 下 碰 
撞 积 分 的 系统 方法 . 但 是 由 于 涉及 的 数学 计算 非常 繁复 ,甚至 得 不 
出 解析 解 ,所 以 至 今 只 对 一 些 很 简单 的 情况 给 出 了 结果 . 下 面 就 对 
此 作 一 简单 介绍 ,以 便于 读者 一 旦 需要 时 可 以 想到 此 方法 ,并 有 个 
可 信 的 出 发 点 ， 

BBGKY 链 式 方程 组 本 来 是 处 理 强 看 合 中 性 粒子 系统 的 一 种 
非 平衡 统计 物理 学 的 方法 . 后 来 经 Dupree 等 人 的 改造 ,将 它 引 入 
到 带电 粒子 系 中 来 . 关于 前 者 ,可 以 参考 文献 [1],[2]. 而 在 等 离子 
体 中 的 推广 则 可 参考 文献 [3], [4]. 


18.1 BBGKY 链 式 方程 组 


本 市 将 导出 链 式 方程 组 的 表达 式 . 对 于 由 N 个 带电 粒子 组 成 


WA 有 ER 
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“的 体系 ,原则 上 可 以 对 它 作 力学 描述 ; 这 时 系统 的 状态 量 是 所 有 
上 粒子 的 空间 坐标 及 速度 的 集合 


{R(t) ,R(t)}, i=1,2,°N, 
这 实际 上 是 对 所 有 的 粒子 一 起 作 轨 道 描述 . 这 些 状态 量 的 时 间 演 
化 服从 N 个 联 立 的 牛顿 方程 组 
miRi(t)=F(t), i=1,2,°…N. (18. 1) 

为 了 从 这 个 二 阶 微分 方程 组 得 出 任意 时 刻 的 轨道 ,还 必须 知道 
6N 个 轨道 的 初 值 {RC(0) ,Ri(0)). 由 于 粒子 数 N 非常 巨大 (例如 
对 只 有 lems 的 实验 室 等 离子 体 体 系 ,N 之 102) ,所 以 无 论 是 解析 
地 解 上 述 方程 组 还 是 确切 给 出 所 需 的 初 条 件 ( 或 定 解 条 件 ) 都 是 无 
法 做 到 的 . 目前 用 大 型 计算 机 可 以 最 多 跟踪 数量 级 在 10: 个 粒子 
的 轨道 ,为 了 描述 一 个 实际 的 等 离子 体 体系 还 需要 作 较 多 的 近似 ; 
但 仍然 不 可 能 确定 每 一 个 粒子 的 初 条 件 . 在 这 些 粒 子 轨道 模拟 的 
计算 中 , 初 条 件 是 以 统计 物理 的 方法 来 设置 的 一 一 即 在 给 定 的 体 
系 初 始 热力 学 状态 (密度 .温度 及 宏观 速度 ,或 其 他 的 高 阶 速度 矩 ) 
下 ,随机 地 设 定 各 个 粒子 的 坐标 和 速度 . 因此 这 种 计算 机 模拟 实际 
上 等 价 于 下 面 所 说 的 统计 物理 学 描述 . 

在 统计 物理 的 描述 中 ,是 以 N 个 粒子 (在 坐标 和 速度 空间 ) 的 
分 布 函 数 

fnriyviyr2 02; °°"TN UN;E) 


作为 系统 状态 函数 来 对 它 作 描述 的 . 它 代表 在 上 时 刻 、 在 6N 维 相 
空间 体积 元 ITaran 中 找到 这 N 个 粒子 体系 的 概率 . 对 于 经 典 
( 臣 尔 歼 曼 ) 统 计 系统 ,这 个 函数 有 归 -一 条 件 

[mardn = 一 N1. 


条 件 可 进一步 写成 
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[ai = 罕 一 当 N 一 co, 有 TV ->co， 
六 化 服从 刘 维 定理 
Lf = [B+ | oo + 于 :过 ]fy =0,018.2) 


Mm: Ov, 
它 实际 上 表示 粒子 数 守恒 但 fy 6N 维 空间 的 描述 ,过 
于 复杂 . BBGKY 理论 就 是 一 种 系统 方法 , 它 能 把 N 体 的 分 布 函 
数 约 化 成 一 系列 s 体 (* 王 1,2,…,N 一 1) 的 分 布 函数 ,并 给 出 了 它 
们 所 满足 的 链 式 方 程 组 . 
5 体 的 约 化 分 布 函数 被 定义 为 
frisvi3r2 V2; ,Vs ;t) = 二 fy TT dridv,, 


i=s 十 1 


(18. 3) 
NV Ni 


将 刘 维 方程 两 边 同 时 作 贡 从 积分 I drjdv;, 可 得 上 所 满足 的 演化 
一 :十 1 
?2 


F. ,9f 
+ Po. totsiy se. Bu TT darav, ~ 0 


1 j=s 十 1 

(18. 5) 

现在 把 最 后 一 项 中 的 力 分 成 两 大 部 分 : 只 涉及 N 个 粒子 体系 内 

粒子 间 相互 作用 的 内 力 , 和 涉及 与 外 加 电 、 磁 场 以 及 与 这 个 体系 外 
粒子 相互 作用 的 外 力 

F., = Fr 十 pF». 

外 力 项 Fe 在 下 面 的 计算 中 可 以 移出 积分 号 . 在 非 相对 论 情况 下 ， 

”内 力 由 洛 伦 兹 力 和 静电 库仑 力 组 成 . 其 中 的 洛 伦 兹 力也 可 以 移出 

积分 号 ( 详 见 《 等 离子 体 物理 原理 5，55 页 ) , 故 在 下 面 将 不 对 它 

进行 讨论 ,而 只 对 内 力 项 中 的 静电 库仑 力 进行 详细 推导 . 然后 ,在 

最 后 导出 的 f; 动 理 学 方程 中 把 洛 伦 兹 力 直接 加 进去 ( 见 (18.8 


18.1 BBGKY 链 式 万 程 组 . 627 


式 )). 内 力 项 中 的 静电 库仑 力 为 (以 下 本 章 中 的 表达 式 均 采 取 高 斯 
制 ) 


gidj 
;= f(r — rj|) = rT (18. 6) 


1 外 | 各 名 人 ardv 


~ (NIA m Or.; i jt1 
在 上 式 等 号 左面 最 后 的 外 力 项 中 ,由 于 f; 只 涉及 i 二 1,2,…，,s 的 
空间 和 速度 坐标 , 故 外 力 项 求 和 中 i>s 的 项 , 因 3f:/d0=00i>s) 
而 消失 . 上 面 方程 等 号 右边 就 是 内 力 项 ,可 以 把 其 中 第 二 个 求 和 进 
一 步 分 成 两 部 分 : j= 二 1 一 s(j 关 个 的 部 分 ,以 及 7 一 5 十 1 一 NOJ 天 7) 
的 部 分 ， 


N N N 
O O 
D1 .1 dra 
uy IJ 冯 ; CC7 Vi j=s+1 
N s | N 
-六 工 六 | 世 fs |T dridv, 
二 Tif C7 Vi j=s+1 
N N N 
1 Og , Of 
+ 2 | a ldrd, 


i=] "ijzi,j=s+1 i i 7 一 5 十 1 
其 中 等 号 右面 的 第 一 项 可 进 一 步 化 位 ,把 第 一 个 求 和 分 成 两 部 分 ， 


N 


> 二 > IEAE amx 了 > |I drjdv; 


or. 


i=1 Vijzij=1 :一 :十 1 
一 工 S22 22| drdvw; 
2 mA, or 1 Or: Bu 六 下 和 
N 
1 2 . sar dm， dr dv 
+ Mi £7 让 二 Ov 1 和 
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;一 1 ,7 一 1 7 天 ; 


为， 原因 是 其 中 的 
o, [Sdv =/ 
eee 珊 可 以 到 基 展开 

> | 用 Sp .2 | > 1] drjdv, 


Wi pi 7 一 5 十 1 7 一 "十 1 
_ ay of - 
> 二 | Br “也 ” Bw.drmd Vs+1 TT drjd vj 
. J 二 s 十 2 
2 of 一 
十 | 从 i 二 全 dr, ;sd Vs+2 TT drjd Le 十 “e 


J==s 十 1,j 关 s 十 2 


2 of 
+ | 从 一 , 二 人 dr, id Ts 二 TT 、 drid vj 十 … |. 


J=s+1,7¥s+k 


先 来 看 上 式 右面 的 第 一 项 ,把 它 前 面 的 求 和 分 成 了 和 六 的 两 


代入 无 穷 远 处 值 后 它们 就 变 成 零 了; 故 只 \ 油 下 第 一 个 求 和 项 它 
可 以 进一步 化 简 ， 


3 


> 二 m, Or. fendrndon 3 。 


?一 1 


3o [fy TT drjdv; 


J 一 "十 2 
一 -> 1 | tgr, qv, 。(N 一 5 一 D1 
这 是 前 式 中 的 第 一 项 ,其 他 的 CN 一 1) 项 经 简化 后 也 和 这 项 
完全 一 样 , 故 整 个 前 式 可 以 写成 上 式 乘 以 (CN 一 s). 
最 后 可 以 得 出 s s 体 约 化 分 布 函数 所 满足 的 动 理学 方程 (注意 : 


在 下 式 中 7 下 的 洛 伦 兹 力 加 入 ， 
af F” of, 
Dr: “Ov, 


18.2 单 粒 子 和 两 粒子 分 布 函数 的 动 理学 方程 629 
- no Of , ORs+1 , en 
一 有 m, ar, 二 | 本 3r droidvs t+. 


， 或 把 上 式 更 进 一 从 写成 ( 福 各 将 内力 中 的 洛 从 总 


Or Ov dr id 1， 5 一 1,2……，A 一 |， 


| OR ,st1 , Of s+ 
(18.7) 
其 中 第 i 个 粒子 所 受 的 力 中 已 经 包括 了 内 力 中 的 洛 伦 效 力 
F., =F™™ 十 F™, 
Fr=— 2 Es 十 机 v: X Br = gi(E7? 十 - X Br") 18. 8) 
j=1,ji . 


每 个 床 分 有 器 数 所 满足 的 方程 中 都 含有 * 十 1 体 的 分 布 函数 , 因 
此 上 面 的 方程 一 个 耦合 着 另 一 个 ,形成 一 个 链 式 的 耦合 方程 组 . 完 
整地 解 这 个 方程 组 显然 是 不 可 能 的 ,但 在 一 定 的 近似 条 件 下 ,我们 
可 以 设法 将 它 在 某 一 * 体 处 截断 ,然后 解 这 个 约 化 了 的 少 体 分 布 
函数 动 理学 方程 组 . : 


18. 8 单 粒 子 和 两 粒子 分 布 函数 的 动 理学 方程 


在 求 碰撞 算 子 时 ,涉及 的 是 BBGKY 方程 组 的 头 两 个 方程 , 即 
单 粒 子 分 布 函 数 (s 二 1) 和 两 粒子 分 布 函数 (s 二 2) 所 满足 的 联 立 方 
程 组 . 

令 单 粒子 和 两 粒子 分 布 函数 分 别 为 

filri,v1;t)= f (1), 
fz2(7) ,visr2 023t) = frisvust)f rsv23t) + Plrisvisras v2;t) 
三 f(1)f(2) + P(1,2). 

则 单 粒 子 分 布 函 数 满足 的 动 理 学 方程 是 
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2 of(1) Fo Qf(1) 
十 ?1° Or 十 7I721 9 Vl 7 
No onz . of, 
-| 3r， “5 57 orzdr: 9 
af) ,39f() | F™ afd) | qnE™ 39f() 
十 “1 Or 十 D21 9 UV] 十 D21 9 V1 


— | OO 。 OP (1,2) 1, qv, 


Or mi 
其 中 F™ 是 外 加 电磁 场 对 带 电 粒 子 施 加 的 力 ， 而 gE* 则 是 等 离子 
体 中 的 自治 场 ， 


9 
qiE™ 一 一 no| Sf (2)drado 9 (18. 9) 
1 


它 还 应 满足 麦克 斯 韦 电磁 方程 组 .上述 动 理学 方程 中 第 二 个 方程 
的 左面 就 是 弗 拉 索 夫 方 程 的 左面 ,而 右面 即 代 表 因 两 粒子 关联 ( 相 


互 作用 ) 而 造成 的 碰撞 积分 ( 算 子 )， 
| =-- 3 Van (18. 10) 


| Sp 一 rz|) 


J(Criyoliit) 一 一 一 37 P(1,2)drdv,.(18. 11) 
1 


上 式 中 的 J 通常 被 称 为 碰撞 流 积分 ( 算 子 ). 这 样 , 单 粒子 分 布 函 
数 满足 ( 带 碰撞 项 ) 的 动 理学 方程 最 后 可 以 写成 


27 .ff ,FY .f(D ,gE E”* of(l 
Or 1IZ1 O vl D21 Ov 


一 -Bo J ri,v1;t). (18. 12) 
把 ;==2 的 约 化 方程 
L _ No | ON3 31 j d . 
,f, = > | 3 + Sedrdv, (18. 13) 
写 开 , 就 是 
9 9 汪 [于 9 ,JF Do 
Or 十 V1 Br 1 v2 Dr， f; 十 mm Bw 1 nm, Ov, f; 


18.3 热平衡 时 的 两 粒子 关联 画 数 Pe 631 
2 op3 ， 9f; Ops “~ efs 
ar, “5 Ddsdo 十 志 3r “了 Dd "sds. 


“上 式 最 后 后 两 项 中 的 三 袜子 分 布 画 数 可 以 写成 


fC(1,2,3) =f(1)f62)f63) + FO1)PC2,3) + f(2)P(3,1) 
十 f(3)P(1,2) 十 T(1,2,3)， 
其 中 了 是 三 体 关联 函数 . 在 
T JP 入 JrFr (18. 14) 
的 假定 下 ,可 以 相对 fff 略 去 三 体 关 联 了 ,相对 ff 上 略 去 两 体 关 联 
P, 而 得 出 封闭 的 两 粒子 关联 函数 动 理学 方程 


oP (1,2) | ,9 ,9 
2 /5 十 V1 Br. 1 ™ Or， 


F™ 9 Fo" 9 
十 | m * 3 m, * 5370. P(],2) 
elf self 
+ [2e GD) . -gE (2) 如 Pdl .2) 
21 VU] 1IZ2 “dv 
_ 09, | of(1) 1) 702 2 | no Of (1) 
rn] m1 Ov 71IZ2 Ov, 7IZ1 Ovi 
OF no Of (2 2) 
-| BP (2,3)dridos + 于 
. | pap(1, 3)drsdvs. (18. 15) 
7 2 


18.3 热平衡 时 的 两 粒子 关联 函数 Po 


在 热平衡 态 , 可 以 合理 地 假定 两 粒子 关联 函数 有 如 下 形式 : 
P(1,2)= fulv1)fu (v2) pr12), riz= |ri—rz|, (18. 16) 
其 中 fw 是 温度 为 了 的 麦克 斯 韦 分 布 ,而 p (rw)<<1 是 一 阶 小 量 . 
将 它 代入 静态 的 两 粒子 关联 函数 所 满足 的 动 理学 方程 ,得 关于 
plriz) 的 静态 方程 
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9 9 
一 一 到 [ar 。 Be pras) 十 v2， Bp) | 


上 式 左面 第 一 项 来 自 方程 (18. 15) 左 边 的 第 二 项 ,上 式 左面 第 二 项 
来 目 方程 (18. 15) 右 边 的 第 一 项 ,方程 (18. 15) 左 边 的 外 力 项 为 零 ， 
而 自 洽 场 项 因 是 二 阶 小 量 被 略 去 . 上 式 等 号 右面 的 项 来 自 方程 
(18. 15) 右 面 的 最 后 两 项 . 由 于 pCris) 和 速度 无 关 , 故 可 以 不 失 一 
般 性 而 在 上 式 中 令 v, 二 0 后 求解 _ 


aplrs) ，1 Ops _ nf, ,aps 
Or 十 T ar， 一 |pCra) 3r ds (18.17) 
对 上 面 的 方程 两 边 同 时 取 散 度 y* ,并 利用 泊 松 方程 
V- ,Js (712) 一 一 4rag28(7iy ) 9 (18. 18) 


可 得 关于 p(riz) 的 二 阶 常 微分 方程 及 其 解 
2 2 
Vp ln) 一 dn) = DE |p ra)d ri)dr,, 


2 2 
(CV-， 四 k®) plri,) 一 人 (ri)， kz = dnng 一 1 


1 


1 g? jp,, 
plri2) = 地 2 kpri2 ， 


很 明显 ,这 个 关联 函数 具有 屏蔽 库仑 势 的 形式 . 如 果 在 上 面 的 微分 
方程 中 略 去 积分 项 [drsp Crs)…, 则 相应 的 关联 函数 解 是 普通 的 库 
仓 执 


oy 19 
p (712) -一 T ri» 


这 就 可 以 看 出 ,积分 项 表示 两 个 粒子 (1,2) 外 的 其 他 粒子 对 它们 之 
间 关 联 pCriz) 影 响 的 释 加 . 其 物理 上 的 图 像 是 :在 热平衡 的 等 离子 
体 中 ,这 些 影响 的 总 效果 相当 于 在 每 个 粒子 周围 包 上 了 一 层 异种 
电荷 的 云 ,从 而 屏蔽 了 普通 的 库仑 势 而 使 它 变 成 了 屏蔽 库仑 势 . 所 
以 这 个 解 是 库仑 屏蔽 的 动 理学 描述 (在 (等 离子 体 物理 原理 )" 一 
书 中 给 出 的 是 库仑 屏蔽 的 流体 描述 ) ,因此 这 些 积分 项 在 有 的 文献 
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中 也 被 称 为 极 化 项 或 极 化 效应 项 ,其 实 也 许 把 它们 称 为 屏 项 项 更 
直观 . | 

对 于 处 在 热力 学 平衡 态 及 其 附近 的 静止 等 离子 体 体 系 ,库仑 
屏蔽 的 动 理学 描述 和 流体 描述 是 完全 相同 的 ;但 对 于 处 在 非 热力 
学 平衡 态 的 ( 弛 豫 ) 等 离子 体 体系 ,流体 描述 原则 上 不 再 适用 ,这 时 
只 能 用 动 理学 方法 来 进行 描述 . 在 本 章 18. 5 节 ,18. 6.6 小节 的 最 
后 ,都 对 这 些 情 况 下 非 静 态 、 非 平衡 ,以 及 非 线 性 的 等 效 静电 势 作 
了 讨论 . 在 文献 [6] 这 一 专著 中 ,可 以 找到 非 热力 学 平衡 等 离子 体 


”体系 中 屏蔽 效应 更 仔细 的 动 理学 描述 . 


18.4 无 磁场 时 的 朗 道 方程 


前 面 所 给 出 的 两 粒子 碰撞 微分 算 子 一 一 朗 道 算 子 ,是 从 模型 
方法 得 出 的 . 本 节 可 以 证 明 , 朗 道 算 子 也 可 以 从 BBGKY 头 两 个 链 
式 方程 在 一 定 的 近似 下 导出 ,这 就 证 明了 本 章 要 介绍 的 推导 更 一 
般 碰 撞 算 子 ( 积 分 ) 方 法 的 可 信人 性. 

在 无 外 磁场 时 ,粒子 在 关联 长 度 之 外 的 空间 中 作 人 匀速 直线 运 
动 . 这 时 可 以 由 P(1,2) 满 足 的 动 理学 方程 导出 朗 道 碰撞 项 . 为 了 
简单 ,在 下 面 的 推导 中 采用 屏蔽 库仑 势 而 不 是 库仑 势 , 但 同时 去 掉 
P(1,2) 方 程 最 右面 的 极 化 效应 (积分 ) 项 . 由 于 在 热力 学 平衡 态 
下 ,这 些 极 化 项 的 作用 就 是 贡献 屏蔽 效应 , 故 可 以 合理 地 认为 ,对 
于 偏离 热力 学 平衡 态 不 远 的 等 离子 体 体 系 , 上 面 的 做 法 离 实际 情 
况 并 不 远 . 这 样 两 粒子 关联 函数 所 满足 的 方程 就 是 


3P(1,2) ，，. aPGd2) ，，. PCL2) 
ot 1 Or 2 Or， 


Or] m1] Ovi 1I72 Ov, 
这 个 方程 可 以 借助 格林 函数 的 方法 来 求解 . 上述 非 齐 次 方程 所 对 
应 的 格林 函数 满足 方程 


| (18. 19) 
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acQ 2) 2G (1,2) . 2G(1,2) 


十 V1 * Or 十 Vs Or, 
= 6(t — tr — ri)d(r, — rr’), (18. 20) 
其 解 是 已 知 的 ， 
G(1,2) 一 0 — t)6(ri — rr — v(t — 1)) 
“8(r — 7, — v(t — £')), (18. 21) 
g = ll,，t>0， 
0，t 二 0. 
于 是 关联 函数 为 
P(1,2) 
一 Jd aridrsGri sr ;rz To ;t,t ) CC) 
Or 
. ES sD19t') flrayv2st’) Of (r,sv2t) Lm) | 
Di M1 Ov, m2» 
加 [ar O99(|riz — (v1 ~— v2)(t — 7)|) 
Or1， 
。 BE 一 vi(t 一 t' ) ,v1 ,t') fr, 一 v(t 一 t' ) wz yt ) 
O vi 7IZ1 


9f(rs — vt ot) vt) Fr 一 mi 人 一 人 
Om， 7IZ2 


上 面 最 后 一 个 等 式 是 将 格林 函数 的 明显 表达 式 代入 后 ,再 利用 8 
函数 的 积分 而 直接 求 出 的 , 对 于 剩余 的 一 重 积分 | …dz ,可 以 采取 


近似 的 方法 积 出 . 首先 应 该 注意 到 : 因为 wz 取 作 了 屏蔽 库仑 势 ， 
故 它 是 一 个 短程 势 ,只 在 它 的 宗 量 小 于 德 拜 半径 的 范围 内 ， 


[riz — (vi — v2)(t—t)| 过 i (18. 22) 
才 不 显著 为 零 . 换算 成 时 间 间 隔 , 这 相当 于 只 有 在 
oP 1 
(ft—t) 过 | 可 一 要 w, (18. 23) 


的 时 间 内 势能 91z 才 不 显著 为 零 . 考虑 到 w,' 是 非 磁 化 等 离子 体 中 


18.4 无 磁场 时 的 庆 道 万 程 635 


。 最 短 的 时 间 尺 度 ,而 分 布 函数 (由 于 碰撞 而 发 生 ) 显 著 变化 的 时 间 


尺度 是 平均 碰撞 时 间 r., 一 般 总 有 r 六 mw (wo). 将 上 面 对 时 间 


| 。 [ae 的 积分 变 成 对 [ac 一”) = [ac 的 积分 后 ,在 积分 值 不 显著 为 零 


的 时 间 内 ,被 积 函数 中 的 速度 分 布 函数 可 以 近似 为 


fri— vt ot) ,vt) ~ fri,vit), 


。 也 即 它们 与 积分 变量 无 关 . 这 样 可 以 将 被 积 函 数 中 方 括号 内 的 所 
。 有 项 都 移出 积分 号 ,从 而 得 到 


(2) arG) f0) a8C2) | 


MT Oil MI Ov, 


PO1,2) 一 | 


| 
0 Oriz 


其 中 积分 的 上 限 取 成 无 穷 大 是 为 了 表达 的 方便 ,因为 被 积 函 数 在 


r>w! 时 自动 变 成 零 , 故 这样 取 积分 上 限 对 积分 的 结果 不 会 有 影 
响 . 把 上 式 代 入 单 粒 子 动 理学 方程 中 的 碰撞 算 子 表达 式 (18. 10) 和 
(18. 11) ,就 得 到 

Bad _ no 2 |dradv, OP(T12) , 9 ([*2 of (1) 


ot Or1? OVI MT Ovi 
f(1 ) 222 |. | Op(|ri 一 Co 一 za)zDivl 
一 一 -一 一 一 Qz 
mM, Ov, 0 Or1， 


其 中 对 [dr.… 和 [dr… 的 积分 可 以 完成 ,这 时 要 用 到 两 个 重要 的 技 、 
本 .这 两 个 技巧 具有 普 适 性 ,还 可 以 用 在 其 他 的 用 BBGKY 链 式 方 
程 求 碰撞 算 子 的 问题 中 ， 
第 一 个 重要 的 技巧 是 进行 积分 [ar 时 ,利用 空间 全 
变换 将 屏 项 库仑 势 写成 
9(7) = Da dk 二 BR ho (18.25) 
这 样 碰撞 算 子 就 变 成 


2259 | 
| Bt |) 一 dr mm 5 drsdvadkdlk = 如 十 ep ok 
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x | dr exp{il。 [ri 一 (v1 一 zz)zr |} 
0 


12 十 名 
fCQ2) ef() 1) 9fC2) 
x7 | Mm] O vi Mm» 9 v, | 


在 对 | dr2… 作 积分 时 ,被 积 函 数 中 含有 rw, 而 只 有 当 它 小 于 德 拜 半 


径 时 屏蔽 库仑 势 才 不 为 零 . 因此 当 ri 给 定时 ， ar .中 的 被 积 函 数 

只 在 0 一 加 的 空间 中 才 有 非 零 值 . 被 积 函数 中 的 分 布 函数 f(2) = 
f(r2,v02) 的 坐标 变量 可 写成 志 2 二 rj 一 ry 一 加 . 但 分 布 函 数 在 空 
间 发 生 显著 变化 的 特征 长 度 是 平均 自由 程 交加 ,所 以 f(r;) = 
Fr 一 ro) Fr ,也 就 是 说 它 与 疡 无 关 ) 可 以 移 到 ar .的 积分 
号 外 . 结果 有 


of (1 gq 2 
| - ?| 一 一 ge Fo * |dvsdkdik 


A M1 3 


1 
凶 十 如 


x [三 drexp| 一 这。 (v1 一 oz)zj 72 py 
D 


x1. [22 YW ra 9f (2 2 | 


MT Ov m: 9v, 


x (arexptid 二 D ro]j. 
首先 进行 对 |dr2… 的 积分 ,利用 - 
| drzexp[iCk + 1) .ri2] = | drizexp[iCk 十 站。 
一 (2r)358(K 十 1)， 
然后 再 对 al “3Ck 十 D 积 分 ,并 利用 3 函数 的 性 质 ,得 


[ 250 (2r)gigin。 9 
ot c 加 4 区 M1 


a0: dvdkt Ey 3 


Xx far exp[ik « (v, 一 oz)z] 
0 


18.4 无 磁场 时 的 朗 道 方程 637 


f(2) afGd) 7) ax(2) 1 


M1 9 V1 7IZ2 O > 


x 天 | 


接 下 来 对 | dr… 求 积 ,利用 Plemelj 公式 ,有 


| 


| drexp[ik 。 (v1 一 wz)z | 
0 


CO 
一 XK。 (vi 一 v2)) 一 1 Co 0) 
这 是 一 个 复 函 数 ， 但 碰撞 算 子 应 
6 函数 对 它 有 贡献 . 这 样 ， 最 后 得 
af()) 3 |2gigino kk , 
of | .= 1 m1 ao (k2 十 kD 2 8) 
.TfC2) 9f01)  f(1) 52) 
MT Ovi m2 Ov; 
2g192no /1(2) 9f(11) f(1) 9f C2) 
加 | M1 | | m1 je 17Z? . Ov, | 
(18. 26) 
O 
dv J. (18. 27) 


上 面 已 令 g==vi 一 v2, 倒 数 第 二 个 表达 式 (18. 26) 通 常 称 为 碰撞 算 
子 的 Balescu-Lenard-Guersey (BLG ) 形 式 . 而 最 后 的 式 子 中 碰撞 
和 


7 一 一 Jeo | 224 f(1)9f(2) 


一 |， as.28) 


m1 Oil MI OU， 


Q= ja yk g). (18. 29) | 
第 二 个 重要 技巧 是 ; 利用 以 g==vi 一 vs 为 对 称 轴 的 球 坐 标 ,来 
完成 积分 |dk…( 见 图 18. 1): 


kik 
一 | 一 一 一 /一 
| (k? 十 RD)? 


。 SC(kgcos0)sin0d0dop kdk, 
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(8) .k; =ksin0cosy, 


k, =ksin0sing, 
k, 一 Acosl0. 
利用 


-SCkgcosg) = 让 SCcosb) ， 


8 一 SEC-， 
完成 对 | .sinbdg 的 积分 后 ,积分 可 以 
分 成 两 个 独立 的 因子 ， 
二 工商 Ad 
图 18.1 大 空间 坐标 图 “~.g | (k? 十 有 372” 
(18. 30) 


其 中 第 一 项 是 对 于 |dp… 的 积分 . 结果 是 


Tn 0 0 三 
6 = 0 T 0|= Xn(esez eyey) = gl—gg 
0 0 0 3 
(18. 31) 
而 第 二 项 可 以 进一步 化 为 
| 2 1 xzdz 
(Ck? 十 2)? 2Jo。 (z+ £5) 


OO 


有 
i 


0 


上 式 中 的 第 二 项 在 取 上 限时 是 对 数 发 散 的 . 因此 需要 对 积分 上 限 
作 截 断 , 取 


1 192 
Tmax 一 有 2 = ,ron ~ LE 


7rmin 了 
其 中 rm 是 系统 处 在 热力 学 平衡 态 时 ， 两 粒子 间 可 能 的 最 短 间距 


一 一 即 当 粒 子 间 的 相对 动能 完全 转 成 势能 时 所 达到 的 最 近 距离 
将 它 代入 前 面 的 积分 后 ,有 


18.5 均 习 磁场 下 的 碰撞 算 子 639 


下 rs fm ksdk 
(二 2): Jo (gk? + k2)? 
a 十 In(k2 十 刀 ) 一 1 一 tn 大 | 
2 LAnmsx 十 kD 
一 般 
Mip 六 mn SS knmx SD kp = 1/, 
故 
es Ap | _ 
| (CR2 十 k2)? >” ln yn 一 ln 人 4， (18. 32) 
即 避让 好 是 经 典 的 座 人 对 家 这 样 , 最 后 得 
a gl ,_ og 
QQ 一 区 2 InA=x 3w.9 页 4， (18. 33) 
以 及 碰撞 算 子 
[2 
Ot |. 
2g192no 9 a [TfC2) ar() f4) 9f@) 
加 QOv dvQ ， | mi AOvi m2 Ov, | 
(18. 34) 
TIT 9 Sg rf) arGd)  FG) 3aAC2) 
加 aa ge [dvs gw go * | m! AQvi ‘Mm, Du; |， 
(18. 35) 
其 中 
， 2 2 
rn, = S21nA, (18. 36) 
M1 
这 正 是 前 面 给 出 的 朗 道 碰撞 算 子 (15. 19) 式 . 
18.5 均匀 磁场 下 的 碰撞 算 子 


在 等 离子 体 中 存在 磁场 时 ,两 体 关联 函数 P(1,2) 服 从 的 动 理 
学 方程 增加 了 速度 的 导数 项 
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3aP | 3 9 [ 马 3 Fa 
Ei V1 Or 十 Or, 4 十 1IZ1 Ov 7 > O v, F 
_ [1 9n 1 3222 . 
-ze Br 3 ”Br， * Bw, f1(1)f;(2), 


其 中 的 力 项 Fi ,Fi 即 是 带 所 初子 在 均 句 磺 声 中 所 受到 的 洛 从 站 
力 .这 个 方程 的 求解 可 以 采用 “ 沿 未 扰动 轨道 积分 法 ”. 即 取 带 电 粒 


子 在 均匀 磁场 中 的 轨道 为 (其 中 4b 是 磁场 方向 的 单位 矢量 ) 


Sinw.t coswt—]1 
一 一 1 x zi 一 一 一 


ri(t) =r; 十 Ui 十 ;| tp， 


Wc WwW. 


Vi(t) 一 DiLcoswc 十 有 X vsinwt 十 vb. 
它 和 相 空 间 坐 标 有 以 下 关系 
rm (0) 一 疡 ， vv(0) 一 也， (18. 37 ) 
这 样 ,关联 函数 在 拉 格 朗 日 坐标 (也 即 轨道 坐标 ) 系 中 可 以 写作 
Plrisvisrasva3t) = Pr) ,v(t) sr2(t) ,027) ;2). 
而 它 所 满足 的 动 理学 方程 就 变 成 


dP a Fn 3 
d= =| 久 + tm) Bd) m “dv da) 


F,(t) 9 
十 mm» “gee JP 
_ [13% .2 + 1 pe . 2 
M1 Or1 (1) 9 v1 (1) » Or, (1) 9 v,(t) 


*° fi (v(t))f, Cv)). 
直接 对 时 间 积 分 后 ,得 (为 了 表示 上 的 简单 ， 下 古今 及 竹 于 的 大 
相同 ,m2=m1) 


_ ‘ Opis(t' ) , O 加 9 
“一 o Ori(t’) 9 v1 (zt ) 9 v(t') 
.fe (2 )) Fav )) dE. (18. 38) 


” 按 (18.11) 式 的 定义 ,可 得 碰撞 流 


710 On > 
J = 2 | dredv, ar tt oo) 


18.5 均匀 磁场 下 的 碰撞 算 子 641 


912 (™ OF (t) 
一 区 | drum Or a Ori(t) 


O 
9 vi(t) 一 go 


上 式 中 的 时 间 定 积分 已 经 改 成 | “d=| …dt. 之 所 以 在 碰撞 流 


-一 OO 


中 取 P( 一 co) 是 因为 碰撞 算 子 因而 碰撞 流 是 在 碰撞 时 间 尺 度 上 
的 物理 量 , 而 由 (18. 38) 式 求 得 的 关联 函数 一 般 包括 了 各 种 时 间 尺 


二 | fiCwCt)) flvat) de, 


度 的 物理 过 程 . 利用 
fv (7D) _ clr)) (rz) 工 927 (0)) 
Av'(r) + “2 Ov (7) | 2 QBv’ (7) 
1 9f(v (7)) ,, 9f(v (7)) 
一 了 1 (rz) 一 2 3z2 CT) 一 十 b Dv | CT) 
人 Av, l19f(v (rt)) ,, 9f(v (7)) 
和 vo tbb) » vi 2 av (7) gv) 1? Ov| (7T) 
RI bp .2f(v) ac (D)_ ac) 
z Ov ” Ov (7) Ov 
于 是 碰撞 流 可 改写 成 
| On O99 (t) | V1 | (z) V1 | | O 
/= 一 区 |darado Or | Ori(t) VI tbb 9 Vi (#) 


[rv | 9 
2 tb 9 v(t) 


在 进行 上 式 中 的 积分 时 ,首先 完成 对 坐标 的 积分 


| Os 97z(t) = [dr 82 902() 
”Dr Ori(t) J) YOr,, ary(t) 


I (£))f2 (vat)) dz. 


为 此 ,利用 库仑 势 的 傅 氏 变换 


Pz 一 | dkgie*"z, gzlt) = | dk' gye* az， 
代入 上 述 积 分 后 ,就 得 到 


Oi2 OP, (t) 
|ar, Or, Or(t) 
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=- | dridkdk’ Cik) Gk’ ) ggy 


X expilk .r,s+k’。. r12(2) J 。r12. 二 Kk' » r,t) 
( 令 Ar (ti) = 和 一 rm12) 
一 。 Ariz(t) 十 (Kk’ 十 无 ) ” [A 


— 1 dkdk’ (— 1)kk' ggyexp ik’ 。Ari(G)) 
x | drizexp * [iCk 十 k' )r] 


x | drizexp[iCk 十 K) » riz] 
= (2x)0Ck + Kk')- 
一 G2) |dkkk lg rexp ik * Ari (1) ). 
这 全 ,完成 了 对 坐标 的 积分 后 后 ,碰撞 流 就 变 成 
7 一 一 臣 (2m :doaklm dtkk 


9 9 . 
D v(t) Fey) fiCoiCt) fav lt) expCik ° Arlz (t) ). 
再 利用 
of(v (0 六) 9fv 一 (WL 19f(vw fv 00) 6 of (v (4)) 
Ov(t) | Ov v=vt) + 2 Ov' (1) ov (t) 
9f(v (4)) l19f(v (t)) |, 9f(v (4)) 
之 上 dv (CD 一 一 一 一 天 "2 2 3o (6) sk 3o GO) 》 
Ki CD) 一 大 [Lollcosowe 十 (Xmli)sinawetj 
一 (Ki cosawet 十 大 | Xbsinwt) ev 
=k| (z) “2 1， 
1. 9 9 
D vi() D v, (1) fi1Cv1C¢t)) fv (t)) 
9 
一 大 1L (zt)。 dv Bo f1(v1)f2 (v2). 
其 中 


Ki) 一 大 ()+ Rb, k(t) = k, coswtt kX bsinwt. 
(18. 39) 


18.5 均匀 磁场 下 的 碰 挤 算 子 643 


代入 碰撞 流 的 表达 式 后 ,有 
J 一 一 2 (2x0?|dozd ol? 
1 
x dikk(t) 。 过 _- 广 (oi) 太 (os)exp| 下。Ariy(Ct) | 
Ov dv) 1 /2 02 P 12 
=|aaao V2) 。 5 一 下 fod falws) (18. 40) 
2 19Y2 Ov O 1 1 2 2/，9 。 


Q@co ,oo) =— Wz a dekk Cs)expLik « AriaC)]. 


(18. 41) 
这 就 把 碰撞 流 表示 成 了 最 简捷 的 形式 ,通常 称 为 BLG 形式 .下面 


就 来 计算 Q, 先 看 其 中 指数 因子 上 的 


Ariz(t) = mi) 一 ri2， ri =r Tr. 


而 进一步 有 
ri2(t) 三 ri(t) 一 r,(t) 
t tC—]1 
一 六 十 ml ne — (bX v1) OO 十 oil 过 
pw sinw.t (bx o，) oset 一 1 v,1itb 
SinNw.t coswt—1 
= ri 十 Vi2l Ww (b X v121) wo 十 viz1tb. 
所 以 合 起 来 ,最 后 可 得 
t tC—]1 : 
Ariz(t) = Wi? mn — (b x v21) ee 十 viz1tb. 


当 磁 场 趋 于 零 (B 一 0) 时 ,Ariz() 一 oa 一 (一 pz)t ,这 就 回 到 了 无 
磁场 的 均 速 直 线 运 动情 况 . 

为 了 求 出 忆 , 需 作 空间 的 积分 . 通常 情况 下 ,如 果 取 图 18. 2 
的 坐标 系 , 可 以 比较 容易 地 元 威 这 个 积分 这 时 


2r 
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(ZX9i21) 


、eEi 


(0121) kj 


图 18.2 上 | 的 坐标 图 
而 被 积 函 数 中 的 因子 
kk(t) 一 [Ri cosael 二 k| sinae, 十 有 1esj 
X [Cei&i cosa 十 ezk| sina)coswt 
十 (eik| cosa 十 esk| sina) X bsinwet 十 es&ij 
=[k| cosael 十 Ai sinaes 十 klesj 
X [eik| cos(a— wt) + ek| sin(a — wt) + esi 
把 上 面 的 张 量 展 写 成 分 量 形式 ,就 是 
k' cosacos (a— wt) k’ cosasin (a— wt) klkicosa 


kk(t) 一 k" sinacos (a— w.t) k’ sinasin (a— wt) kiklsina 


kik | COS (Qa— w.t) kik | sin (Qa— ww.t) k" 
， (18. 42 ) 
另 一 方面 
k 。 Ari, (t) 一 [LA icosael 十 Ri sinae, 十 Ek | es | 

sinw.t coswt— 1 

”ec wy EL ww 十 bvizit 

k | 12 . &J vl 

一 0 COSQSINW.t 一 0 SINQCOSWL 


Rk| vl . 
十 sine 十 kvizlt 


人 


18.5 均 习 蔽 场 下 的 碰撞 算 子 645 
k 
一 -2 sin (wt 一 Qa) + kpvizit 十 人 esina 
利用 贝 塞 尔 函数 的 展开 式 


ooe 
>» J], (z)e “et ， 


[一 一 co 


exp (izsin(wesl 一 a) ) 一 


有 
exp (Ik » Ari,(#)) 


一 DH RL 了 121 


一 - >， 本 Je 一 DeeiCee 二 4 | vy | 外 
l,m 


ima 


e 


@iCwct 一 0) 十 记 | z12 | t J | k Vl» | 
> m 
， 7 WwW. 


把 上 面 列 出 的 各 个 表达 式 代 入 @Q, 就 可 以 计算 它 的 各 个 分 量 . 先 来 
算 Q1， 


3 
Qu = — 人 akin "| diR COSQacoS (Qa 一 w.t) 


x 3 J,J,ei™— Deidett 1 wz | 关 
3 
__ (2) |, dk| dk dalgs|k® cosa > JiJnei™ 0 
l,m 


0 
加 | (@'(®— wt) 十 @ i(a— wt) Jeide + | ”12 | 7 
一 Do 


其 中 对 时 间 的 积分 可 以 首先 积 出 


| 
. 0 . _，，， 
dte’e™ tei dthiv te (CE 令 lw = CQw.), 二 ie, ee<1) 
站 一 co 
1 i. 1] ei[C 一 Do 十 4 212 | jte|? 
| iL (一 1)owo 十 有 1 v121 J 7 
- eic 
一 一 1 一 一 
(LZ 一 1)owe 十 碌 oil 
0 ja jw ti hk e—* 
die 一 eeicetel 十 | V12 人 六 二 一 1 TT，, 
_oo (LT Dw kvizi 


于 是 有 
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Qn 1 2 本 2l'w 
Q11 = kdk, dk, |9|’ J Ce” 十 e-)Jei(m 一 De | _ 1 一 1 eT 
- m1 ja 四 名 ， /we klvizl kL vol" 
el 加 经 整理 ,最 后 得 出 
~ ke 一 we klvizl CTF Do kl viz1 ju， (27) 4n Lw.]J 
i | dk dk EID l . [下 
其 中 最 后 一 项 是 对 于 速度 空间 相 角 的 积分 ,可 以 直接 积分 ， 4m? t+ /ws + kjvizl — le\k] vl 
2x ia —ia 
ia | -ie\ ie ee 1 ee =i ie 
(Ce 十 ee es ET ju 5a, AL al 
2x 
jim) io 一 De 
一 | 4 .CO . 
0 a rs | 212 (e Te ) - X 多 | [元 十 k 1 212 | 下 ind (Lo. 十 | v121 ) |. 
1 i( 一 /一 2)a i(m—l)a ， ， 六 /> > 
tara te") | 。 这 是 一 个 复 函数 , 它 的 实 部 为 
,FGm—l+2)+oGm—l) , SCm—/l—2)+dCm—!) ‘ __ Qimm anf™, 2, (™ 
= Do +t i | Re(Q) =— | a 
、 lw. 2 
这 样 x | [gCw. 十 有 oil)。 (18.43) 
Q 一 j (27) | dk dk 19 + 2 
11 tm? J LL 下 面 给 出 其 他 分 量 的 计算 过 程 . 
J 记 十 卫 十 卫 | Q,, = — dk gpg 
~ 2 a 一 1 )w. 十 kl vl2 | 下 (L 十 1)w. 十 kl v12 | . ” | [a | ’ 十 cosasin(a tet) 
上 式 方 插 号 内 的 第 一 项 可 以 进一步 简化 | Xx Sj ” 
F l,m . 
J- 沁 十 了 _ QD 
2 (/ -一 ] )c。 十 k i 0121 加 m’ mr 2 2) |akln | 全 cosoJiJne™ 
, 本 本 十 J - . . . 
( 令 /7 一 7 十 ] ) 一 2 ER x 二 | (@i(— wt) ei ud) ele.te | vy | )t 
_ Ji 一 Cr ms 3 2 ia 一 ix 
3 /ws klvizr kL el mi 2 kL dk ll J 4 jdeCe Te 
x EE _ | 
J 十 Jii 一 | ~ lL (一 1)we 十 天 v2 (! 十 1)owe 十 和 1 Yiz1 
1 Vi21/% WW. = 加 dk, dk, | 让 | Ji J 2Jw. | 
同样 方 括号 内 的 第 二 项 可 写成 dm LN A A Lv kjvay RL vial 
: JJ; 十 《2m -ma 3 2 JiJi we 1 
2 (十 1)w. 十 kl vl 1121 | dk dh | 和 Ai viz Liwe 十 klvizl 
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| 生 部 为 
— Cm dk, dk Gl? J 
R >， < Ai dk) dk) 1 
ee) 一 请 Loe Riv kl vz /we 
(18. 44) 


- 


3 
Qi = — 2) Jarl 中 dk sinacos (a 一 w.t) 


x DJ, ee iCw +k 121 )t 


l,m 
3 
一 | de, de [ls 4 |de(e" — or") 
iC(m—il)a ee er 
~e es 十 CC 二 Dw 二 Rvizl | 
在 完成 了 对 |da… 的 积分 及 对 飞 … 的 求 和 后 ,剩余 的 和 另 一 个 求 


和 2 … 有 关 的 两 项 可 进一步 简化 为 


5 Ji_zJi— -5 2J J 
([— 1)w. Viz Z we 十 下 1 maz rT lw kv 


>) J 一 JJ ， — DEJ 2JJ 1 
(UL 1)wet kv L we kl v2 7 lw Rv 
于 是 
Co 3 3 ,< Go 十 J-) 
Q» = 去 | 三 dp, dg | | > ho 
-LD ， ， | ZJ 
com dk di a 5 Lowe 十 klvia Ry viz1 /we 
而 它 的 实 部 为 
人 人 dd& gl? UJ 
Re(Q) = 中 [和 和 他 外 te Eo a (18. 45) 
即 Re (Q,)=— Re(Q,). (18. 46) 


3 
Qi 二 一 (27) Jat | 和 | dtkik 1cosa 


18.5 均匀 磁场 下 的 碰撞 算 子 649 


x 3 本 Je Dee Ce | ”12 | )t 


3 
_ 2n | 人 da 1d&1| 内 | 2 JJ。 


-二 ia 一 ia imDa 1 
2 jdace te Ye [we 十 足 1 vz) 


4 
i (27) | 2 dk kidk, Iga|?2) J -可 十 Ji 可， 


2m? rT lw v2 
_. (27n)nof,, 2 J/ ZJ 
一 1 m: | 各 dk | dk i | 9 | 2 jw. 十 & | 1? | kivisl /we 
_ (2 ) no 2 2 /本 
m1 Za dk 多 & LVl217 ws 
DZ . 
[a Viz | 十 1X6 (lw 十 | v12 | ,|. 
其 实 部 为 
(2X) Anno 2 2 a 
Re (Qi1:) = m? >] 总 dk kidk | | 四 | Ri Vis | /We 
x (ee + kivizl), 
而 其 中 
/了 Uo], 12 AD {lo | Rk | vi 
Ai Di /ws 人 AI oil) Uw. & 1 vizl 1 2121 
将 上 式 代 入 前 式 后 得 
_ Da (2 mno | dk, dk :| Ld | 
Re (Qi1s) Dl me 2 1 dk dki |g| 有 ui 
汉 G(CLw. 十 k | Ul i ) 
一 一 TRe(Q1). 
Viz 
在 上 面 的 推导 中 曾 用 到 》 函数 的 性 质 ， 
QO mn 2 
Ca 一 一 | dk | 由 | dik,k | 
. mi 
X > JnJie'” cos (a went 1™121 7 
l,m 
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= i [rz : | (2n)n i 
区 一 一 > dg! dki Il Jol |daCe” 一 e”) 
， : 1 ml 
Xx Dio e 十 e iGm—Dea e” e 一 “ 
[a 1 wc 十 | U1l» | (lL 二 1)w 二 kl Vly | | ， x ei( 0) | 一 Ty 下 元 区 二 本 下 Ty z . Di | 
TT)nol | / 
(27) tno z| kidkikidkn |g|’ | com i , , 2J! Jit — Ji) 
| 一 一 | dk 人 im i 
和 1 
x 1 -Ja / 
> es er ， (十 17)we 十 下 | ly | |， | _ mS) | gk dk PE (J1)? 
上 式 中 的 最 后 两 项 可 进一步 计算 . ; mm 4+ + | [we kpviap 
J _ Jj z . __ (2) no 3 2(T' 2 
2 (L YT ] )w. 十 ki 121 加 2 [w. 十 klvizl Re (2) m7 D5) | dk dk | [9| 人 
Y， J) 3 JJ . 8Clw. 十 有 olzl ). (18. 49) 
7 CU 1). kv 7 lowe 十 有 oz C2)3n, ， 有 
将 它们 代入 前 式 得 / Q —— me dln am oe 
人 1 2 ， 2/ (27)n 
， ca 一 加 四 ok kidel | 27 To bw. TF k| vi /we mm? D7 Je dh Md oll 
ieow en 1 | i 
k” dk k,dk 2 —— ja i(m—Da 
| 加 2 gl he) Vis, /oh. , X ldae J TF Rv 
i . (27)4n ”了 
X -- Foo til kv ) | (18. 47) ' Tl 5 dk kidki gl To TF kv 
它 的 实 部 是 4 
- Re(Qs) = | dp) kidk, [| ! 1 
mi 再 利用 
i | lw 2 k2 vw 
X © (ZLw. c = Ile, 
kl vis1 /We oo. Tk 1 “121 ) ki Vl2| R 2 全 
2 Zou 2 
、 一 Re(Q) =— 22LR 一 让 | | 一 全 | ， 
13 v1 | e(Q11). (18 48) 一 > R dk| ki" dk | 二 此 1 di dk i vi, | ky, viz] 
3 
Q2 = 一 C27) ak [9 zf dk sinasin (Qa 一 ost) 结 采 最 后 得 
4 
Re(Q;) = U2 (2) ~ > dg, dk Ig. 
Vi2] mi 


x > J,J elm DaeiCeth vip) 


ml 1 
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| 


lw) 


kl 1 


2 
XxX © (lLw. 十 k | U1 | ) 


Viz| 


Re (QQ11 


Vizl 


Gan: 人 


Q: =— lk dz 
XxX Dll minc 一 wt)e' tel vn) 


= 1 


pa dg| kidk, |o| 


x > J dae 
l,m 


、 [| 
(7 一 1)w. 十 klvi2 ( 十 1)w. 十 kv 
(27)no 1 : 
一 5 | 大 di Ad ol 


1 


J 
~ Da De TT De ro | 


ny 站 2Ji] 
一 一 到 | 所 A 


co JJ 
一 of dk Ri1dAT Io 2 1 ro 


— Cm kl kidk) dk [gl ,, 
R 一 
e(Qs) 一 | 二 玫 - a J (18.50) 


vageco ) =— “Re(Q,). (18.51) 


v12] Viz 
其 中 最 后 一 步 用 到 了 6 函数 的 性 质 , 虽 然 上 式 中 并 不 出 现 5 函数 ， 
但 是 主 值 积分 中 贡献 最 大 的 仍然 是 &1 一 /we/oiz1 时 的 被 积 函 
数 , 因 此 仍 可 近似 应 用 5 函数 的 性 质 . 在 这 个 近似 下 ,可 以 把 上 面 
和 下 面 给 出 的 各 分 量 实 部 之 间 的 代数 关系 推广 到 整个 分 量 之 间 ， 


18.5 均 尺 磁场 下 的 碰撞 算 子 653 


如 Re (21) 一 — Re(Q1) 之 Qi 一 —Q12 9 
3 0 
Qzs = 一 ‘27 “ja [9 | dik | k | 


2] 


xX DJ Jeio- sinae “ 十 和 2 


l,m 


3 
~ (27) no 六 | 全 dk Aid， | 次] 


1124 2 


e 一 i 


iCm—i)a e“ 一 e 
六 2 |dee [we 十 Rv 


在 完成 了 积分 和 求 和 > |da… 后 ,上 式 的 最 后 一 行 表达 式 就 变 成 


JiiJ, — J Jh 
2r 2 lw. 十 Ryvizl = 4D) lw 十 到 1 
结果 有 
(2) JJ 
co 一 mi " 癌 dk ki dk ol [5 lw Rv 
(18. 52) 
(2 ) no k dk dk [gl / 
Re(Qo) 一 人 > 2|- it nl i J (18.53) 


= 一 Re(Q;). (18. 54) 
利用 上 面 的 结果 (包括 近似 的 8 关系 ), 可 以 把 这 个 二 阶 张 量 总 的 
写成 


vU 
Cll QQ12 上 [2 Cl 
12 1 
十 之 S 福 A 
Q 一 -一 Ci， CG2: Q23 一 Q 十 Q&. 
| 2 
一 | -21 Qi 一 Qz be Qu 
Viz vi2] 
(18. 55) 


其 中 全 是 对 称 张 量 ,而 Q& 是 反对 称 张 量 
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Qi 0 二 2 Cl 
已 12 | 
支 S 
Q 一 0 QQ 0 (18. 56) 
| V2 vizL | 
V1, | Q11 0 V1, | Ql 
0 Cl; 0 
注 A 
C 一 | 一 Qi 0 23 。 (18. 57) 
0 TT 已 ;; 0 
以 上 的 结果 首先 见于 文献 [7]. 


但 为 了 能 得 出 最 后 的 明显 表达 式 , 并 能 将 其 与 无 磁场 时 朗 首 
碰撞 算 子 相 比 ,必须 选取 合适 的 相互 作用 势 , 并 完成 空间 的 积 
分 . 这 方面 的 工作 在 同一 作者 的 第 二 篇 文章 文献 [8] 中 给 出 ,这 里 

只 把 其 结果 作 一 简单 的 介绍 . 
取 两 粒子 相对 速度 所 对 应 的 回旋 半径 为 


1712 下? (18. 58) 


它 在 空间 的 对 应 波 矢 为 


(18. 59) 


按 将 库仑 势 的 储 氏 变换 ( 唯 象 地 ) 分 成 长 程 和 短程 的 两 部 分 
Pk) = pk Lk) pk > k). (18. 60) 


其 长 程 部 分 (相互 作用 只 存在 于 大 于 回旋 半径 的 距离 外 ) 的 表达 式 . 


是 
| gd192 
Pk kh) 一 人 2r2p2 
0， k> kr 7,). 
昌 《于 作用 内 存在 于 小 于 回族 半径 的 距离 内 ) 的 表达 忒 


0 < kk< klr > ry), 
(18. 61) 
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二 

沁 
i 

Sy 

人 人 人 一 


0， kk 二 712)， 


pk > k.) = Za k. 一 一 有 ra <r rz)) 


0， k > kmaxlr < rmin), 
(18. 62) 
其 中 | 
= 922 = 过 18. 63) 
7 min 一 RaT' Rmax in ( 


是 处 在 热平衡 等 离子 体 中 的 任意 两 个 带 电 粒 子 间 的 最 小 可 能 ( 平 


均 ) 间 距 , 因 此 把 它 作为 粒子 间 相 互 作用 的 下 限 . 


D. Montgomery 证 明 ， 当 磁 场 并 不 足够 强 , 以 致 仍 满足 


ln| -2 >1 (18. 64) 
?min 
时 ,有 
IlQ;| > IQil. (18. 65) 


这 表示 ,在 碰撞 中 , 比 回旋 半径 短 的 库仑 作用 将 起 主要 作用 . 利用 


gy (ko 过 过 kwmox) 可 算得 
6, ~ 2rnog1g, v1 V1 V12]) 7 12 (18. 66) 
m1 v1 7 min 
而 在 无 磁场 时 的 朗 道 碰撞 项 中 ,相应 的 
去 27nog1q2 vl ~ Vi2 Viz Ap (18. 67) 
Q(B = 0)= m1 v1 7rmin 


可 以 看 出 ,除了 库仑 对 数 ,两 者 的 其 他 部 分 均 相 同 . 因此 在 有 磁场 
而 磁场 强度 又 不 极端 强 ( 即 ~ 六 rmm) 时 ,只 需 将 朗 道 碰撞 算 子 中 
的 ( 非 磁化 ) 经 典 库仑 对 数 换 成 磁化 库仑 对 数 即 可 


lnA. = In| 名 ， 之 In| -2 一 lnAm. (18. 68) 
在 目前 实验 室 的 等 离子 体 中 ,一 般 有 
rz <ip， 之 ln4v 一 ln 人 4.. 
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CC 


因此 ,有 磁场 时 的 两 体 弹性 碰撞 截面 一 般 小 于 或 近似 等 于 无 磁场 
时 的 碰撞 截面 . 
为 了 使 大 家 有 一 个 数量 级 上 的 概念 ,下 面 给 出 在 实验 室 条 件 
下 ,磁化 等 离子 体 中 上 述 几 个 参量 的 数值 . 因为 
re =2. 384T!?[eV]B-![G] cm, 
rmin 一 1. 438 X 107’T-![eV] cm， 
各 一 7.434 X 102722[eV]n-Yz[cm-s] em, 
”广播 号 内 为 其 左 侧 物理 量 取 定 的 单位 ， 所 以 有 比值 


re , 7T32[eV] 
六 ] 058 xX 10 BIT] ，， 


[ 工 

一 0.9860 二 下 105 cm- 
即使 在 比较 低 的 温度 ,在 实验 室 中 可 以 达到 的 强 厂 场 下 .仍然 
re/7nin 之 1. 例如 取 工 .= 二 1eV 时 ， 


re 


B=1T, = 


= 1.66 X.10， InAv 一 7.4 六 1， 


7 min 


re 


B=10T， 一 = 1.66 X10, lnAx = 5.1S1. 


7 min 


而 如 果 取 n= 二 101 cm-s 时 ， 
A 
B=1T,， = 7 一 0. 986， 
B= 10T 
8g6. 


通常 磁 约 束 聚 变 装置 的 磁场 在 1 一 10 工 ,密度 在 101 一 1014 cm-3， 
故 磁化 的 库仑 对 数 ,因而 碰撞 算 子 ,总 是 和 非 磁化 的 经 典 值 相 去 不 
了 二 . 所 以 对 于 磁化 的 等 离子 体 ,通常 也 就 采用 了 无 磁场 时 的 朗 道 珊 
撞 算 子 ,而 不 必 特 别 考虑 磁场 的 影响 . 


18.6 Balescu-Lenard 方程 657 


18.6 Balescu-Lenard 方程 


本 闻 着 重 讨论 极 化 效应 对 ( 非 热力 学 平衡 态 等 离子 体 中 ) 碰 撞 
算 子 的 影响 . 因此 ,假定 等 离子 体 中 无 外 场 : Bo 一 0,Bo 一 0. 于 是 两 
体 关联 函数 满足 的 动 理学 方程 是 

Es :十 也 “3 Pi(1 ,2) 


_ og . [2 af:(1) fi(1) 9f;C2) 


Di 
1 0 (1) O 
十 六 3 了 e 之 Br Py? L)dridv, 
1 ap Opr 
十 元 Dn Br Pr: 1(1 ,Ll)dridv,. 


其 中 
|fi(w do = 1， i= 1,2; 


(1,2) SE (p11, p23t) = rid1;Ts V2;t). 
本 节 用 271 7, 一 eyilyiz… 代 表 不 同 种 类 的 粒子 ,用 1,2,7，… 代 
表 不 同 粒子 的 轨道 (坐标 和 速度 ) ,同类 粒子 也 可 以 有 不 同 的 轨道 . 
在 本 市 中 ,一 般 用 f:(1),f;(2),fi() 这 样 的 种 类 和 轨道 的 搭配 ， 
即 对 第 7 类 的 粒子 ,其 轨道 也 标 为 j==ri,v. 
这 个 方程 可 以 有 多 种 求解 方法 . Balescu 和 Lenard 在 1960 年 
几乎 同时 、 但 通过 不 同 途径 给 出 了 这 个 方程 的 解 . 但 他 们 的 解法 不 


”是 太 复 杂 ,就 是 不 够 严格 . 后 来 Dupree 在 1961 提出 了 另 一 种 比较 


简捷 而 又 严格 的 求解 途径 . 这 种 途径 由 于 充分 利用 了 线性 弗 拉 索 
夫 理 论 的 已 有 结果 ,在 对 解决 其 他 类 型 的 BBGKY 方程 问题 时 也 
有 重要 参考 价值 . 有 关内 容 可 参考 文献 [9] 一 [12]. 

本 节 基 本 上 按 文献 [12] 的 思路 进行 描述 ， 但 在 那 本 书 中 只 给 
出 了 对 单一 组 分 等 离子 体 的 结果 . 而 本 节 将 给 出 对 于 多 组 分 等 离 
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子 体 的 推导 过 程 . 
18. 6.1 关联 函数 方程 的 解 
_Dupree 指出 ,上 述 两 体 关联 函数 所 满足 的 动 理学 方程 可 以 改 


写成 下 面 形式 的 非 齐 次 微分 方程 
oP -> 
+HP=S. (18. 69) 
其 中 
H, =H, 十 五,， (18. 70) 
oh(1,2) 1 9f 


Hjh(1 ,2) ==V1 ° Or D2; O vi 


> | S22, 
nm] 


、 Oh (1 ,2) 1 9 广 
Hah(1,2) 一 2， 5， 一 下 av 


. D3 | S2401, Ddrdv,, (18. 72) 


Or, 
_p {fiof:_ ff 
S 一 
Or Mi 9 V1 mj 9 v? 
On; 
= 。F.. 。 
= F... (18.73) 


这 里 ,暂时 略 去 了 了 ,及 ,S 中 表示 粒子 种 类 的 下 标 ,下 面 在 不 会 引 
起 误会 的 地 方 , 也 暂时 略 去 这 类 下 标 . 利用 直接 代入 法 ,可 以 证 明 
上 述 非 齐 次 方程 (18. 69) 的 解 可 以 表示 成 


P(t) = PO PS dr 二 多 (Et)P(0). (18.74) z 


”而 其 中 的 多 (4) 是 相应 齐 次 微分 方程 的 通 解 ， 


+H94) = 0， (18.75) 


PZB0)=1, FF = FF 一 1. (18. 76) 
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这 个 齐 次 方程 的 通 解 可 以 用 算 子 形式 表示 成 

PL) = eH eHreHy— PD), (18.77) 
推导 上 式 后 两 步 时 已 用 到 了 算 子 瑟 ; 和 五 ; 是 经 典 算 子 因此 可 对 
易 的 性 质 , 而 多;(z) 则 满足 同类 型 的 齐 次 方程 ( 见 下 ). 将 这 个 齐 次 
方程 的 通 解 代入 (18. 74) 式 后 ,有 


P(t) =e-# | ef ‘S(T)dr 十 -EtP(0) 
_ | eA (DS(r)dr 十 ezP(C0) 
-| 2 一 DSCDdr 十 2CDPCOD) 
-| zcosc _ Ddr + PEPO) 


=| PW PS — tdr + Bi(r) Br)PO). 


按 本 章 一 开始 的 讨论 ,在 碰撞 过 程 中 f 是 时 间 慢 变量 , 它 在 PC) 


发 生 显 著 变 化 的 时 间 尺 度 上 可 以 看 成 是 基本 不 变 的 . 因此 可 以 把 
非 齐 次 项 (也 称 源 项 , 它 只 和 f 有 关 ) 取 作 时 间 常 量 SC 一 rz)< 
在 不 失 一 般 性 的 情况 下 还 可 以 假定 P(0) ==0, 则 非 齐 次 方程 的 解 
可 简化 成 


PC) = | ZW PSdr. (18. 78) 


这 里 ,S 只 是 坐标 与 速度 的 函数 从 上 式 可 以 看 出 , 求 P 的 问题 现 
在 变 成 了 求 多 ;(z) 的 问题 . 它们 满足 算 子 方程 


< 
+ Hi = 0， Vi(0)=1, 1=1,2. (18.79) 


和 时 间 无 关 的 相 空 间 函 数 上 ,就 把 这 函数 变 成 
时 间 依 赖 的 ， 

Dihp) = h(t). (18. 80) 
而 这 个 时 间 函 数 自然 满足 下 面 的 齐 次 方程 
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dh Cp, , 
十 让 ji = 0. 


将 它 写 成 6 维 空间 的 普通 方程 ,就 是 


.Oh (pg,1) Oh(p,t) of(v:) [9 
| py 。 一 2 . ja ,t)drsd ws 一 0. 
(18. 81) 
它 正 好 等 价 于 下 面 的 线性 弗 拉 索 夫 方程 
kn af gi 0 af, 
vi" 于- 一 和 ED .=0,， (18.82) 
giE;™” = no 学 Ops fiY (ps,t)drsdv;,, (18. 83) 


其 中 户 全 jst)， 是 拓 动 的 分 布 函数 ， 而 q:E;” 则 是 自治 的 扰动 
(静电 ) 波 场 ,满足 线性 泊 松 方程 . 这 类 线性 静电 波 的 自治 解 ,在 本 
书 第 九 章 的 一 开始 就 得 出 了 ,在 这 里 可 以 直接 引用 . 

对 广 (为 作 拉 氏 、 传 氏 变换 : 


FDCrym ,ft ) 一 pak dkfi,k,v ,welt ), 
有 线性 静电 波 的 弹道 模 (ballistic mode) 解 
ifi(0) 一 Fk Vefo)p 


fi = ww 一 无。 好 ， 
| f1(0) Ja) 
(w 一 天。 
D(w,k)= 1 十 对 Ta ， 
1 天。 Vufo dv | 
> ff x. a DO | ok. f1(0). 


阅 样 ,对 于 hya,t) 在 作 了 拉 氏 、 依 氏 变换 后 
hrisvist) 一 2 de dksh hk ,Da etn), (18. 84) 
仿照 线性 静电 波 的 弹道 模 , 可 得 其 傅 氏 空间 的 线性 解 ( 从 这 里 开始 
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将 恢复 表示 粒子 种 类 的 下 标 ) 
hki,vi0) = VCR ,v1), (18. 85) 
i 1 47g; ki 
VC) ol 一 大。 了 1 mik1 DT (wl ,ki) 


Of'i(v1) | dm， 
。 Bo > "dj 一 人 -一 | (18. 86 ) 


wi 一 ki .vo 
其 中 Vi(1) 是 一 个 w 空间 的 算 子 , 它 作用 在 一 个 和 wi 无 关 的 函数 
上 时 就 会 把 它 变 成 w 依赖 的 ;这 是 普通 时 间 算 子 多 1() 在 频率 空 
间 的 对 应 算 子 .3 这 个 算 子 分 母 中 的 


of, dv 
Dr (sk) 一 1+ 习 禾 = 一 一 一 


Ov wo— kv 
是 定义 在 复 平面 的 上 半 平 面 (w=Re(w) 十 iim(wi) ,Im(Con) 之 0) 
的 解析 函数 . 下 面 将 用 D+ (一 w, 一 ki) 表 示 定 义 在 下 半 面 的 解析 
函数 . D1( 一 wi ,一 k1) 和 D+ (wi,k1) 有 完全 相同 的 表达 式 , 只 是 它 
的 奇 点 是 在 下 半 面 的 (Im(wi) 二 0). 有 关系 : 
当 Im(w)=0, 
D™ (1) 二 DT (w,k) = [PD (— DJ = [D+ (~ 6, — kh)]’, 
(18. 88) 
D+ (1)D+ (一 1) = |D+ (1)1:. (18. 89) 
对 它们 的 详细 讨论 请 参考 本 书 第 九 章 中 静电 耗 散 本 征 模 的 相关 部 
分 . 
于 是 由 (18.78) 式 ,有 


Pi,(1,2) = | PD DDS asp) dr — [ Sp psT) dr, 


(18. 87) 


(18. 90) 

Si (p19 As ,T) 一 DI(T) DBD, (TS M1 » 2) (18. 91) 
_ f de du 

27 2 

X idmntiar re , (18. 92) 


dkidk2S;; Ck ,Ke2 ;V1 V2; 1, v2) 


662 第 十 入 章 ”碰撞 积分 的 数学 理论 一 一 BBGKY 途径 简介 


=> Siki, kzsv1, v2301,02) = VICIV3 C2)Si Ck, kz ;v1 ,v2). 
(18. 93) 
由 此 可 见 , 要 得 到 Pi;(1,2) ,就 要 先 求 出 Si (ki,kz;vi,v2), 它 是 方 
程 非 齐 次 项 (也 即 源 项 ) 的 傅 氏 变换 . 因为 


9 ri 一 7，| ) 
55ryrziolyV2) 一 GR Br 2| 。 人 


fws) af(o) filw) ai(os) 
777， Ov 177 OV, 
故 它 的 ( 空 = 间 ) 伟 氏 变换 只 ! 涉 及 第 一 个 因子 . 先 对 相互 作用 势 取 健 
氏 变 换 
fj = f(r — r2|) = |dkdkagi Ch ,大 2 Je tz. 


在 这 里 和 下 面 ,作用 势 种 类 的 表示 在 普通 空间 用 下 标 表示 ,而 其 伍 
氏 变 换 用 上 标 来 表示 . 考虑 到 
of; ni(|ri—rz|) 


站; = 


， 一 > ki 一 一 大 ， 一 > PG ki ks) = dkitk). 


Or: Or, 
对 于 库仑 势 , 其 傅 氏 变换 是 
WW = (hk) 一 pe (18. 94) 
故 有 
EE 一 ik | dkdkagh dk 十 大 )eicde mt+tzr2)， 
(18. 95 ) 
所 以 最 后 有 
Si(ki, Kk, ,V1 U2) 一 [Li (ki1)SdCk 十 k,) | 
of; 9fi(v1) fi;(v,) 9f;(2) f;(1) 
x [下 OVI m2 t+ Kk,» Ov, mm; | 
(18. 96) 


在 Dupree 的 方法 中 ， 并 不 首先 算出 上 面 的 积分 ， 再 把 它 代 入 碰 擅 
流 的 表达 式 ; 而 是 先 将 上 面 的 源 项 代入 碰撞 流 ,然后 按 从 易 到 难 的 
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次 序 和 逐步 完成 多 重 积 分 . 


18. 6. 2 碰撞 流 的 表达 起 


按 式 (18. 10) 和 (18. 11) 的 定义 


ar] -- a . 机 
医 .一 dv Ji(vi,t co)， 


Ji(vi,t) = -7 ES P.(1 ,2)dr,dv,. 


将 其 中 的 ag,/ar 用 它 的 傅 氏 变换 式 代入 ,并 对 上 式 取 上 -co 的 极 
限 ,结果 为 


1 ， ，， isCr 一 ， 
Ji (olyco) 一 一 元 "lardosl [dtlgi De Cn 2 
x |dkidkze mn te pik ,ks vis Vast > oo) 
1 “了 _Af7 ile(r,—r i(Ck, °r “7 
一 一头 忆 ojabakbaaw are Gr) Hiker th 2 | 


,十 
ce 十 10 
dz| dw dw, —i(w 1 十 wz)r 


~ ~ € 


X lm 2 


too0J 0 


X dosS Chk, kaso1s0 ;1 ， 2 ). 


首先 完成 对 |dra… 的 积分 ,得 


。 3 
Ji(v1,00) 一 一 en 


5 dkdksdlg Dad 一 Kk,)e' thn 
j 


t 
dw dw, 一 io 十 op)r 


x lim dre 


tf— oo 2 2K 0 
X VG) [dvsV4iC2)Ss ks kos ,V2). 


然后 完成 对 jz… 及 |ar… 的 积分 ,得 
— 22) 5 


Mi 


Ji(vi,00) = a dd PHCK et lim de de 


t—o0 2 2 下 
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.€ tot 一 1 ,, j /ON ii 
。 X1 VD |dovi2)iy (Ki) 


X SCki 十 大) 大 。 Fi;(v1 ,Vv,) 


3 
一 5 5 dk — kp" kip C(O— ki) lim 


1 | ， . 
X ty evi 。 Fi;(v1 ,v0,) 


ol 十 cs? 


一 2 > Jim[ do dos e— "+ — 1 
To) 2 2 wi 十 cy 


x fan [pCki) [2ksk, « ViCD) [dvaViC2) FiCo102). 
把 |gC&1) 1: 分 成 两 部 分 因子 相 乘 ， 
|9(k1)|: = 好 (RD) = 2 1). 


第 一 个 因子 放 到 前 面 ,后 一 个 因子 放 在 后 面 与 Fi 在 一 起 ， 


mM; lim 27 2 wi 十 w， Te Jd 


Ji(oiyco) 一 一 1 一 一 


“Dravidovi2) pr )F (visv0s). (18.97) 


现在 来 看 上 式 最 后 的 因子 ， 利用 线性 静电 弹道 首 模 的 解 (18. 86) 式 ， 
其 中 
7 ij 1 | 4ng; kk 
VC2)9" Ck Fs wk,: il? CR) Fs mjk; DT (w, ,Kk,) 


i ,| 
D mv， TBv, 2 kv vs 


于 是 有 
[EA »V2) 


=i| 2 _9" (RF 一 ; dng; Kk __ 
WW» 四 天; 。 了 > mk DT (2) 
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, | ofi(v2) dv Drag] 一 P (Ri ) 下 2(wl :oz 
2 


Ov, > 一 Kk,。*v w, 一 Kk, » v, 
进而 有 : 
BE AAAV A 
. DY (k1) Fi (v1,v,) 
一 Dn] 一 ev ov 
7 Qf; (v2) dv -| 
本 av wz 一 Kk,* 
利用 
Ww Of ;(v,) dv, 
D+C) 一 1 十 对 坟 -18..98) 
方 括号 中 的 部 分 可 以 简化 成 
1 -1 
[= (11+ Dr |= DT (2)™ Dr Cw,, ka) 
所 以 


>») ee (2)97 (Rk)F.,; (v1 ,V02) 
J 


dR)F lv 也 ") 
=- Dr 0 (2) D>] 一 i 


接 下 来 ,将 Vi1(1) 作 用 上 去 ,得 
Vi (1) Dn dorViC2) pk Fs (v1 ,V2) 


dvw,. (18. 99) 
一 -一 Kk, ® vy 


_ 5 | avaViC2) go )Fi(v1 ,v2) 


47mn gig ; of; rev 
Arq:gj d 
一 Dv 页 之 mik’ OV! Tr GD "1 
x ym [EAA A A D2 
—_ ki 。 
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将 (18. 99) 式 代入 ,并 用 ki 点 乘 上 式 , 得 
Yee ° Fi;(v1 ,v0,) 
pT kK 。 Fi;(vi,v,) 
2 (wi 一 ki DT (2) jaw wz? 一 k,* v; 


_ 4xg; ofi _k 
m2. k2O vl vi D+ (1) (1) 


dvl DO (ki De Fi (vi ro | 
vd wl 一 Ki。 wR) 2 — k,. wv, 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 _ hrg: Of 
(wi — ki vi) DT C2) [re mk? Do 


其 中 
i(k Ki » Fi sw, 
Vki, kz, ws sv1) = |dv, A 二 本 222 (18. 100) 
Wk, ks, wa) =| du， 0) (18. 101) 
1" V1 
所 以 最 后 可 以 得 碰撞 流 
J; (V1 ,00) 一 1 一 一 4r9; lim do dws qk,d Ck 十 k,) 


Mi; :co 2T 2 


e 一 i(w 十 wz ) 1 


X Co 十 ws ) (wi 一 ki 。 v1)DT (2) 
ki 47g; oof, ， Kk 
~ Sn w mk Ov D+ 人 Snaw, | 
(18. 102) 


一 个 


> ngqiVi; (ki ,Ks » V2 V1) 
J 
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dv 
一 于 下 nqik | Pas — Kk * v, 
3 Lf £9 
= 元 于 14i LUy 一 Kk, * VU, ki 7I72; Oil mj; OV, 
__ gi 1 k! 9fi 9 引 三 dm， 
[1 Rk! Ovi Dn w, 一 Kk, * v, 
k: df; dw, | 
A 人生 BD Wk, v, 
_ _gi 二 k! 9fi D2 |， 
22ki Lm: ki av i 1 (2) 
其 中 
Uzo (2)= > ngiUs (2), (18. 103) 
J 
oD=UP wk) = [一 站 于 -， (18.104) 
U; (2) 三 j (w,, 2 人/ 一 w, — ky» Va’ 。 
Ui (2)= > 0 (2)， (18. 105) 
U (2)= Uy Co, ,kk ) 
k: of; dv， 
-一 @ TT, . 0 
bl "Dv wk (18. 106) 
而 第 二 个 是 
> niqiW ;ki ,kK , W2) 
7 


= 一 Sn do 村 一 让 
. Ki1°* Vi 


了 7rG) (0) 了 7r(oOryG) 
= Dna East UR DID) — AU UD (2) | 


> 芝 nq! UD 2 CD UY C2) 


l 


| 
27°k’ 
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| raiP Un CD | 
lio — UCUN 2) | 
进而 有 
Dj ngi 


47q;: Ki | 
mik1 ki 3 V1 £5 mg 


dxg; 1 kk 9f; 
D2; 272k’ ki OVI 


x [Ui 于 na， 一 UD i 2) 


=p 


MDLi 272k1 ki . OV] 
x [U2 (DU (C2) 一 0 DU C2 
最 后 得 碰撞 流 表达 式 中 的 


4rd， k! 9f: 
"0 ™ Dr OD KR dv0 2 "Ws 


gi ([ 寺 k! Of:; 


~ 2x2k 


2(0) 201) 
二 02) — fADUEY (2) | 


4 ki , 9f; 
mikiDT (1) ki O vi 


x [UY GD (2) LU CDUE® C2)] 


gi 4 ki oF; 
27k) Mw mkiDT (1) ki “Ov |， 
其 中 
Vs = lk Of 广 (1)Ue (2), (18. 107) 


1m ki "Av 
Ws = Ur (DU (C2) — US DUE C2); (18.108) 
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或 


2 nqVs= Th Vs > ng: > rq Ws =—Ws. (18. 109) 
J J 


这 样 , 磁 撞 流 就 变 成 
4ng; qi dw! dw, 
m; 272 lim 2T 2 
P| 二 wo)t _ 1 
x Co 十 w,) (wi CO— Kk; 。 v1)Dt (2) 


号 | T 加 4n k1 of: 
Rk 2 mkiDT (1) ki Ov 


J:; (v1) 一 1 dKIdGK20CK: 十 k,) 


X 


18. 6.3 磁 擅 流 的 计算 (1) 一 一 积分 [dvdk。 


在 完成 积分 |dks… 时 ,由 于 3 函数 的 关系 ,被 积 函数 中 的 所 有 


ks 一 一 hh. 而 在 进行 积分 |dw,… 时 ,被 积 函 数 在 十 ws 一 0 及 
D+ (ws,kz) 二 0 处 有 奇 点 . 后 一 类 奇 点 属于 线性 本 征 模 , 当 等 离子 
体 处 在 热力 学 平衡 态 附 近 时 ,它们 都 是 阻尼 模 ,因此 在 取 t->oo 极 
限时 不 再 存在 一 也 即 不 再 是 奇 点 . 前 一 类 奇 点 利用 下 面 的 方法 
来 计算 , 按 5 函数 的 定义 


;CCz) 一 1 ]im sinzt 
不 ji>o0 
- 工 lim le —e “-- lim -= ee 一] 
To 21 万 co In 2z 
故 在 | ae… 的 积分 号 下 有 
一 io Tw )t 
lims 一 一 一 (一 iDxsrCo + w,)/2] 


二 (一 1)2x6(w 十 w,). (18. 110) 
于 是 对 |dw… 的 积分 就 简单 变 成 将 被 积 函 数 中 所 有 的 w 一 一 w， 
并 在 整个 被 积 函 数 前 乘 以 因子 (一 i)2x. 这 时 碰撞 流 就 变 成 了 
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-a2 do 1 
21) 和 | qi 局 ls 2r (Cw — ki* vi Dt (— 1) 
4 ki Of: 加 
x [rz 一 1) 一 元 ED+ CT kh dv D | 


2g° k 
= 二 |dk gLT 十 了 Tj]， 


其 中 的 7, 是 两 项 关于 |dw… 的 积分 
1 = [多 Vs(vi1, — wi, — ki) 

0 2r (wi oO— kl» vi Dt (一 1))? 
dok 93/ zs 一, 一) 
miki 2 ki “Ov (wi -一 ki 。 。 v1) DT 《一 1)DT (1). 

(18. 112) 


18. 6.4 碰撞 流 的 计算 (2) 一 一 积分 |dw 


先 来 考查 To, 被 积 函 数 中 有 有 两 类 可 能 的 奇 点 
mo—k*.v=0, D'(—1)=0. 

其 中 第 一 个 奇 点 wi 二 ki。wi 在 实 轴 上 ;而 第 二 类 奇 点 则 一 般 在 (Cw 
复 平面 的 ) 上 半 面 (图 18. 3(a)). 这 是 因为 对 于 定义 在 上 半 平 面 的 
D+ (1) 来 说 , 当 等 离子 体 对 热力 学 平衡 偏离 不 远 时 ,D+ (1) 二 0 给 
出 的 是 非常 弱 阻 尼 的 本 征 模 (Im (w) 之 0); 而 这 里 出 现 的 
D+( 一 1) 是 定义 在 下 半 面 的 ,因此 , 当 等 离子 体 对 热力 学 平衡 偏离 
不 远 时 ,D+ (一 1) 的 奇 点 在 上 半 面 (一 Im(w) 这 0). 考虑 到 这 点 , 积 
分 路径 应 该 取 一 co 十 io 习 十 十 i 并 且 o 要 足够 大 (o> 
一 Im 《wi)max). 为 了 算出 这 个 路 径 积 分 ,可 以 采用 解析 函数 围 道 积 
分 的 柯 西 定理 . 而 为 了 构成 一 个 封闭 的 围 道 ,必须 在 上 述 直 线路 径 
上 补 一 个 大 半圆 ,并 且 要 求 被 积 函 数 在 这 段 半圆 上 的 积分 值 为 零 . 
由 于 VsCvi, 一 w, 一 kh) 是 定义 在 下 半 面 的 解析 函数 ,其 中 含有 形 
”如 


(18. 111) 


TL -一 -一 


18.6 Balescu-Lenard 方程 671 


of. dv 


Ov 一 串 十 ki*v 
的 因子 , 故 在 Imn(w) 一 一 c 时 ,它们 和 被 积 函数 中 的 另 一 个 因子 
都 趋 于 零 . 这 样 , 补 的 大 半圆 应 是 在 下 半 面 的 .半径 为 无 穷 大 的 半 
圆 ( 见 图 18. 3(b)). 


图 18. 3 wl 平面 上 的 积分 路 径 (a) 和 国道 (b) 


这 个 围 道 的 路 径 方向 是 顺 时 针 的 ,但 柯 西 定理 所 定义 的 围 道 
的 方向 应 应 是 逆 时 针 的 . 所 以 积分 的 结果 是 一 2xi 乘 上 围 道中 奇 点 
的 留 数值 . 两 类 奇 点 中 ,本 征 模 奇 点 对 长 时 间 行 为 无 贡献 ,只 有 弹 
道 模 的 奇 点 有 贡献 ,结果 是 


-ii-”” 1 一 一 
To 一 ! D+ (二 大 “Vi, — PE ki V1 ki ). 


(18. 113) 
进一步 考虑 到 碰撞 流 的 实数 性 ,也 要 求 只 取 了 的 实 部 .为 此 ,将 了 
的 分 式 上 、 下 同 乘 Dt (ki。 vi,k1) ,得 


2 (ki 。 Vi Ki Vs(v1, 一 ki * V1 ki) 
1 D+ (ki 。 。 v1, Kk DT (一 ki ® V1, -一 ki) 


并 在 弱 阻 尼 极 限 下 ,对 上 式 取 Im (wi)==0 的 近似 D+ (一 1)= 
[D+(1)]*, 见 式 (18. 88) 一 (18. 89), 于 是 有 


Re (1,) = 


1, 一 一 


1 十 。 
DT+ (ki v) ,ki) iIm[LD (ki V1 ,Ki) 


。Vs(vi, 四 ki 。 Vi， TT ki) |. (18. 114) 
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现在 来 看 1, 其 被 积 函 数 既 有 
定义 在 上 半 面 的 也 有 定义 在 下 半 
面 的 ,因此 无 法 通过 补 大 半圆 构成 
一 个 合适 的 围 道 . 这 时 在 取 Im (wi) 
二 0 的 近似 下 可 以 取 紧 贴 实 轴 上 
沿 的 积分 路 径 一 oo 十 0+->oo 十 01+， 
它 在 弹道 模 处 要 从 上 半 面 绕 一 个 


图 18.4 在 Im(lw)==0 近似 下 的 


积分 路 径 
无 穷 小 的 半圆 ,如 图 18. 4. 结果 导 
致 的 积分 值 就 相当 于 取 
1 1 
oO— kv wo—k .vw -i0t 
= 一 1r0(wl 一 ki * v1) 
中 的 虚 部 ,然后 积分 . 最 后 得 


2T ki , of:; ”1 
miki ki Ov | 万 + (1) | 


Re (7 ) -一 LIm (一 W:;). 


(18. 115) 
18. 6.5 Im[D+(1)Vs] 和 Im( 一 Ws) 的 计算 


-在 计算 这 两 个 虚 部 之 前 , 先 给 出 几 个 基本 的 解析 函数 的 明显 
表达 式 . 它们 是 UV (1) ,05 (一 1) ,UD (1)， Ui (—1);(1)= (w, 
k1). 按 本 书 9. 3. 2 小 节 的 讨论 (例如 式 (9 33) 一 (9 36)), 有 (为 简 
单 , 略 去 了 表示 种 类 的 下 标 ) 


— 让 BC)， Imowl > 0， 
U®(1) 一 1 一 让 BC) 一 下 cal m0, 
| 1 
— E60) ~ior dF(2), Imo, < 0， 
k! \k 


(18. 116) 
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EC1) 一 i2r LF| | ， TImw 之 0， 
UM(— 1) = EE") 一 1 LF| 名 各 |， Jo; 一 0， 
AR \ki 
二 EC1)， Imw 0， 
(18.117) 
— 二 Be (1), Imowl 之 0， 
UV C1) < 1 EV(1) 一 izx ds :|， Imw, = 0 
| ki ki ki | 
_ 4 pw]) 一 zx 二 [各]， Imow 二 0 
ki Ai ki | 
(18.118) 
1 no) _ 1 (| 全] ， 
EE (1) i2r 大 JImow: > 0， 
UVC— 1) -一 二 五 GD(]) — BF | 名 |， Imw 一 0 
A1 ki ki k | 
Ee" ， Imw, 之 0. 
(18.119) 
其 中 
F(u)du 
(0) 一 一 一 一 一 一 
OF(u) du OF (u) 
(1) 一 一 一 一 一 一 / 一 
E o/b) = 2| UL 一 w/k” (0) =. Ou 


而 
ki *。 V1 一 kiu (wu -一 v1COS0O) 9 
Fo = FG)F, Co )， a (vi )do， =1. 


在 下 面 的 计算 中 ,只 取 Imow==0 的 情况 . 这 一 方面 是 因为 在 本 问 
题 中 不 考虑 波 -粒子 共振 相互 作用 引起 的 静电 波 阻 尼 或 不 稳定 , 另 
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一 方面 是 因为 如 果 取 Imwi<0 或 Imowl>0 时 得 到 的 结果 也 是 一 
样 的 . 
先 来 算 ImLD+(1)Vz], 按 定义 (18. 107) 式 ， 


Im[D+ (DVs] 一 Im[D+ (D)Uzo (一 1)] 广 1 
e Sh Im[ D+ (1)77> (一 1)]f.. 
VU! 1 


这 里 的 
(1) = (ki 。 VD1 大 ) ， 《一 1) 一 (一 ki Vi， ki ). 

即 已 经 取 了 w= 二 ki1*vi. 利用 | 

wpik . Es dz 


十 一 -一 一 
D (1)=1+ ki ki Ovwi— ki 也 


有 


一 1 十 不 史 Ui (1) » 


4nIm[LD+ 0 1)] 
一 Im| (1 十 Do Ur Dj 2 tm (一 1) | 


- Im{ [1 十 如 | E01) — ix EF GD)| | 


x >) wom [EY® 0) 一 ir EF)] | 


一 一 下 Re -2 EH) | FO) 


+ E®(1) > 7 SF | 


- 同样 有 
4rIm[LD+ (1)Ux (— 1)] 


一 Im||1 一 2 名 EP) 一 i > 全 GD | 
x [5 Le ia 


4 
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=- 至 习 吕 1- EP) | (1) 


+ gp)| y， sp)| | 
i 1 


将 上 面 两 项 相 加 ,最 后 得 
4nIm[ D+ (1)Vs] 


= 一 3 ED 中 有 -> 小 EP GD 上 PC) 
1 


f 


+ EY) DT EP a) 
1 加 CD 
iol Dy Fa ey (1) 


+ EW(1) D3 EF ol 


凤 下 来 计算 第 二 个 雇 部 
(4r) Im[L 一 Ws] 
=— Im[ C4)? (UY CDU (2) 


UX (1 )UE™ (2) )] 


Im| 3 4nnig’ Ui (1) 2 hmmgiU 7 (一 1) 


mm; 


1 


一 2 tng (1) 之 。 sg: gy (一 D | 
ji 


=— Im| Do 3 EW) + inF 01)) 
x [ 习 史 和 Ee (EV) 一 ixF.; 1)) | 


一 2 一 EV) 十 irFi(1)) 
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x[ 避 中 和 EE (1) 一 inF:G1)) | 


=— DED Pompd)) 
1 


— DF CD Dampmd)) ]. 
最 后 把 两 个 虚 部 相 加 , 消去 许多 项 后 可 得 
Rel, 十 Rel, 


1 x 2 ES / 
本 |D+ (1) | ki 2 1 7 


F;(1) a) 
Dj 


(18. 120) 
其 中 


将 前 式 代 入 18. 6. 3 小 节 的 碰撞 流 表 达 式 ( 见 (18.110) 式 和 (18. 111) 
式 之 间 的 表达 式 ) 后 ,最 后 就 得 到 了 Balescu-Lenard 碰撞 流 ， 


_2g 1 
jl -ak kt [DT Dr FR Dm 


x [EDp0 -am 


rg ki 1 
‘kt |D+ (1) 汪 


le Fi(1) ki x 9f(v1) 一 LDp | 
ni ki Oil 


(18. 121) 


1 rg g 
本 2 2 jak 克 kt |D+ 5 | 
* [dwsdCes, «v1 — en» vi)en va (18. 122) 


=m: Dnj| dv Co1 02) 。 M.;, (18. 123) 
其 中 


18.6 Balescu-Lenard 万 程 四 677 


fi(v,) 9fi(vi) fi(v1) 9f ;(v,) 


My do pt (18. 124) 
= dK kk, 2qg? 
Qij(vV1,V2) 一 一 | Ea me TDr CTJ Ti Len * (v1 一 v2)]. 
(18. 125) 


在 上 式 中 的 积分 |…dh 代 表 对 所 有 kh 的 等 离子 体 波 ( 扰 动 ) 取 和 . 

但 对 积分 贡献 最 大 的 是 使 D+ (1)==0 的 波 一 一 它们 就 是 所 谓 的 等 

离子 体 本 征 模 . 将 上 面 得 到 的 Balescu-Lenard 碰撞 流 和 下 面 的 朗 
To) =—m Dn 中 ao give » Ms 


入 .0.202 g? 一 gg 
Qi (vo ,U2) — 0 4 jn4。 i 


7. 


相 比 ,它们 之 间 的 差别 也 只 在 忆 的 表达 式 上 ,而 M; 及 其 他 部 分 者 
是 一 样 的 . 在 Balescu-Lanard 碰撞 流 中 考虑 到 了 不 同 波 长 (Ai) 的 


等 离子 体 波 对 两 体 关联 函数 的 影响 ( 即 对 |dk… 的 积分 ), 因 此 比 
开道 碰撞 流 只 考虑 了 静止 的 极 化 效应 (电荷 云 屏 珊 ) 更 进 了 一 步 . 
但 在 Balescu-Lanard 人 磁 撞 流 中 所 考虑 的 等 离子 体 波 ， 只 是 处 在 热 
涨 落水 平 的 本 征 模 ,所 以 把 实际 的 等 离子 体 参 数 代入 后 会 发 现 它 
对 经 典 础 撞 算 子 的 修正 并 不 大 . 如 果 要 考虑 超出 热 噪 声 水 平 很 多 
的 等 离子 体 静 电 沸 动 或 者 外 加 大 功率 电磁 波 对 两 体 碰撞 的 影响 ， 
则 应 在 单 粒 子 分 布 函数 及 两 体 关联 函数 所 服从 的 动 理学 方程 中 添 
加 相应 的 项 . 这 时 计算 会 大 大 复杂 化 ， 但 这 里 所 讨论 过 的 许多 具体 
技巧 仍然 有 重要 参考 价值 . 在 本 章 末 , 给 出 了 用 BBGKY 的 头 两 个 
方程 计算 强 激光 场 中 两 体 碰撞 算 子 的 过 程 和 结果 . 关于 注 动 静电 
场 中 的 两 体 碰撞 算 子 的 计算 请 参考 文献 [13]. 
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18. 6.6 Balescu-Lenard 方程 与 朗 道 
方程 的 关系 


本 人 将 证 明 , 在 以 下 近似 下 : 
(i) 取 热 平衡 的 速度 分 布 
Fu) = Falu) = — re/%, ut 所 


人/ 2rez2 


(ii) 只 考虑 低频 波 的 影响 


el (g=9.-9,) 


kl 


图 18.5 Ki 的 坐标 图 


取 以 两 粒子 相对 速度 g 二 vv 二 ge 为 对 称 轴 的 球 坐 标 ( 图 


18. 5) ,在 此 坐标 系 中 
大; = — kiVel 十 AT2e， 十 kes, 
并 且 有 
dLer 。 (vi 一 wz) = 0). 


于 是 (由 》 函数 可 知 : Ar = 


(18. 126) 
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amdLes, 。 (vi 一 v,) -一 Jap haa 中 9 


其 中 
dp kidk, 一 ddEG 2 ， 有 = CR) + CR )?. 


此 外 , 令 
D+ (1) -1+ 5 a0 DD-1+ D>. Sy,01), 


of 
hk. QAv 
V1) =kUY CD = sd 
及 
3 
ki 一 kiu, eh 和 一 地， 和 一作 
于 是 有 
oF,;, du 
YD) —— | Bi 7 
当 取 ;二 Fm( 麦 克 斯 韦 速 度 分布 ) 时 ,进一步 有 
9 二 -py_dp_ _ 
Zi) vale ) Bb -i 
和 =- 天 一 = 全 一 一 . 
2 Ux Al 2 Ux 
结果 


V;(1) = 六 [ + E25) = pt;). (18.127) 


2 


其 中 Dr 这 是 等 离子 体 色散 了 数 ， 在 取 多 1 Wi 
Z. (8) =i MV rbje 5 — 25| 1 一 和 好 十 pee 一 … |， 
狐 一 1 十 各 Re[Z 0 之 1 一 2 < 
=V rte sl, 
其 中 上 标 R 和 了 分别 代 表 实 部 和 虚 部 . 故 一 般 有 几 < 上 内 ,下 面 的 
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计算 中 将 只 取 它 们 展开 式 的 首 项 . 
下 面 来 计算 磁 挤 流 中 的 积分 dk,…, 采 取 下 面 的 符号 


(2). 
(ey -| ) vl , ES) 3) 2 。 2 ba) 2 
=| 一 一 十 了 3 一 一 | = | ;一 十 ks 一 
1 1 Rk! vi Ri vi ?vl 3 vo) 
| 名, 人 | oging 
一 | 一 - ,一 -| 一 (cosw,sin 
有 9 ki 1， 9 9 
2 _/_() (2) 
vi 二 (v1 )? 十 (vr)? 十 (vw)?. 


co2 1 CoO2 1 1 
iy —Pi yp -2 二 一 
入 六 


这 样 Balescu-Lenard 碰撞 流 中 的 张 量 ((18. 125) 式 ) 就 可 以 写成 


一 一 -一 一/ 一 d 一 一] 


上 式 中 的 积分 和 推导 朗 道 算 子 时 的 & 空间 积分 是 一 样 的 (参考 式 
(18. 31) 一 (18. 33)). 这 里 再 算 一 遍 : 上 式 中 的 角度 积分 为 


2 地 Vp ， , 
bagrk = 和 二 如 | are= 人 当 i 关 j; |. 


8 Ts, 当 1 = 二 j= 二 2,3 
(18. 129) 
而 空间 的 积分 则 为 

| kidk ~ 全 kidk 加 1 ko zxdx 
"| 有 十 zl Jo | 好 十 8xl 2 2J。 |z+0;|’ 

_ ] A2 二 Os 

-mm| eun gx | 

| 9i91 


《ne ri 
Inin BA 1: 
利用 狠 一 1 力作 力 ,Bs 二 >) 条 办 ,上 式 中 的 


和 

本 

| 
. EE - 故 
[9 


18.6 Balescu-Lenard 万 程 681 
kz ee | Ap 
ln| 1 十 如 | x ln sj 一 2jn | 一 2ln4.. 


本 这 个 量 是 实数 ,所 以 上 空间 的 积分 就 可 积 出 


”_ kdk 1ImOs2InCp/ran) _ 
bE | ~ mo =lnAe. (18. 130) 
| 这 样 在 取 了 上 述 近 似 后 ,Balescu-Lenard 人 碰撞 张 量 (18. 125) 式 就 
上 化 成 了 朗 道 碰撞 张 量 
Q 之 一 Aq:g; 1 [xe L388 |InA 
m; &£ 2 
2rg2a， 2j— gg 起 
一 一 二 22lnAE EQ. (18. 131) 
1m; 如 


比较 我 们 已 经 导出 的 几 个 不 同 的 张 量 @( 朗 道 碰撞 算 子 、 磁 化 


| 碰撞 算 子 及 Balescu-Lenard 碰撞 算 子 ) ,可 以 发 现 它们 都 和 某 种 
〗 等 效 相互 作用 势 的 傅 氏 变换 的 平方 有 关 . 从 物理 上 来 看 ,这 些 等 效 
1】 的 相互 作用 势 都 是 普通 库仑 势 在 非 静态 、 非 热力 学 平衡 等 离子 体 
站 中 ,受到 背景 中 其 他 粒子 和 等 离子 体 集体 运动 ( 波 ) 的 影响 而 变 成 
和 的 等 效 电 势 ,也 就 是 动 理学 的 屏蔽 库仑 势 . 这 是 流体 方程 无 法 做 
EE 到 ,而 只 有 动 理学 方程 才能 描述 的 . 因为 等 离子 体 的 状态 不 同 ,两 
和 体 相互 作用 势 的 动 理学 屏蔽 也 不 相同 ,从 而 碰撞 算 子 也 不 相同 . 例 
时 如 在 朗 道 算 子 中 ,等 效 的 屏蔽 势 是 时 间 无 关 的 ,但 在 磁化 算 子 与 
I Balescu-Lenard 算 子 中 它们 却 是 和 时 间 相 关 的 . 在 磁化 算 子 中 时 
半 。 间 的 相关 和 粒子 周期 性 的 快速 回旋 运动 的 长 时 间 平 均 有 明显 联 
EE 系 ,而 在 Balescu-Lenard 算 子 中 的 时 间 相关 则 是 通过 D+ 中 的 
和 (和 碰撞 引起 的 缓慢 弛 殉 过 程 以 自治 的 方式 相连 系 的 (foCz) 由 
时 单 粒子 分 布 函数 满足 的 碰撞 方程 决定 ,而 碰撞 算 子 在 这 里 又 和 
和 fo() 有 关 ). 用 BBGKY 头 两 个 方程 导出 的 其 他 碰撞 算 子 ,在 物理 
时 上 ,也 可 以 作 类 似 的 理解 . 
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18.7 强 激光 在 等 离子 体 中 的 碰撞 吸收 频率 


18.7.1 引 言 


激光 在 等 离子 体 中 的 被 吸收 效率 是 激光 聚变 中 的 一 个 关键 参 
数 . 最 普 适 的 吸收 机 制 是 电子 的 逆 加 致 辐射 一 一 即 电子 在 离子 库 
仑 场 的 帮助 下 吸收 一 个 光子 而 从 光 场 中 获取 能 量 . 在 等 离子 体 中 
电子 感受 到 的 是 离子 的 屏蔽 库仑 势 , 其 作用 半径 约 为 德 拜 长 度 ; 而 
在 这 个 范围 内 的 电子 -离子 相互 作用 通常 用 两 体 碰撞 来 描述 . 因此 
激光 的 逆 轨 致 辐射 吸收 实际 上 就 是 电子 的 碰撞 吸收 ,可 以 通过 电 
子 -离子 的 两 体 碰撞 频率 来 表示 激光 能 量 的 被 吸收 频率 (速率 ). 

以 往 所 采用 的 电子 -离子 碰撞 频率 都 和 外 加 光 场 的 强度 无 
关 , 至 多 加 上 高 频 ( 激 光 频 率 的 ) 修 正 . 这 在 激光 强度 较 低 (例如 
1 二 10* W/cm2) 时 是 正确 的 ,因为 这 时 电子 在 光 场 中 的 平均 抖动 
能 W。 小 于 电子 在 离子 库仑 势 场 中 受到 的 平均 势能 we, 所 以 光 场 
对 电子 -离子 的 碰撞 过 程 影响 不 大 ;电子 在 与 离子 碰撞 前 后 均 可 以 
当成 是 以 热 速 度 ve 自由 运动 的 粒子 .但 当 激 光 强 度 较 强 时 ,可 以 
”有 Wo。>>U. 甚至 于 Wo 尖 U., 这 时 电子 在 激光 场 中 的 抖动 速度 v 将 
接近 甚至 超过 热 速 度 . 因此 这 时 在 计算 碰撞 频率 vi 时 ,必须 考虑 外 
加 光 场 (强度 及 频率 ) 的 影响 . 

外 加 激光 场 对 其 在 等 离子 体 中 吸收 速率 (频率 ) 的 影响 , 早 在 
20 世纪 60 年 代 就 被 美国 的 J. M. Dawson 和 C. Obermant41( 后 来 
被 他 们 自己 称 为 DO 模型 ) 及 苏联 的 V.P. Silin" 研究 过 ,而 后 在 
70 年 代 被 Yu L. Klimontovichn 中 用 其 独特 的 链 式 方程 研究 过 ,但 
当时 都 没有 特别 注意 到 场 强 特别 强 的 情况 . 直到 90 年 代 , 由 于 极 
得 脉冲 强 激光 的 推动 ,又 出 现 了 一 系列 有 关 的 工作 ,其 中 具有 代表 
性 的 是 C. D. Decker ，W.B. Mori 和 J. M. Dawsonl7] 的 工作 . DO 
模型 和 Silin 的 工作 类 似 , 都 从 电子 为 静止 的 弗 拉 索 夫 方程 出 发 ， 
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把 离子 当成 是 在 光 场 中 高 速 振荡 的 ,把 这 些 振荡 离子 造成 的 平均 
电场 当成 作用 于 电子 的 已 知 自 洽 场 , 可 以 求 出 电子 分 布 函数 中 对 
平衡 分 布 偏离 的 部 分 . 然后 把 这 种 偏离 等 价 成 电子 和 (振荡 ) 离 子 
两 体 碰撞 而 产生 的 对 平衡 分 布 的 偏离 ,就 可 以 求 得 受 光 场 影响 的 
电子 -离子 碰撞 频率 ,并 且 当 外 场 趋 于 零 时 它 能 自动 回归 经 典 的 两 
体 碰撞 频率 . 但 这 种 模型 和 公认 的 两 体 碰撞 图 像 有 差别 ,而 且 也 难 
以 推广 到 相对 论 情 况 . 此 外 ,它们 得 到 的 激光 吸收 频率 ( 它 正比 于 
碰撞 频率 vi) 在 0 二 zo 过 1 的 区 间 内 基本 是 常数 (zo 二 vo/ve) ,而 当 
zo 主 1 时 迅速 单调 下 降 ( 见 图 18.7). 这 和 公认 的 实验 事实 也 有 出 
入 ( 见 图 18. 8, 或 文献 [18j 中 的 FIG. 5), 在 实验 中 吸收 率 往往 是 
zo 的 凹 函数 ,其 极 小 值 约 在 7 一 108 W/cm? 处 ( 见 图 18. 8). 

本 书 取 UV。/Wv< 入 1 为 小 参量 ,展开 BBGKY 的 头 两 个 链 式 方 
程 ,在 电子 -离子 关联 函数 Pu 的 运动 方程 (BBGKY 链 式 方程 的 第 
二 个 方程 ) 中 计 入 外 加 光 场 的 影响 ;这 样 解 得 的 Ps 在 代 回 电子 分 
布 函数 的 运动 方程 后 ,就 构成 了 依赖 于 激光 强度 和 频率 的 两 体 碰 
撞 碰撞 流 . 并 在 此 基础 上 得 出 了 激光 在 等 离子 体 中 的 碰撞 吸收 频 
率 表达 式 . 当 外 光 场 趋 于 零 时 ,可 以 回 到 经 典 的 两 体 碰撞 算 子 ( 即 
Balescu-Lenard 算 子 或 朗 道 算 子 ). 这 种 方式 是 推导 经 典 两 体 碰撞 
算 子 的 自然 延伸 ,物理 图 像 清晰 ,而 且 有 可 能 向 相对 论 情况 推广 . 
此 式 ( 见 (18.170) 式 ) 在 光 强 7T=10#4 一 107 W/cm 范围 内 适用 ,并 
在 7 一 2.2X108 W/cm? 处 有 极 小 值 .这 结果 显然 不 同 于 经 典 的 碰 
撞 频 率 与 激光 强度 无 关 的 结论 ,但 却 和 实验 曲线 十 分 吻合 ( 见 图 
18. 8 或 文献 [18]). 通常 把 1 汪 10* W/cm? 时 激光 吸收 率 的 提高 归 
结 为 各 种 反常 吸收 效应 ,但 本 节 导 出 的 碰撞 吸收 频率 也 在 这 个 区 
域 呈 现 出 随 激光 强度 而 增 大 的 趋势 (这 和 DO 模型 显然 不 同 ) ,从 
而 在 经 典 碰撞 的 框架 内 ,为 上 述 实验 结果 提供 了 一 种 可 能 解释 . 本 
文 只 讨论 非 相 对 论 情 况 ,因此 本 文 结 果 只 适用 于 激光 光 强 在 
10*< 之 IC(W/cm?*) 过 10"" 范 围 内 的 两 体 碰撞 吸收 . - 
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.18.7.2 和 站 光志 中 的 运动 方程 弓 


1、 出 发 方程 组 

按照 R.L. Guerney59]， 在 平均 库仑 能 U。 远 小 于 平均 动能 W 
(U/WK1) 时 ,BBGKY 链 式 方程 中 的 多 粒子 分 布 函数 
fgssst), G) 一 (一 Co 一 1 N 一 1 
均 可 以 近似 地 用 单 粒 子 分 布 函数 广 及 两 粒子 分 布 函数 户 中 的 关 
联 函 数 卫 来 写 出 

f1(1)= f(1), 
f2(1,2)= f(1)f(2)+ PO1,2), 


J 一 1 3 


f.(1,2,." ,5)= IT7o) 十 >， PPG,D IEF). 


i=l1 7 一 1 ki 


故 BBGKY 链 式 方程 退 民 化 成 头 两 个 方程 (其 中 i,j 代表 不 同 种 类 
的 粒子 下 标 ) 


2 ofi:(1) ， F, 9f:(1) 
to。 Dr) 十 村 Ov) 


1 8 og , 
六 BT D7 ar Ps (1,2)djp. (18.132) 


3P (1 ， 
ww 这 | Psd， 2) | 


ot Or Or, 
.9 JF 
t 民 OvI | am 证 i(1， 2) 
.i211 
| 去 癌 一 走强 D4 


3 六 (1) , | Ps 
/二 Or 


av i™ Br Ps Dd. (18.133) 


其 中 一 般 用 “(1)” 代 表 第 1 种 竹子 的 相 空间 各 标 ,而 用 “(2)” 代表 
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\ 
第 ) 种 粒子 的 相 空 间 坐 标 . 但 当 i==j 时 ,1 关 2, 它 代表 同一 种 粒子 
分 布 函 数 的 不 同 相 空间 坐标 点 . 
2. 强 激光 场 近 似 
令 U. 为 电子 在 离子 库仑 场 中 的 平均 库仑 能 ,而 Wo 为 电子 在 
外 加 激光 场 中 抖动 时 的 动能 , 则 本 节 所 谓 的 强 激光 场 可 定义 成 满 
是 


U. 
W, 


时 的 激光 场 . 按 定义 ,有 
4 1/3 


3 nl se? 一 3. 7 X 10- 1272243 (g 。 cm’/s’), 


U. 于 ~| 冬 


W, = pL = 3.0 X10 "TR (g + cm?/s’). 


其 中 nz 是 以 102 cm ;为 单位 的 电子 密度 ， Tis 是 以 10* W/cm’ 为 
单位 的 激光 强度 ,4 是 以 pm 为 单位 的 激光 波长 . 而 电子 的 抖动 速 
度 定义 为 


ek, 
vo 一 。 
mw 
于 是 有 
1/3 
Vs AX 1. 25 2 


从 上 式 可 以 看 出 , 当 I 之 10* W/cm 时 ,上 述 比 值 就 是 一 个 小 参 
量 . 可 以 用 它 将 运动 方程 作 展开 ,这 时 eEo 是 零 阶 量 , 而 刀 是 一 阶 
小 量 . 令 
fi=fr? +fe, Po 一 Pi + Py. 

其 中 /f?, PY? 是 零 阶 量 ,只 受 激光 场 的 影响 ;而 /人 Y,PP 是 一 阶 量 ， 
受 库 仑 场 的 影响 (因而 产生 “碰撞 ?现象 ). 另外 从 时 间 尺 度 来 看 ， 
fr”,P; 是 时 间 快 变量 (ccexp[ 一 inwotj],n 二 1,2,… ;wo 是 激光 频 
率 ); 而 f8",P? 则 是 以 碰撞 时 间 (z.) 为 特征 变化 时 间 的 慢 变 量 ， 
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/ 
3. BBGKY 头 两 个 方程 的 小 参量 展开 | 
按 上 面 规定 的 量 级 , 零 阶 ( 快 变 ) 分 布 函数 的 运 三 动 方程 为 
af" af af™ | 
3 十 0 十 到 尼 ， 己 。 六 一 0， (18.134) 
其 中 激光 场 为 
El(r,t) 一 玖 ocos(K。r 一 wo 1). (18. 135) 
上 述 方程 有 严格 解 中 
fr,v ,tt) =f (0), (18. 136) 


4 =v— 2E,| cos[ko » Cr — v(t — 7)) — wot' dr. 


(18. 137) 
册 在 非 相 对 论 的 抖动 速度 下 (CT<<107 W/cm’)， 可 以 近似 地 令 
… v /wo~v/c&1, 则 近似 有 


& = vosin(ko 。r — wot), (18.138) 
其 中 
vo 二 qbE, ， 
mwo 


吝 和 严格 从 牛 上 方程 束 出 的 抖动 速度 vo 二 一 gEo/mwo。 只 差 一 个 
人 负 号 . 


关联 函数 满足 的 零 阶 方程 是 
3P7 3 alpo IF 3 F, 3 
-3 Vi Br tvs * By P+ 全 .+ 红 . 吉 Pr?”=0 
: / (18. 139) 
其 严格 解 是 
Pp 一 广 (za (z2 ). (18. 140) 
时 间 慢 变 的 分 布 函数 满足 的 一 阶 方程 为 
(ce) 9 (Cc) (ec) 
A 十 vi。 一 E4 | ， (18. 141) 


其 中 
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arou li ] 8 Of;j po __ 93.0w). 
| | 圭一 27 | SPs (1 ,2)dp 5 了 (zl 


(18. 142) 

而 碰撞 流 定 义 成 
Ji:(v1) 三 一 DD "| BuPP 1, ,2)dy,， 
其 中 含有 P9 , 它 所 涉及 的 一 阶 ( 慢 变 ) 运 动 方程 (方程 (18. 133) 减 


去 (18. 139) 后 剩余 部 分 ) 比 较 复杂 ,其 中 方程 的 右边 含有 两 类 非 线 


性 项 ,下 面 来 作 细 致 分 析 . 
第 一 类 非 线 性 项 ((18. 133) 式 最 后 的 两 项 ) 


(18. 143) 


O / 
3 . ja As Ea i(2 ,3) 
. Cc) 
oaf®™ ay (0) of -| d fu po (2 ,3) 
~ av “Ja Ei (2,3) TT Baw /ar 


| 
十 写 Ja Bp SPY 2,3) + Bh * Jd By: PY 


其 中 第 四 项 明显 为 时 间 慢 变量 ;而 前 三 项 由 于 同时 含有 时 间 快 变 
与 慢 变 因子 ,所 以 要 进一步 讨论 ,以 将 慢 变量 分 辨 出 来 . 先 看 第 一 
项 ,由 于 积分 号 外 的 因子 已 经 是 慢 变 量 , 故 要 求 从 积分 内 挑 出 时 间 
慢 变 量 


EB Catk PY (2,3)). = 一 |an Bf 2 9) 
其 中 (…)。 表示 对 时 间 、 空 间作 慢 变 平均 . 由 于 平均 后 此 量 和 


(ko* ;一 wot) 无 关 , 故 可 移出 积分 号 ， 
jau 2 PY (2,3)), 


at 
-一 (CH 3)).| des Bp 


二 0， 


=— (Fo (2) f° 3))pu ri 一 rs |) |, 


3 一 一 co 
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同样 ,第 一 项 中 的 慢 变 量 也 为 零 ， 


9O (0) . 
Ja Es of P» (2,3)). 


Ov 
3 大 jo) at _ 
一 (dP? a He = 


所 以 这 个 非 线性 项 只 剩 下 二 项 ， 
ao af® 
| | 9 U1 > + U1 

三 Ea | |au 2p (2,3), 


其 中 […]j. 是 指 […] 中 的 慢 慢 变 部 分 
第 二 类 非 线性 项 ((18. 133) 右 边 的 头 一 项 ) 


3 
| jan SP (2,3) 


和、 


oof; 3 af® _ 
f; 去 一 (0) (9) ) 
9 Do = 0 十 方 Ovi 下 9 V1 
一 (0) | (ce) afi” 
人 | + 训 半 
af® Ee 
(0) Cc) i 
+ + [| 


其 中 第 一 项 最 大 ,是 零 阶 项 ; 它 是 由 两 个 快 变 项 镁 合成 的 覃 变 基 ， 
曾 被 Yu. 工 . Klimontovichy 讨论 过 ( 见 参 考 文献 [16],178 一 181 
页 ). 第 二 项 最 小 ， 为 二 阶 小 量 ; 它 对 应 必 于 经 典 ( 无 外 场 ) 的 Balescu- 
Lenard 碰撞 积分 的 源 项 co 而 第 三 .四 项 则 是 一 一 阶 小 量 ,这 两 项 以 
前 尚 无 人 讨论 过 ， ;但 在 目前 情况 下 它们 仍 比 经 典 项 强 , 故 也 应 作 一 
估算 . 

综 上 所 述 , 电 可 以 最 后 写 出 PH 满足 的 运动 方程 


ap® - D 
1 © . (ce) 
Ot | U1 3 十 UV, 3 | P, 


一 各 
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-4[24| , | Op co) 

7) O ml c Din dp 3r 7 (1,3) 

OF | | 站 af® f® af® 
mi; Ovi mj; Ov, 


(0) ) (0) (0) 
fr of®” 到 


72; Ovi m2; Ov, 


C 


-| 
U1 Jc VU, J 


LA ]。 De [万 af” 


m2; O VU! m2; Ov, 


= (Far 十 不 十 巨人 + F?), (18. 144) 


其 中 
Ce c¢) c) ¢) 
ap fo of 


1 mi Oil mj Ov, 


C0) (0) , (0) O (0) 
_ Fy = - 2 | 一 这 2 | ， (18.146) 


Mm; Ovi m; Ov, 
F®® -| 加 | ， 
Ov c 9 v, C 


《0) 。 9O (Cc) (0) 。 D 人 k) 
一 [fo 148) 
7 7I2; Ovi 7m; Ov, 


4. 源 项 Fu 中 的 时 间 慢 变 部 分 
源 项 中 除了 到! 是 完全 由 (未 知 的 )f 中 构成 的 慢 变 量 外 ,其 他 
三 项 都 是 由 (已 知 的 ) 快 变量 的 时 间 、 空 间 ( 对 慢 变 尺 度 ) 平 均 而 得 
到 的 慢 变量 . 在 本 书 中 ,为 了 便于 和 已 有 工作 做 比较 ,也 采取 ja) 
的 函数 形式 为 麦克 斯 韦 分 布 ， 
1 


f® (2) =C,f Mm (1 )=Con; T3/2713 eXP 
it 


其 中 CC 是 归 一 因子 ,7 一 2Tj/m; 是 热 速度 , 而 


Us 一 上 十 ozsin0， 0 二 0Or,t) = ko er — wot. 


， (18. 145) 


(18.147) 
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/ 


上 式 中 的 0 是 时 、 空 依赖 的 快 变 参量 ,而 vo 二 qjEo/mjwo. 
下 面 来 给 出 Fi ,m= 二 1,2,3 中 慢 变量 ( 即 不 全 9(r,z) 的 量 ) 的 
具体 表达 式 . 
(1) Lf"™ (wv )]。 


因为 
2 
汉 -一 ‘vz 十 waasin -一 一 x 十 D， 十 azSinl 一 pcos20， 
v0 Un 
其 中 
zr 二 过 0 = 02 V0 lw 
2 vx” 2 v2 9 2 2 v2 9 
所 以 有 


万 ”(2) 一 CC, M (vi)exp[— b, 一 gssing 十 pcos20 | ， 
其 中 fm(v?) 是 j 种 粒子 的 麦克 斯 韦 分 布 . 而 含 90(r,t) 的 时 、 空 快 
变 部 分 ,利用 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 (L.(z)} 的 展开 式 可 写成 


exp[ 一 azsinb 十 bacos20] 一 D3 i"I, (a,)1,.(5,)exp[lilnt 2m)0]. 


nysm= 一 CO 


上 式 中 包括 了 从 零 频 (时 、 空 无 关 ) 到 所 有 高 阶 谱 波 (时 、 空 快速 变 
化 ) 的 成 分 ,只 有 n= 一 2m 的 分 量 ( 即 零 频 分 量 ) 才 是 我 们 需要 的 
时 、 空 慢 变量 .所 以 有 


[Fo (2)]。 = Csf mV?)exp(— 6b2) 2) (一 1)"Tan Ca2)T, Cb). 
土 式 还 没有 归 一 化 ,如 果 要 求 
|Ce]av， 一 1， (18. 150) 


则 将 前 一 式 代 入 上 式 ,直接 积分 会 发 现 C, 二 exp (25;). 于 是 最 后 可 
得 归 一 化 后 的 
[f° (C2) ]. = fm Cv!)exp lb,) 


X Y， (一 1)"I2 (az)L (bz)， (18.151) 


n= 二 一 00 


18.7 强 激光 在 等 离子 体 中 的 碰撞 吸收 频率 691 
[f°01) |]. =fm(v’)exp(b) 


X 2) ~ 1)"(ad)l(b). (18.152) 


N= 一 OO 


[ao 


C 


利用 
0 一 一 2 (Go2) ， 
有 
A 一 (v2)en [viexp(— aising 十 bcos20) 


十 vosinGexp (一 aisin0 十 bicos20) ]. 
同样 ,在 用 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 作 展开 ,并 选取 零 频 慢 变量 后 ,可 得 


| y 
| 一 一 夸 iM (VV? ) > ， 《一 1)"Lvilz, Cai) 


Uit 九 一 一 Ce 
一 wo (ai)]IL (Ci)， (18. 153) 
of (2) 2 2 
Ere 一 一 v2 MCV) 2 (— 1)"[v,1,, (a,) 
一 vosl, (a2) 1, Cb,). (18. 154) 


(3) | re | 
此 项 的 慢 变 部 分 可 以 有 两 种 形式 : 


G) 由 [7o]. 及 | 芝 。 | 两 个 慢 变量 简单 相 乘 而 构成 的 


[Ff] [2 | | 


(0) ao 
这 时 ,[/j. 与 | 号 =] 仍然 是 两 个 独立 的 函数 , 故 完全 可 以 


套用 从 BBGKY 六 两 个 方程 组 导出 Balescu-Lenard 方程 时 同样 的 
求解 过 程 ( 见 参考 文献 [21]，82 页 ). 即 可 以 将 
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D1 0 of ‘0) (wz ) 上 0 of MM 
Fy 区 [大 "oo Ov, | li Cv) EE | 
(18.155) 
直接 代入 碰撞 流 的 最 后 表达 式 


J = 一 Mi 2 中 2 ,V2) 。 Fr dv,. 
根据 前 面 已 经 给 出 的 每 项 表达 式 ,可 以 直接 得 出 
太一 一 my MV)f mV’)exp bd (vi,v ,V0 V0), (18.156) 


oe - nee, xolz, a) Ln Ca) | 
. l 72) 天 
X Tb) Tn bs), (18. 157) 


其 中 & 一 Q1 十 as， ,0 一 0 十 02. 
Gi) 由 Fo 和 红 一 先 相 乘 ,后 取 零 频 部 分 . 结果 是 


9 人 ) 
fo cw i | 


一 一 号 MO) fm (vi)e’ y， 《一 1)” [vl, Ca) vosl;, I, (b). 


Ux n= 二 一 00 
(18.158) 
而 相应 的 源 项 为 
FY 一 一 各 MvI)f mv )e’d, (ol ?2 Vol ,U02) ， (18. 159) 
/ 1 ~ Miv 
dy "|[ [x — Px)lna) (18.160) 


exo | 网 (6). (18. 161) 


sce nce spire emi epee ren 


poi ee 


pop 
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18.7.3 碰撞 流 和 激光 碰撞 吸收 闫 率 的 定义 趟 


1.， Balescu-Lenard 型 的 磁 挤 流 
这 里 采用 Dupree 的 从 BBGKY 头 两 个 方程 导出 Balescu- 


Lenard 方程 的 方法 ,给 出 来 自 经 典 (Balescu-Lenard) 源 项 和 激 


光 场 源 项 的 碰撞 流 
J =m: Dn] Qo so) (FL + FD )dvw,, (18. 162) 
垃 dk1 kik 2gig 天 
ed 一 站 | 
(18. 163) 
其 中 
一 一 _ ki ® of /Dm 
D(1) = D(w ,Ki) = 1 十 之 /办 ， XxX; 一 各 wo kod 


对 于 经 典 情况 , 取 f;= ws, 若 在 对 Ai kmax = 1 /rmin 
一 AsT /ai ,并 忽略 波 - 粒 子 间 的 相互 作用 , 则 有 


去 2xg: gi 2 一 gg A 
Qs 一 nr 8 nh | 外 | 
__D gp tw A 
2n; DOD m? ; 


其 中 g== |vi 一 vs | 是 相对 速度 . 将 上 式 代 入 积分 ,就 得 出 Balescu- 
Lenard (方程 对 应 的 ) 流 


BL _ B-L 
7 中 一双 3 Todo, as Ee Ftdvw,. 


对 于 有 外 激光 场 的 情况 ,可 取 f;(v,) 二 [f;(ws)j.; 在 和 前 面相 同 的 
近似 下 所 得 的 结果 ， 除了 将 经 典 的 A 改换 成 激光 场 中 的 人 外 ,和 
上 式 相 同 .而 

7 


1 十 二 一 一 一 一 (18. 164) 


工 ln 
72 (1 十 2 ) 


lInA。 = 
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其 中 zw 二 voe/va 是 电子 的 拌 动 速度 与 其 热 速 度 之 比 . 当 激光 场 ( 因 
而 ze) 趋 于 零 时 ,jn4o~ln4s; 而 在 另 一 个 极限 (zu 六 1) 下 ,ln4<=-: 
ln4. 一 lnzo. 在 本 文 讨 论 的 激光 强度 范围 中 (10” W/cm <<7 
一 107W/em2) ,0.03<ze<3, 所 以 os4， 
2 激光 碰撞 吸收 频率 ， 的 定义 

在 空间 均匀 的 等 离子 体 中 ,一 阶 慢 变 的 Fe 满足 的 动 理学 方 
程 (18. 141) 一 (18. 142) 式 可 简化 成 

ao (v1) 3 


En 一 一 do; ° J;(v1). 
其 二 阶 矩 为 
De (Km ) 9 
| rem En : di = | mi az 。 Ji(v1) dvi, 
d 1 to 
了 2 一 -一 二 nz viJ;(v1) ] oo 


一 |20 ° JiCv) do] 


一 nme | J,(v )du . 


上 式 中 的 8。 就 是 电子 因 碰 撞 而 得 到 的 动能 . 
”” 另 一 方面 ,激光 场 因 逆 思 致 辐射 (碰撞 ?而 阻尼 . 设 其 能 量 的 阻 
尼 率 为 v, 则 有 

FE’? 


E(t) = G0)exp(—Y), £(0) = gr? 


其 中 2(0) 是 激光 的 初始 能 量 . 相应 的 第 位 时 间 内 激光 能 量 的 被 吸 
收 率 是 


= — y@ (+). 


由 于 在 单位 时 间 内 激光 失去 的 能 量 就 是 单位 时 间 内 电子 得 到 的 能 


量 , 所 以 有 
d@.: 
dr 


ve (+ 


yo ww opera eo 
CO Re ee: ee PR ER wy ST m 
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由 此 可 最 后 后 得 到 激光 能 量 的 等 效 碰撞 吸收 频率 


8TNn ne 
E: | J:(v )dm ， 


上 式 在 激光 场 Eo->0 时 不 适用 . 但 在 本 文 讨论 的 激光 强度 范围 内 
(1013 W/cm2<7T<107 W/cm’) ,上 式 是 合适 的 ， 

当 激光 场 Eo 关 0 时 ,还 可 以 从 激光 的 碰撞 吸收 频率 v 转换 成 
等 效 的 电子 -离子 碰撞 频率 "22 


唾 


(18. 165) 


yy 二 


v. (18. 166) 


Jei 一 


18.7.4 Fi 对 应 的 激光 碰撞 吸收 频率 ， 


1. 出 发 公式 
将 
DD 入 _9g_ (1) 
一 22 rd: Bog 5， 
FY 一 一 二 M (v1)f mv?)esd,,, 


代入 (18.165) 式 ,可 得 


vy 一 | “Coi)dvl 
0 
一 es | | 8g 
了 d i )1d 。 。d,;, 
FEF? 2 tj vifia v1) vsf M (vz) Vl avi9 UI J 
其 中 
Og a 2 
V1 @ dvi9 v, . d;; -一 Ul By @ di = 一 V1 g Eu @ di 
所 以 有 


| = 。 .Col)dvi = 2 DT do fmt) dvs fmol) en ”di 
在 进行 积分 前 , 先 要 化 简 Cv * d;;: 
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eu 。 di 一 6 。 六 Y， 《一 1)"t™[ Cx TT rijX2) 1 Cai)TI Ca,) 


n= 一 OO 


一 (CxolI (ai)TI (as) 
一 roxola Ca lon (a2)) J (601) 1 C02,) 


一 二 > (一 Drir[Ce — rorscosb To (a) Ton Cas) 


一 (zoicosguI， (ali)I (Cas) 
一 rij(xocosOnTzn an) I, (as))]I (CD)TI (CO2)，. 
其 中 ji 一 eu ”ev， , 而 lo 一 ev ° ev 一 lo (Xol ,X02 都 在 Eo 方 同 ). 为 了 
能 解析 地 完成 两 重 积 分 ,只 计算 电子 -离子 间 的 碰撞 (电子 -电子 间 
碰撞 因为 同时 存在 上 面 的 两 个 夹 角 , 无 论 取 什么 样 的 坐标 系 都 难 
以 解析 地 完成 二 重 积 分 ). 令 i 二 e (电子 ) ,7 一 p (离子 ， 例如 为 简单 
取 成 质子 ) , 则 


Wop eE, 1711p Voe eE, /mo。 
X02 一 一 了 ， ol 一” 一 了 》 
Upt 1IZpC)0 P Uer Mewo e 


Zoz /mel 
> zo NN mT, 人 1， 
故 可 以 在 下 面 的 计算 中 取 X02~0. 于 是 有 
> 一 2X2T02COSOo0» ~ 0， b, 一 pe ~ 0， (18. 167) 
、 1 (m=0) 9 
并 且 因 为 I.C0) 一 | 在 对 mm 的 求 和 中 只 剩 下 mm 一 0 的 
. 0 (m0) 9 


项 . ii ,有 
Eu。 di -二 3 (— 1)" [zi 一 ranieosbi) len) 


一 zocosOol,, (Ca) J], (61). (18. 168) 
其 中 已 没有 了 bo , 故 可 以 取 以 wi 为 对 称 轴 的 球 坐 标 来 进行 积分 . 
2. 完成 积分 |do2… 和 |do… 
利用 (18. 168) 式 ， 
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az (vz) se dd, 


-大 5 (— DL, CG) | drorie 
TN Wetn 一 一 co 


x | Cl (a) 一 ZzoicosOol,, Ga)) dos > 


sin0', 


Tepl,, (ai ) zs 


. cos0', 
x [assing 5 | 


上 述 积 分 可 以 解析 完成 ,最 后 得 
dose = Cv ° di 
8 


2 CO 
二 一 一 一 一 一 (一 1)"1,(01) 
A DZ 
< 7 太一 1 了 2 ;| Ta Ca er zw) 
1 
十 亲 六 Do(eDe 全 十 Fzol,, (a1)e™ kcosOo 
一 人 yn ICaoerft(zioeosb | 
其 中 
加 7 /fmole /ap /me Te 
Xie = Mzxi, M = me To ~ me rep 一 m, T,? 
而 误差 函数 
erf (x) 一 -到 | em 一 y’)dy. 
在 接 下 来 对 |dw 的 积分 时 ， 首先 将 求 和 作 一 改变 
一 | (n 一 0) 9 
Sy 一 3 Dj 9 En -一 
A 二 二 oo n=0 2 (n= 1,2,.…). 
于 是 z 
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do fm (v1) "| dv,f Mm (vw;) Se ” d;; 


_ ye (一 1)], G1) | ziexp(— zx?) dz 


mon 和 
VT|l1 re 
x (| IM MM |erf Cdz) 
1 rep 1 
十 6 1 ze exp 一 Zi ) | [czzmzicosboDsingndbu 
方 zonexp( 一 Zle) 一 7 ym srfce | 
1 


> < | 2 (2To1T1 cosbo)cosbgusingndgu | ， 


其 中 
jz (2ZolZicoslbui ) sin00d0o = 一 


〈 一 1 (2zozi) ， 


Xo1X1. 
/ 。 
地 (2x01T1CcOsSOo01)cosOo0osin0odOo 


一 一 IC2zozi) 一 1 (一 1)*Tanratri 27xo071). 


过 01 二 1 Xt 


考虑 到 M1, 可 在 对 zi 积分 中 取 erf(Mzi) 一 1, 则 积分 可 以 解析 
求 出 


| dv foro) vi |dvs fm (v2) en ” Qi 


~ 4 ~ 一 n 工 ] —6 加 天 
~ ron 2 1) LO 1 8 Mie 1 > (一 1) 
x[( 一 22 一 2k) Tratl (Bb1) 一 2 (Tratl (01) 


— i141(6))] — 7 Te "Cl, yb1) — Trya(b1)] 


16 M 
一 六 je DC DLL /M®) 
k=0 
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n 


入 工 ao | 


hn(b/M)] — Ye CHM 


2M: 
+ G/M — C6/M)) |}. (18. 169) 


3， 激光 吸收 频率 ”和 电子 -离子 碰撞 频率 ve 
在 只 考虑 电子 -离子 碰撞 时 ,激光 的 被 吸收 频率 (速率 ) 可 写作 


= Eneme2eh Ts | do fanCw?) | do fom (vw;) se ” de 


pe Lpe ‘Uet | VUet 


2 3 
T neAp 


2 
InAoe’ |dvfo i Se “ dp 


Uge 


2 
Wpe 4 wpe M 让 me De (— 1) "TI (oa ) 


Wo TT neApe Toe 
,< (三 8 六 ey) (一 1)*[ (1 一 2n 一 2k) Terl Cb1) 
Qe k=0 
-一 221 (Ditati (01) TT Lt (51)) | 
~ 1] 2 
一 je Te [T1201) 一 Ltrs (51)] 一 3 Me bu/ 
X DC— Dalb/M’) 一 lateri(b1/M?’)] 
k=0 
_ yy ec | 7 一 la], (b1/M’) 


二 名 (G/M — (6M))]) (18. 170) 


其 中 ln4o 由 (18. 164) 式 给 出 . 利用 (18. 166) 式 ,从 上 式 还 可 以 瑟 


出 等 效 的 电子 -离子 碰撞 频率 
Yo 和 4 M nh 


H (xoe). (18. 171) 


Wpe ne neAs. Xi 
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而 歹 (zo) 就 是 前 式 中 的 
H(zxo) = er De — 1)"T,0)(…). 


九 一 0 


另 一 方面 ,如 果 在 (18. 168) 中 令 zo(E,) 一 0, 则 可 得 不 考虑 激光 影 
响 时 (经 典 情形 ) 的 | 


(c) __ 1 
ev . de 一 ve (Xi -一 7epZzcOSLUi > ) 


经 过 同样 的 计算 ,可 得 经 典 的 (电子 在 和 离子 碰撞 时 电子- 离子 磁 
撞 频 率 


(18. 172) 


(Cc) 
Vep_ 
Wpe 


1 lnA. 


3 . 
neAp. Xi 


1 
元 7 (18. 173) 


结果 ,考虑 了 强 激光 电场 对 碰撞 算 子 影响 后 的 电子 -离子 碰撞 频率 
yep 与 其 经 典 值 必 : 之 比 为 : 
4M 

IO Vx Mn 
上 式 可 以 容易 地 作 数 值 计算 , 下 面 的 图 18. 6 是 用 软件 
Mathematica 得 到 的 . 同时 还 给 出 了 实验 上 总 结 出 的 吸收 效率 ( 它 
正比 于 激光 的 吸收 频率 v) 随 光 强 (Icc xi) 的 变化 行为 ns1( 图 
18.7) ,以 及 DO 模型 0"1 的 计算 结果 (图 18. 8). 


H(zo). (18.174) 


图 18.6 电子 -离子 碰撞 频率 随 激光 
电场 幅度 的 变化 
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光 吸 收 率 /(%) 


1017 1018 


1013 1014 1015 1016 
1JM2 /1(Wehm2.cm 2 


图 18.7 激光 吸收 效率 随 激 光 


强度 变化 的 实验 图 

10-1 

1073 

了 
1075 
1000 or 1 四 100 
Vo/ Vp 
图 18.8 DO 模型 下 的 激光 吸收 效率 随 激光 

电场 幅度 的 变化 


可 以 看 出 ,本 节 结 果 在 光 强 较 小 时 (1 二 3X10* W/em2ize< 
0. 05) 和 DO 模型 相同 (都 等 于 经 典 的 激光 吸收 频率 ve ). 但 当 光 
强 增 大 后 (7>>105 W/cm2;zo 二 0.3) ,本 节 结 果 的 吸收 频率 开始 明 
显 下 降 、 在 T<*3X10! W/cm?(zwe~1.7) 处 达到 极 小 ,然后 随 光 强 
迅速 上 升 (在 T=z7X108 W/cm2;zuxs2.5 处 这 个 比值 达到 6. 2). 


”这 以 后 相对 论 效应 将 出 现 , 超 出 了 本 节 的 讨论 范围 .这 种 变化 趋势 


和 实验 相符 ,而 DO 模型 则 要 在 7 六 108 W/cm’ (zxw 记 1) 后 才 开 始 
迅速 下 降 , 而 且 没 有 减缓 的 趋势 . 
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以 前 ,通常 把 实验 室 观 察 到 的 吸收 效率 在 7 六 105 W/cm? 时 
的 增 大 ,归于 等 离子 体 中 的 反常 ( 非 碰撞 ,例如 波 -粒子 相互 作用 ) 
吸收 机 制 .但 从 本 节 的 结果 来 看 ,考虑 了 激光 光 场 影响 的 碰撞 (也 
即 逆 币 臻 辐射) 吸收 仍 能 (至 少 ) 部 分 地 解释 实验 结果 . 把 本 节 结 果 
推广 到 相对 论 情 况 , 则 能 讨论 光 强 7 之 107 W/cm’ 范围 的 激光 吸 
收 行为 . - 
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附录 A 磁 流 体 的 边界 和 连接 条 件 


在 磁 流 体 中 所 遇 到 的 边界 和 连接 条 件 有 以 下 四 种 : 磁 流 体 - 
真空 ,真空 -导体 党 , 磁 流 体 - 磁 流体 及 磁 流体 -导体 壳 . 


A.1 磁 流 体 - 真 空 


图 A.1 和 和 A. 2 表示 在 磁 流 体 和 真空 交界 面 的 上 、 下 所 作 的 小 
np—n 体积 元 和 小 面积 元 积分 . 其 中 , n 表示 


~ 在 界面 上 某 点 处 ,从 磁 流 体 中 看 出 去 
一 一 一 | ws 。 时 的 界面 法 线 方向 ;im 则 是 此 处 界面 


di 的 切面 和 纸 面 的 交 线 ;这 m,n 和 纸 面 
8 和 的 法 线 方向 构成 一 个 直角 坐标 系 . 下 


my =n 面 将 用 符号 [… ] 表示 某 个 物理 量 在 
图 A.1 磁 流体 -真空 边界 上 的 边界 两 边 的 差 值 (也 即 此 量 的 跳跃 ). 下 
体积 元 面 先 写 出 各 连接 条 件 , 再 给 出 其 证 明 . 


(i)n[B] 二 0 (来 自 V。，B==0, 见 图 A.1). 

对 VY。B=0 作 如 图 小 (无 限 扁 ) 体 积 元 的 积分 ,然后 利用 高 斯 
定理 , 即 可 证 . 

GnxEBI=u » 


(来 自 Vx B= 二 J, 见 图 | Ouio 
A. 2). do ™ a 


在 界面 上 某 点 的 法 线 
”和 切线 所 组 成 的 平面 内 ， 
作 一 个 跨 界线 的 矩形 小 (无 限 扁 ) 面 元 do ,进行 如 下 运算 . 


图 A.2 磁 流 体 -真空 边界 上 的 面积 元 
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jae .vx B —x|do .7， 


qdl .用 =x|7. do = pl,, 
mB—m-.B=ul., 
其 中 I, 代表 经 过 小 面 元 do 的 界面 电流 ,B 则 是 在 真空 中 的 磁场 
入, 以 区 别 于 在 有 流体 中 的 磁场 信 最 后 可 得 
“。 [有 1] 一 Ap >nx [BI1 一 AM 
(iii) n。 Bp ~n*， Bl|.=0. 
当 天 0 时 ,因为 dc 一 0, 故 必须 有 .J. 一 so， 这 时 为 了 使 界面 上 
的 洛 伦 兹 力 不 会 为 无 穷 大 ,就 要 求 J B, 这 就 是 n 0. 这 个 
条 件 的 成 立 ,使 得 条 件 (i) 目 动 成 立 . 
(iv) 〖P 十 B/2y] 二 0 (平衡 方程 在 界面 处 的 结果 ). 
(v)nx [EI1=n* [lw]B. 
在 理想 磁 流 体 中 有 
E+ux B=0, 
所 以 有 
nxXE+nx (ux B)=0, 
nXE+ nn. Bu— (nu)B =0. 
由 于 界面 就 是 磁 面 , 故 在 界面 上 有 BlLn, 即 n。B==0. 于 是 在 界面 
的 磁 流 体 一 侧 有 
nxXE= (nn. wpB. 
另 一 方面 ,在 真空 中 E,=0,u, 二 0. 故 上 式 也 可 以 表示 成 
nx (EE)= (0n.(— wu))B. 
这 就 是 上 面 给 出 的 条 件 (v). 


A.2 真空 -导体 壳 


在 真空 中 不 为 零 的 物理 量 只 有 磁场 各. 另 一 方面 ,在 导电 壳 中 
E,u 也 都 为 零 ,其 中 的 磁场 只 有 切 向 分 量 而 法 向 分 量 为 零 ( 磁 场 不 
能 穿 入 理想 导体 ). 故 有 边界 条 件 ， 
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(i) n°» B=n* B|wa=0. 
(1)nX [BI]=.. 、 
其 中 下 标 wall 表示 导体 壳 边 界 , 是 导体 壳 内 表面 上 的 面 电 流 . 


A.3 磁 流 体 - 磁 流 体 


设 两 边 的 磁 流 体 分 别 标 以 “1” 和 “2”, 则 可 以 用 在 “ 磁 流 体 - 真 
空 ”( 见 A.1) 中 相同 的 方法 给 出 以 下 连接 条 件 : 
11。 及 ;一 1。 甩 ,一 0， 
nx [BI1 = yl,, 
[P+ B/2u]y = 0, 
nx[EJ-= 0， 
ne [wu] 一 0. 
其 中 第 四 个 条 件 的 证 明 如 下 : 对 VxE= 一 38B/3t, 作 面积 分 


|ac…, 这 时 方程 的 左面 就 是 nX〖E] ;而 在 dc~0 时 右面 为 零 
(38/at 总 是 取 有 限 值 ). 


A.4 磁 流 体 - 导 电 壳 


这 时 边 条 件 很 明显 为 ; 
(1) n°* B=n* Blw=0. 
(ii) nXE=0. 


(iii) n°* uu=0. 
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当 存 在 小 扰动 位 移 上 时 ,一 个 曲面 的 面积 元 法 线 方向 于 会 偏 
离 平 衡 时 的 方 mw, 其 偏差 记 为 m1. 本 附录 就 是 要 将 ni 用 平衡 时 的 
no 和 位 移 表示 出 来 . 

一 个 扰动 后 的 曲面 元 可 写成 确定 它 
的 二 个 空间 线 元 的 直 乘 

ds 一 dr Xx dr'. 
由 定义 


r 一 ro 十， 
可 得 扰动 后 的 线 元 为 (如 图 B. 1) 
dr = dro 十 dro。. VE. 
由 此 可 以 得 出 扰动 后 的 面 元 为 
dS 一 (dr 十 dr VE) X (dr 十 dr * VE) 
=dr, Xx dr' 十 (dro. VE) Xx dr 十 dro X (dr。 .Veé) 
=dS。— [(dro X dro) XVIxE. 
上 式 的 最 后 一 步 可 以 用 分 量 展开 的 方法 直接 验证 . 另 一 方面 , 面 元 
的 法 向 方向 定义 为 
dS =ndS = (no 二 ni)LdSo 十 (8d9o) 
nodSo 十 no(6dS,) 十 ni1dSo， 
dS 一 dS, =no(6dS,0) 十 nidSo 
一 一 [ds x (V Xx ©)]. (B. 1) 
利用 no* no 二 1， no*， nt1 二 0, 对 上 式 同 时 点 乘 no 后 可 得 
(6dS0) =— no * [no X (VX jdSo. 


图 B.1 dr 示意 图 
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这 样 ,由 (B. 1) 式 并 利用 上 式 可 得 
nidSo 一 一 10o(38dS) — [no X (VX © jdS, 
=nono * [no X (VX ©jJdSo — [no xX (VX 6 jdso， 
11 一 一 [no X (VX j++nno [no X (VX J. , 
其 中 右面 第 一 项 可 进一步 化 成 
no X (VX = (VO :nO— (no* Vsé, 
而 第 二 项 则 可 化 为 
‘Rono * [no X (VX = nn [L(VO :no — (no* WE. 
上 式 的 最 后 一 项 又 可 写作 
nono * (no * WE = noNo* WE 一 (Ro* Vé)no. 
把 上 面 几 项 代入 前 面 ni 的 表达 式 , 得 (参考 图 B. 2) 
Nl 一 一 (VEé) :no 十 Noto。 (VE) :no 一 (1zo。 V)(6 一 6.10). 
其 中 最 后 一 项 是 二 阶 小 量 , 故 在 准 到 一 阶 小 量 时 ,法 线 的 扰动 就 可 
写成 
ni =— (VE) :no 十 zolo。(VE5)。1zo. .(B. 2) 


图 B.2 5 示意 图 


附录 C ”5W2 的 推导 


SW -二 [ar 1B 一 ,x 
- 0 


2 
十 7YP, | Vy. 上 | + pl EB BE,* VPo/B? 


一 2(€ VP) EL | (C. 1) 


这 个 表达 式 是 由 Furth et al. (Culham IAEA Conf.,1(1965) 
103 ) ,Greene and Johnson (Plasma Physics, 10(1968)729) 给 出 
的 , 它 的 物理 意义 很 清楚 ,在 作 进 一 步 的 具体 分 析 时 也 比较 简单 ， 
所 以 常 被 各 种 文献 引用 . 这 里 从 第 四 章 (4. 18) 式 (B. Bernsteinit et 
al. ,Proc. Roy. Soc. A244(1958)17) 


Ws = 去 |ar[ 志 Bl tJ EX BD) 十 7PolY El 


+ CE.VPOC .5 


出 发 ,首先 证 明 被 积 函 数 第 二 、 四 项 中 的 项 会 互相 抵消 ,只 剩 下 
5 .于 是 (4.18) 式 可 化 成 


-|ar[ lB 一 人 Ex Bo)“。 十 7YPolV el 
0 


十 妆 |Bi， | 十 7 和 X 有 8 十 (V， §) (6+ WPo|.(C.2) 


人 


具体 的 推导 过 程 如 下 : 利用 
Bi=VX (xB)=VX (XB)=B1+tB, 
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于 是 (4. 18) 式 第 一 项 可 直接 写成 
1B 一 81 + 1B |; (C. 3) 


而 (4. 18) 式 第 二 项 化 为 
Jo.: EXB,=J,: 日 人 + XB 


é 
=B.7 “Bo X Bi 十 Jo (6 x B), 


其 中 右面 第 一 项 (利用 平衡 方程 ) 又 可 进一步 写 


了 


五 (Cj X B,) “ Bi 


= 竺 VP [Vx (€ x B,)] 


— 基 V: FE x Bs) x VP,] 


_ V. [BCVP, :© 一 5CVP, .Bo)] 


(由 B。。VP。, = 二 0)= 一 | 二 BB (€ » WP,o. 
这 项 和 被 积 函数 的 第 四 项 展开 式 
(V … (CC VP 一 V， [EB 十 本 | (6 » WP, 


中 的 第 一 项 正好 相 消 ,这 些 相 消 的 项 都 是 含 6 的 项 . 结果 被 积 函 
数 的 第 二 、 四 项 之 和 为 
Jo 。 (6 Xx Bi)++ (V61)E€ :WP | 

一 J1， (EIXB)+J:. (ExB)+V: 61) (6 °° DP 


J 
一 BBo . (5 Xx B) 十 (5 xX B) 十 (V*: €1)(€ .VP 


J 
一 BB X61):.B++Ji* (ExB)+ (V6) WP 


°°B 
二 一 人 “EX B,) ® Bb 十 J |， (€1 XxX B.) 
0 


: 
| 
E 
! 


pe tri 


附录 C SWF 的 推导 711 


+ (VY*:€1)(€. WP. 
把 这 两 项 以 及 第 一 项 ( 式 (C. 3)). 一 起 代入 出 发 表达 式 (4. 18) 后 ， 
就 可 得 式 (C. 2). 其 中 的 头 三 项 已 经 和 5Ws((C.1) 式 ) 中 的 相应 项 
完全 相同 了 ,剩余 的 后 三 项 仍 要 进一步 化 过 去 . 为 了 方便 ,在 这 里 
把 式 (C. 2) 的 后 三 项 再 写 一 遍 


二 | GXB)+ OVE) GE WP 《C.4) 
其 中 第 二 项 可 以 化 成 


J 1。 (5 Xx B') 一 


一 Bb x VPo) . (Ei xB) 


bb 


—— LVP, 61). 
0 


把 它 代入 式 (C. 4) 后 可 以 次 出 式 (C. 1) 中 的 第 四 项 ( 即 两 项 之 差 的 
绝对 值 平方 项 ) ， 


2 
A BI — BE€1. VPo/Bo| 十 Bi VPo/B, 


一 pCE1°* VPo)’/Bo 二 (人 VS) WP,o, (C. 5) 
其 中 第 一 项 已 符合 要 求 , 令 上 式 第 二 、 三 、 四 项 分 别 为 1 ,I ,HH, 下 
面 先 来 化 简 第 二 项 (I ). 因为 
Biy 一 B .b=[Vx (61XB)j]:b 
一 [和 (VBo) 一 BoCV 全 ) 十 (Bo WE 61° WBo]:b 
=[(B,。. VD 一 BCV 65) 一 和 VB 
上 式 第 一 项 并 不 为 零 ,利用 
(B-. WE1*b)=0=LB:. WWE.b+[LB. Wbl:6 
=[L(B. Ve.:b+ LBEb. Wbj.6 
=[(B. WEé1].:b+Bk.é, 
于 是 有 
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Bil 一 一 Boéj*k— BolV*€) 一 各 .VB (C. 6) 
代入 工 后 得 
I 一 一 (€1°* K)(€1. VPo) — (€1. VPCV 5) 
一 (51 。 VB,DJ(65 V Po)/B,. (C.7) 
其 中 第 二 项 就 是 (一 ), 而 第 三 项 则 和 工 有 关 . 为 此 ,利用 
kVPo=Jo XB,= (VX B) xXx B,=YyY-: BB, 一 py 
Bi(b “V)D 一 BoV B= Bok 一 Bo VL Bo, 
.于 是 
Hp6 1 。 VP,。 = Bié€l: K 一 Blé€1. VBo, (C. 8) 
反 过 来 有 


(61* WBo=— phé1* VPo/Bo + Bo。 kK). 
这 样 (C. 7) 式 中 的 第 三 项 最 后 可 化 为 
一 (5 。 VB) (él: V Po)/B,o 
= jy(€1 + VPo)’/B: 一 (€). Kk)(€). VPo). 
其 中 右边 第 一 项 就 是 工 , 所 以 最 后 有 
I 二 I 十 二 一 2(€| .Kk)(€,. VP,o). 
结果 5Ws 的 后 三 项 (C. 4) 式 ,现在 变 成 了 6Ws 的 后 两 项 


2 
pl TB — BE! VP /BY — 2(€1* k)(€,. VPo), 
于 是 式 (C. 1) 得 证 . 式 (C. 1) 中 的 
2 
“| lp,, 一 BE 1 。 VPo/B; 


还 可 以 写成 (参见 J. P. Freidberg, Rev. Mod. Phys. 54(1982) 
860) 


2 B: 
= V+ 2 rk 
(C. 9) 


1 
ue 一 Bo6i。 V Po/B? 


emer ep etree ert eer 2 po gs prem 
~ - ~ 
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] 2 
A i | 一 8o6 VPo/Bo 


= 人 | V+ VB + 2pP)/BIl. (C10) 

为 证 明 (C. 9) 式 ,利用 (C. 6) 式 ， 
Bil =— Bob kK 一 BoCV 5) 一 各. VB， 

及 (C. 8) 式 ， 

uf1* VP, = Bi .5 一 BC5 WB,, 
便 直 接 可 证 . 而 再 一 次 利用 上 式 , 把 它 写 作 

k = (VuPo 十 Bo Vi Bo)/B! = VCpP。 十 Bi/2)/B: 

就 可 以 证 明 式 (C. 10). 


附录 D 5Ws 的 推导 


这 里 仍 从 第 四 章 (4. 18) 式 
WE 一 加 局 本 去 十 人 (Bi Xx Jo) + YPo|Y-: 6|? 


十 CE. ‘ VP) VY: £* )] 
出 发 ,但 经 过 一 个 中 间 的 过 渡 表 达 式 (以 下 为 简单 , 令 y=1) 


Ws = |dr[lB, : VE5 |:+ BV.6 12 十 YPolV. 5 


+ 6° (E11: VDVP 二 2CV .55 (VPo) 
十 2(V 51)5。(CVPo)]， (D. 1) 


最 后 导出 螺旋 坐标 中 最 有 用 的 势能 表达 式 ( 参 见 J.P. Freidberg， 


Rev. Mod. Phys. 54(1982)860) 
SW} —Z|drElBo + VE | + BS Ve 6+ 254° kl? 

十 YP,| V: el 二 61° (E11 .DYP, 

— 4BL|E€,. k|?]. (D. 2) 
从 过 渡 表 达 式 (D. 1) 到 (CD. 2) 的 证 明 很 简单 ,只 要 注意 到 

> Bo) . 

z VPo = 中 P。 十 和 | = B,. VB 
=Bi(b .VD 十 Bo VB) = Bok, 

其 中 已 用 了 平衡 条 件 及 B。 在 磁场 方向 b 上 均匀 的 事实 ,然后 直接 


验算 (D. 1) 式 中 的 第 二 ,五 .六 项 相 加 等 于 (D. 2) 式 中 的 第 二 项 加 
第 五 项 即 可 . 
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故 下 面 着 重 来 证 明 《D; 1). 首先 注意 到 , (4. 18) 式 和 (D. 1) 式 
中 有 一 项 YP。|V。，E€|? 是 完全 相同 的 ,因此 不 用 证 明 . 然后 先 看 
(4. 18) 式 被 积 函数 中 的 第 一 项 : 

B=VX (8 XBo) 一 (Bo VE 一 (5 VB 一 (V .ED)B。 


.一 -十 有 否 十 安 . 
其 中 用 到 了 简化 符号 ,它们 都 是 一 些 天 量 
-~ 一 (Bo 。 V)51， (D. 3) 
一 (61° WBo, DD.4) 
ZF =—— (V61)B,. DD.5) 


于 是 (4. 18) 式 中 被 积 函 数 的 第 一 项 可 以 写成 
Bl 一 .or BB ECA BP’ 
oA B.A 十 久 * 儿 * 

ZB", (D. 6) 
其 中 | : 
or。 一 |(B WE |’, (D. 7) 
这 就 是 (D. 1) 式 被 积 函 数 中 的 第 一 项 . 同 理 可 证 多 多 * 就 是 
(D. 1) 式 中 的 第 二 项 ,而 [.or .多 '* 十 多 多 * 十 (4.18) 式 被 积 函 数 
中 最 后 一 项 ] 正 是 (D.1) 式 中 的 最 后 一 项 . 下 面 是 它 的 证 明 过 程 ， 
出 . / 
of FG* =[— (Bo*: WE] L(V £7)Bo] 
=—(V* 6€7)[(B, VE Bu 
二 一 (VY。 §)LB, VE€1° Bo)] 
十 (V。 §° LB * V) Bo |é 1 
=(V: 61. [CB . VB] 
VEDE VP 
其 中 重复 出 现 的 下 标 i 表示 对 两 个 相 乘 矢量 的 诸 分 量 求 和 . 另外 
BG —[(€. DB] [Cy: 5 )B,] 
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=[(6. VB * L(V. £7)Bo6] 
=(V* 67)(61° DB/2). z 
将 上 两 式 以 及 (4. 18) 式 的 最 后 一 个 被 积 函 数 相 加 ,得 
A CGB. G+(V: 6) (E11: VPo) 
= 2(V.* €1)6€1.. VP,, (D. 8) 
这 结果 正好 是 (D. 1) 式 被 积 函 数 的 最 后 一 项 . 
接 下 来 将 证 明 : |B1|? 展开 式 (D. 6) 中 的 剩余 项 与 (4. 18) 式 
被 积 函 数 中 的 第 二 项 (5! 。(B,Xjo)) 一 起 会 组 成 (D. 1) 式 被 积 函 
数 中 的 第 四 、 五 项 . 先 来 看 z 
-or .B=[— (Bo WE L(V. €)Bo] 
一 一 (V. 5)[(B Ver]B 
一 一 (V §1)[(Bo* VE7. Bo)] 
十 (V 61)8€1LCBo* VBo] 
一 (V. €1)€1. (B,» VBo) 
一 (V .5 5 VP,; 
B* .=[(€7: WB [CV .5 D)B，] 
一 [LV)Bo]LCV §€1)B,o,] 
一 (V 61)[L(é1; VY) (B06/2)] 
=(V°* §1)(€1° VBL/2) 
= (V* 6) ‘vB, 
-oz * .B=[— (Bo V5 LE VB,] 
=— [(B .WEYLEL: WBo] 
= 一 (8 .V[61 (5 WBo] 
十 [BC(CE VBo)] 
一 一 V. [Bo(€7. (€1. Bo)] 
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+ 61° (Bo WLEL: WBo] 
=61° [(Bo* V (5 。V)Bo]. 
-eg 。 表 推导 的 最 后 一 步 用 到 于 袜 面 的 法 线 方向 和 磁 扬 方向 季 
直 , 因 而 点 乘 为 零 ， 


|arv， [Bu(6 (人 DB) 一 fs BE*. (€,: WB)=0. 


此 外 ， 
BB.B 一 [全 WB,]: [el VB 
—[(€,. VBE!. WBo 
| =61 [LCé1° VBo]: V Bo, ， 
-有 ”一 [一 (Bo VS LE WBo] 
一 一 [Bo VD 后 (8 VBo 
=— 6 [Bo Ve VBo, ， 
以 上 就 是 1B; | 展开 式 中 的 剩余 项 . 下 面 来 展开 全 ，(B1XJ。), 因 
为 
Bi x yo 王 LVX (XB)]xJ 
一 [(B， WE (GL WB (V6)B] XN z 
=[a + B+7Y]x, : 
其 中 
o Xx.Jo =[(Bo* WE XxX (VX Bo), 
(a X Jo) =enL Bo» VE I]VX Bo); ， 
=éj[L (Bo * WEéLijen VBo 
= (086, — 0:0) (Bo VE VBo 
一 [L(B。 。 VE VBu 一 [Bo 。 VELi ViBo. 
故 ， .i 
a X Jo=[L(Bo*. Vs] VBou 一 [(B VE] VB。 
一 [(B, WEL VBou 一 (3 WLS WBo] 
+ §€1:(B, * VV.Bo). 
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同样 有 
Bx J,=— [6€1.: VB jx wo 
一 一 [(56 .VB VB5ue 二 [LO VBoj VB,o, 
其 中 的 右面 第 二 项 可 以 进一步 化 为 
(5 WBo] VBo 一 (5 VLB VBo] — Bolé1* VVBo) 
一 (人 .VDVP — Buéi; VVBo 
=(€1. WDYP— £1 [LB WVYB,o]. 

应 该 注意 到 ,上 式 的 最 后 一 项 与 aXJo 化 简 后 的 最 后 一 项 绝对 值 
相同 ,而 符号 正好 相反 , 故 相 加 后 会 互助 抵消 . 而 

y x J,=— (VE)B XJ = (V61) VPe. 
最 后 把 B, XJ 的 三 项 都 加 起 来 ,并 注意 到 B。* V Bo 一 VP。o( 见 式 
(D. 2) 后 面 的 证 明 ) ,得 
Bx J =(V:E) VP + [CB WLIVBG + (6 DVPo) 

一 (Bo,*: DLE: VB — [E61 VBo VBu. 
然后 点 乘 上 5 ,得 
€7» (B! X Jo) 
一 上 (V61)VPo+ 6: [CB, We VB。 

十 51。 [LV) VP,] 

一 61* (Bo* DLEL: VBo]— 61° [CE VBo | VY Bo. 
”上 式 右 边 的 第 三 项 就 是 式 (D. 1) 中 的 第 四 项 ;通过 直接 验算 可 以 
证 明 , 上 式 中 的 第 一 项 与 下 面 两 项 之 和 正好 是 式 (D. 1) 中 的 第 五 
Lo oC BB .CE (V 和)VP。 


、 B: 
= (V. €1)€*. VP + €7 (V:€) “V3 


十 61。 (V。 £1) VyP, 
一 251 (VY. 5) .VP. 
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还 可 以 证 明 以 下 诸 项 均 为 零 
~ "十 (N)==0， 
B* .B++(V)= 0, 
-or B+) = 0. 
其 中 CN),CV),(I) 分 别 代 表 6 ， (BiX J) 展开 式 中 的 第 四 、 第 
五 和 第 二 项 .这样 (D. 1) 式 就 完全 得 证 ,因而 螺旋 坐标 下 的 扰动 势 
能 表达 式 5W#s 即 (D. 2) 式 也 就 得 证 . 


附录 EE” 螺旋 锋 缩 扰动 势能 表达 式 


在 螺旋 籍 缩 的 具体 位 形 下 ,通过 一 系列 极 小 化 ,可 以 把 扰动 势 
能 只 用 扰动 矢量 5 的 e; 分量 表 示 出 来 ,这 就 是 第 四 章 的 (4. 41) 
式 . 这 个 表达 式 可 以 从 任何 一 个 Sr 推导 出 来 ,通常 都 是 以 SW 
为 出 发 点 来 推导 ,这 里 打算 以 SWF 为 出 发 点 来 推导 . 出 发 表达 式 
是 


WY = 记 |ar[lB, ， VEL |:+Bi|Y.6 + 261. «| 


十 及。 (5 .WVP, — 4B2|E,. k|?]. (E. 1) 

. 原来 上 式 中 还 有 一 项 7YPo|Y* 6li, 但 它 在 用 不 可 压缩 条 件 作 第 一 

次 极 小 化 时 已 经 去 掉 了 ,所 以 现在 被 积 函 数 中 只 剩 下 四 项 . 在 螺旋 
短 缩 中 ,平衡 量 为 (已 省 略 下 标 “02) 

B= (0,Bs(r),B(r)), Y=e,V+elViterVi, 

而 


9 1I89 pn9 
V=3 WB a): 
_1IB 
YI 一 互 学 入 十 已 记 |. 


在 螺旋 坐标 (e,,e,,es) 中 ,扰动 位 移 取 为 
5 一 6e 十 Te 十 Eles， €1= ée, + 7er. 
它们 和 柱 坐 标 (e.,eoye-) 下 的 扰动 位 移 诸 分 量 以 及 单位 矢量 的 关 
系 为 
6 = (6B, + €.B.)/B, 7= (6B。 — §€.B0)/B. 
考虑 到 柱 坐 标 在 0 方向 的 周期 性 ,及 在 方向 上 的 可 无 限 延 伸 ,可 
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对 位 移 矢 量 在 这 两 个 坐标 上 作 健 氏 变 换 
€(r) = €(r)exp[ilCm0 十 kz)]. 
利用 上 述 方程 和 表达 式 , 下 面 来 逐 项 化 开 5W 5. 首先 来 看 第 一 项 ， 
i 
“V6l=B.VE= Bee (es VI)EL 
_ 12 9 


一 | 了 六 十 已 过 (ée, 十 7ey) 
2Bo 5 oo B,éo 一 有 De。 B z@g 一 Boe., 
一 了 部 十 B. 训 te 十 B 
-te 下 ee 3 oe, 十 放 B ee 十 Be — Boe. 
: BoB. Oe | Bes 一 Boe, 
十 rB oO 097+ ic B 。 
7 B 
一 | ie 一 B a |e, 十 | 还 去 B7 十 8 |es + F Bo 
其 中 
F = 2 + kB.. 
所 以 式 (E. 1 被 积 画 数 中 的 第 二 项 可 写成 
， 万 5 万 : 
BV 下 一 本 2 十 琶 且 9 十 严 天 192 十 到 1 
+FB a | 十 2 (6 一 人 9。 ). (E.2) 
再 看 式 (E， | 
_19 1 9l2& 1 ,9|_ BB 
V ' 51= 到 Cr) 十 r 多 | 旦 7 十 Oz | 
£ i B, :. 
一 十 二 十 让 一 一 pzBojy 
CC 
一 名 十 六 寸 半 万 7 
上 式 中 的 简化 符号 
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攻 G6- kB 


rr 


又 利用 定义 
K 一 (€,* Ve,，, 一 (Boeo 十 Be.)/ 万 ， 
可 有 


K 一 一 一 一 @,. (E. 3) 


故 


eeE 2Bs. .G 


Bi—2Bsé€ .G 
Br rT!B 


所 以 第 二 项 可 以 写成 


B’ 一 2Bo)’ 
Bi|V:6+26* kl = Blel+ Bb — 2b0) 


Br él: + Gol 


2 2 . , 
十 ee 十 &€*€') 十 iGB(7E * 一 人 各) 
十 1(B? 一 2Bo) 3- 乞 (16 — 7*é€). (E. 4) 
接 下 来 在 第 三 项 中 的 
2 Bz 
VP, = 中 P。 十 Be 一 Bik 二 一 —e,. 


故 


(人 .mVP,=|6 立 十 到 卫 世 一 37 半 


所 以 这 第 三 项 可 表示 成 
7° (5 .VDVP。 
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‘pp2 ”pp! 2 
= (é*e, 十 7*ey) 。 6 BoB 时 ee 
Bo 2BoB, B:B, : 
= |e 7 (E. 5) 
其 中 用 到 了 
B, Bo B. 
ey。6b 一 [ 且 。 一 至。 “6@ 二 万. 
而 在 式 (E. 1) 被 积 函数 最 后 一 项 中 ,由 (E. 3) 式 可 知 
Ei «= (te + te) * | — Be oj- 一 如 
ti r 7 万 27 Br 
所 以 这 项 可 表示 成 
4Bs 
— 4B*|§1* «kl? =— pas ltl’. (E. 6) 


最 后 通过 把 这 四 项 相 加 , (E. 2) 十 (E.4) 十 (E.5) 十 (E. 6), 可 将 式 
(E. 1) 的 被 积 函 数 改 写成 
B; 4B: BB:—2B; 2BoB, 


1(€,7) = |él’ PP: 十 2 法 一 Bri 十 Br? > 


十 Bl&|? + 19|2CF? 十 G?) 


十 (én — &7*) CG + 2kB,) 
十 2 ee ee) 
十 iCB(1E ”一 人 各)， (E.7) 
这 就 是 第 四 章 籍 缩 一 节 在 对 扰动 势能 作 第 二 次 极 小 化 时 所 用 的 被 


积 函 数 表达 式 . 如 果 从 6W# 出 发 也 能 得 到 (E. 7) 式 ,只 是 其 中 16|: 


的 系数 略 有 不 同 , 但 可 以 证 明 : 式 (E.7) 中 |&|? 系数 的 以 下 三 项 等 
价 于 从 6W# 所 导出 的 如 下 二 页 ( 所 以 从 两 种 8Ws 导出 的 了 是 相 


同 的 ) 
2B 4B; 2B,B，， 2B,B, 2 有 B; P' 
7 Be rr 一 Br p Be rr (E. 8) 


rr 
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在 导出 上 式 时 利用 了 简化 符号 
p —B| ee: + BiB 一 已 B。 
1 BB, |= | 3 Bo, B? 
-BB r J B= r Br ~ B.S/:|; 
其 中 用 到 
JoB, = BP' + J.B), J = (Boe) 一 +B 
于 是 
2BeB:g 28; P' 4BIB: 2B; 2BoB, 
Br 万? rr. Br’ rr rr 
-到 2B? |- 2BoB, 
B? r 


(并 二) 
2B:B; 4B; 2BoB, 
Br Bir :| r 
2B;- 4; _ 2BoB, 
万 27 7 “ 
其 中 最 后 一 步 中 ,用 到 了 近似 丈 sBz; 它 所 产生 的 误差 是 二 阶 小 
量 B3/B2: 一 ez, 这 样 就 完成 了 式 (E.7) 的 改写 . | 
在 式 (E.7) 中 ,7 以 代数 项 的 形式 出 现 , 故 用 它 来 对 1(&,7) 作 
极 小 化 比较 方便 . 由 式 (E. 7), 及 


(ED _ 
可 得 
FG) +i 过 (G 十 24B6 十 iGB6 一 0 
于 是 有 


1" = [FG 十 24B0)6 十 GBe | 
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-7 BL2kBoé* + GCré*)'], 


以 及 


7 一 [2kBoé 十 G(ré)' |. (E. 9 ) 


Br 
这 就 是 第 四 章 的 (4 39) 式 . 其 中 
k2B? 一 万 2 十 G2 一 [如 + 每 |B?， k? 一 刀 十 蕉 一 妈 十 用 
下 一 步 是 将 式 (E. 9) 给 出 的 使 1(&,7) 取 极 小 的 7 值 代入 1(&,7) 的 


表达 式 (E. 7) ,以 得 出 完全 用 表示 的 被 积 泪 数 1(6) 来 .通过 直接 
但 略微 元 长 的 代数 运算 可 得 ， 


2BaB:s , (B’ — 329 世 2 
2 / 1 x 
_(G ap Elz 二 let 有 + 6 
2 / 
其 中 


h = kB,— Be. 
而 上 面 7(6) 的 最 后 一 项 可 以 通过 分 部 积分 进 一 步 化 成 1 项 
a Fh E'E* 十 ce _ 
和 十 上 dy hs 隐 he: 人 dr 


0 ko 7 . 
一 站 ep 是 总 | dr 

Fh a Fh 

-| | ep Bs 


上 式 中 的 第 一 页 是 磁 流体 表面 的 扰动 势能 ， 而 积分 项 相当 于 在 
7(6) 中 的 以 下 项 


7 。 


: Fh\)' ,> 
-全 后 


思 


这 样 总 扰动 势能 由 两 部 分 (体积 部 分 和 表面 部 分 ) 组 成 
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2 一 acrleP+eleD + 
(E. 10) 
这 就 是 第 四 章 中 的 C4. 40) 式 . 其 中 
re 
一 2 ? (E. 11) 
0 
这 就 是 第 四 章 的 (4. 42) 式 . 而 g/r 的 表达 式 是 
有 2BeB. (B’?— 2Bo)’ 2BoP' 
r = 十 B+ Br? 十 B’: 7 
G + 2&kB,)’ Fh\. 
_ Or _ 二 最 | (E. 12) 


此 式 比较 复 杂 , 还 需 进一步 的 整理 ,下 面 对 其 中 一 些 项 遂 个 处 理 . 
首先 讨论 上 式 中 右面 的 第 二 项 
2BoB.,_ 22323:| 2BoB, 
B B’ r 
利用 平衡 方程 
(VP), = (J Xx B), = JoB, — J.Bo, 


— JeBo 一 J.B,] . (E. 13) 


一 “一 BP’ 十 J.Bo),， 


于 是 有 
2BoB-. 。 2BoB.| 2BsB, Bs B; | 
BA 一 pr | ,~ BPr -BB.). 
4B3B2 2B? 2BoB. { B; 
-Br BP? /Bp [全 二 BB 


4BoB: 2B; 1 ) 
= Br — peP' ~ 2J.Bo, J = (rrB)'. (E.14) 
然后 是 g 式 中 右面 的 倒数 第 二 项 


(G+2kB)?  ((m/r)B, 十 Bo) 
-a i CE.15) 


8 中 的 最 后 一 项 则 可 以 化 为 
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&2 有 272 一 m’B? 
m2 十 kr 
2p2r (kBir? 一 m’B?) 
(m2 十 k2r 2)? 
2k2Bir 十 282B.B'r? 一 2m’:BoeB, 
pp 
2k? Cm? 172) 万 2k2B,B' 一 2(m’?/r’)BeB,o 
rR 十 m2/r)? 十 R2 十 1122 [7 
将 (E. 14) 一 (E. 16) 式 代 回 g/r 的 表达 式 (E. 12) 后 ,得 
4B;B? (Bi — By)’ ((m/r)B, + kBoe)’ 
Br r(k’ 十 mi/r’) 
2k’Cm?/r’)B: 2k:B.B, 一 2(m’/r’)BoB, (E.17) 
r(k? 十 1122 /7-2 )2 - 2 十 m2/r? 。 * 
将 其 中 第 二 、 四 项 相 加 可 得 B2/r, 再 将 它 和 上 式 中 的 第 六 项 相 加 


十 


.(E. 16) 


2k2 (Cm? Ir OB B? ks 十 m4 /rs 


7 rk 十 1712217272 了 《(R2 十 zz2]72)2， 
而 (E. 17) 式 中 的 第 三 项 和 最 后 一 项 也 可 以 合并 成 


2Cm’/r’)BoBe _ -到 
四 2Bol: 十 k2 十 m?/r? -一 2BoB, 
m?/r? 
+ 2BB, Bh 
2B k’ 
一 -7 2BoB, bE 二 mi/r 
把 它们 都 代入 (E. 17) 式 ,有 
B? kmi/r 到 
8 一 =F°r 十 思 (有 2 十 m2 /7r2 7 2 
2k’ / ) pl ((m/r)B., + kBo)’ 
一- 下 于 大 大 人 十 B18;) 一 r(k? 十 7122 /7-2 ) . (E. 18) 
再 利用 平衡 方程 
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j 
ztP 十 (B+ Be)/2] 十 Bi]r 一 0， 


P' 十 BoB, 十 B.B' 十 Bi;/r 一 0， 
结果 有 
BoB, 十 B.B. =— P' 一 B?/r. 
把 它 代 入 (E. 18) 式 后 ,得 


8 一 Fr 十 25P' 十 8 (E. 19) 


其 中 
B:? ki+mti/r 2B; 2B; pk? 


sr rtm/ tt 
_ Cm/r)B, 十 有 Bo 
rk? 十 mi?/r’) 
_B’: k++ mt/rt 2Bg m?/r? 
r (Bmi/r)? rr ktmi/r? 
_ (m/r)’B;: 十 (kBo)’ + 2k(m/r)B.B, 
r(k’ 十 mi’/r’) 


‘kB2 十 2 加 


~ 1 
rr(g? 十 pal -| 刀 二 人 


2 、 
旦 B, 十 kBs] | 刀 十 蕉 )]， 
其 中 
2B. + kB 一 | mp,)’ {pw (Cp 
2B. +kBs) 一 | 4B. 十 严 世 | 一 | 刀 一 每 | (B: 一 B5) 
=F:— [ge — 加 | (B2 一 BD). 


F? 1 


一 4 2 m4 m7 
ri | rR + yp B +.B 2B ,zk 


和 4 
一 25 7 十 [一 下 | (B: 一 B21] ~ (E.20) 
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而 其 中 的 方 括号 项 又 可 进一步 简化 . 因为 
Rk4B? 十 kB? 一 AB? 一 2k4B,, 


ms’ 2 2 2 2 
zB 2B, -一 已 。 十 By) 一 0， 
故 (E. 20) 式 方 括号 中 的 项 可 进一步 表示 成 
[…] ==2&4B! 一 2 有 可 BB 


3 一 2B,| 
> 


—2&| kB, + —B, 
, rr 
， 二 2k4Fh. 
把 这 结果 代入 CE 20) 后 ， HA 19)， 最 后 可 得 
下 F? 
2 Fri 有 -入 十 


rr 十 Fh. (E. 21) 


这 就 是 第 四 章 中 给 出 的 (4. 43) 式 ， 下 面 把 其 中 的 简化 符号 再 写 一 
遍 ， 


妇 一 有 已 十 对， 下 一 &B. 十 于 Bi， 天 一 Ap. 一 一 Bo 
rr rr ， 


rr 


附录 FF 直 柱 tokamak 中 5W 的 推导 


本 附录 将 给 出 按 tokamak 量 级 展开 的 磁 流 体 扰动 势能 表达 
式 , 这 就 是 第 四 章 中 的 5Wps,8Wh 和 872 ( 式 (4. 60) 一 (4. 64)). 
推导 的 出 发 点 是 螺旋 籍 缩 的 内 部 扰动 势能 表达 式 (4. 40) 一 (4. 42) 
或 式 (E.10) 及 (E. 21) ,以 及 表面 扰动 势能 表达 式 (4. 55). 
SW =6W, 十 SW,, 


SW, =xL| Ge ?+ glél2dr, 


_ 7 
HR 
十 i| | | -Fe 十 广 ph， 
SW 的 让 和 十 人 2 | 站 
tokamak 等 次 子 体 中 的 量 豚 关系 为 
FT~el, ~ ~ 


先 来 看 (下 面 为 了 简单 , 令 y=1) 
rrF): rmBy 十 krB,.): rBi(m 一 ng)’ 


rer) 
2 .2 m2 十 k2r? 一 7772 十 n2 (r/R)*' 
一 一 ER， kor:= kr m= m+ nr/R)’, 
d 一 (r/R)(B./Bo). 
下 面 来 展开 f. 因为 


所 以 它 的 数量 级 就 很 容易 分 开 了 


rBeg (m/g — 7) Bs [i 加 | 人 一 
m 


1 /Rn ~ R 


B, ， 1 a 万 。 (i n 
(2) 3 二 | 之 一 7y3 一 一 
| Bi: .nn 25| 工 1 2 | 
(4) _ 一 0 .5 -一 


再 来 展开 


8 一 772 十 &272 dr 


2&272[ (ng)* 一 m’ 
十 (m? 十 及 27r2)? | 


其 中 第 一 项 是 四 阶 的 ， 


2k2r? dP Bt 2 
pm — ng) 


(wanr/R: dP ~ 2 r: dP 
B81 my nr/R dr mR dr 
而 第 二 项 则 包含 二 阶 和 四 阶 项 ， 


4g 于 mm 
8g2 一 一 m? 十 12272 /及 2 g Wh 
272272 / 民 2 (12 一 m’/g’) 
mt 十 272272272/ 民 2 + nrt/R’ 
1M22 一 1++nr/R’ ;+ 了 2 
] 十 (zz2/za2) r/R’) 


二 


Br 
rR 


2 


a 


十 2 23 Ril 


Nn 2 


~ | Cm? 一 1 十 orz/RO | 1 了 一 
Xx [1 一 n/m’) (r2/R2)] 十 2 2 al 


其 中 去 了 商 于 四 阶 的 小 量 . 于 是 数量 级 就 容易 区 别 开 来 了 


n 


2[n: 1 
| 


gi 一 Bam 一 Di 一 


2 
. (F. 3) . 
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m 
| 
, . 
-人 -于 + 贡 | -] 
a 
特别 当 m= 二 n= 二 1 时 ,有 
2 = rl][3+ 1). (F. 5) 


所 以 最 后 可 得 磁 流 体内 的 二 阶 扰动 势能 
Was —rL | dr (fH + gH) 


_7 2。 LT le 
一 工 就 rdr[7| gn 和“ 
十 (m? 一 1) 二 | 名 | 
q 入 
即 
3Wa _ nrBir’ 工 1 ae 
2 = | Cr + om 一 DG 6) 


这 正 是 第 四 章 的 (4. 61) 式 . 而 磁 流 体内 的 四 阶 扰动 势能 则 是 


SW 开刀 2 ra 4 2 2 . 
a 
2 / 2 2 
a_n 2P rn 对 一 工 | n ， 荆 
十 全 杰 万 ; R:m’i\m q 3 于 十 二， 
也 即 . 
Ws, rB; 4 
L 人 rr 一 如 | 于 | 
r2 
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这 就 是 第 四 章 的 (4. 62) 式 . 当 n=m 二 1 时 则 退化 成 
SW, _xBo a r4 四 1 一 工 ] er 
了 |， R2 R? q 
十 [rp 十 一 一 
这 正 是 第 四 章 的 (4. 63) 式 . 
表面 势能 不 须 展 开 ,直接 就 是 二 阶 的 .下 面 从 螺旋 箱 缩 中 的 表 


面 势 能 表达 式 (4.55) 出 发 , 略 作 变形 以 给 出 (4. 64) 式 ， 
十 rp? | 


2 

kr mm J 

有 272 万 2” 一 mB; 
m? 十 kr 


~ 


加 | 3 二 二 | Bt (F. 8) 


dW, =Lxré 


十 和 krB 十 maBojz | 
7I2 


a 


= Lxé’ | 


pa | ner? /RI) BL/BI) 一 mi 
| Lné:BiCa)| m2 十 n27?2/R? 
2 r 了 
| _ 开工 nn 1) 
) Th zn 1 2(n_1 
tad[ | 于 一 二 | GTMm) 二 生生 一 二 | ， 
这 是 对 任意 比 都 正确 的 . 而 当 5 一 oo ,4 一 1 时 ,其 简化 表达 式 
为 
SW _ xBo ， 112 217 1 
下 Rm + [加 -二 + 宇 [二 十)]， 
z (F. 9) 
就 是 式 (4. 64). 


人 


阿尔 文 波 25,80 一 81,83,85 一 
89，91，93 一 96， 99 一 104， 
107 一 113，117 一 118，134 一 
135,138,210,608 

阿尔 文 速度 ”34,81,199 一 200， 
239 

安培 定律 7,9,30,45,47 一 49， 
52, 54—55, 59, 64, 77, 192， 
198,436 

安全 因子 ”27,43, 50, 52, 63， 
65—66,174,591 


B 


饱和 强度 ”325 一 328 

饱和 时 间 309,313,325 一 328 

本 征 (eigen) 模 122,137,139， 
141,285 一 287,335,346 ,349， 
353,357,360,366,369,371 一 
373, 375, 398, 401, 410, 412, 
418 一 419， 432， 450 一 451， 
464,466，,468 一 469,510,513， 
661,669 一 671,677 

泵 波 286,288 一 289,290,292， 


引 


293， 298 一 301， 303 一 310， 
314,316, 321, 324,325, 327 一 
328 

泵 波 衰 竭 ”286,305,309 一 310， 
312,326 

变 分 原理 ”139 一 140 

表面 阿尔 文 波 109 一 111 

波 - 波 相互 作用 450 一 451， 
521,606 | 

波 -粒子 共振 ”116, 277, 289， 
310, 344, 397, 454, 464, 512， 
519,606,615,673 

波 - 粒 子 相 互 作用 310, 337， 
450—451，453，467，519 一 
520,606,617,702 


. 波 驱 动 电流 605 一 606, 608， 


610 一 612,618,620 

玻 尔 效 曼 方程 533 一 534,539， 
542 

玻 尔 效 曼 分 布 429,469 

玻 尔 效 曼 磁 擅 项 539,543 

伯 恩 斯坦 波 418 一 420, 422 一 
425,450,457,459,478 一 479 

不 可 压缩 性 16,143 

不 稳定 性 窗口 ”180 


不 稳定 性 增长 率 320 


参量 过 程 265,269,285 一 287， 
289，292 一 294，298，304 一 
305, 312 一 317,321, 325,328， 
335,451,521 

弛 列 时 间 近 似 ”533,554,559 

垂直 ( 磁 ) 场 ”5,25,39,42,74 一 
77, 99 一 101, 116, 155, 185 一 
187,189 一 191,214,225,382， 
397,417,418,427,450,452 一 
453, 457, 459, 463, 469, 474， 
477 一 478，559，561，574 一 
575, 581, 583, 593, 595，606， 
608 

垂直 位 移 191 一 192 

磁场 ( 力 线 ) 曲 率 24,58,116， 
135,148,172,182 一 183 ,590 

磁场 训 减 因子 (decay index) 
189,191 一 192 

磁 岛 114 一 146，193，195 一 
196 ,200,204 一 205 

磁 前 切 ”149, 170, 172 一 173， 
193 

磁 阱 ”40,42,51 一 54,56,148 一 
149,182,589 

磁 镜 452 

磁 镜 不 稳定 性 ”457 

磁 雷 诺 数 ”34,199 

磁力 线 方 程 26 一 27,43 

磁 流 体力 学 (MHD) 3 一 6,26， 
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38, 51, 114, 119, 146, 151, 
220,230,239,241,583 

磁 流 体力 学 波 78,96 

磁 流 体力 学 方程 3 一 4, 6,8， 
241 

磁 面 ”15,28,31 一 33, 38 一 40， 
45, 50, 60, 65—69, 74—75， 
113, 130, 148, 149, 158, 159， 
163,166,178,182,192 一 193， 
202 ,204 一 205,214,575,589 ， 
590 一 592,595,597,599,600， 
705,707,717 

磁 面 坐标 28,33 

磁 声波 ”24,83,85 一 86 ,96 

磁性 模 ”103 

磁 压 力 ”23 一 26,39,58,81,83， 
157 

磁 压 强 10,50,73,83,156 


-和 磁 张 力 23 一 24, 25 一 26, 58， 


80 ,83 
磁 张 力 张 量 23 
磁 重 联 114, 116, 146, 192 一 
193,196,200 
磁 轴 32,75 


D 


单 粒 子 运 动 3 

单 流 体 理 论 (方程 ) 197 一 199， 
412,418,451 

弹道 (ballistic) 模 ”335, 370 一 
373,375 一 379,381,660,664， 
671 一 672 
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导 心 轨道 ”401,510 
导 心 漂移 “401 

德 拜 半径 525,634,636 
德 拜 长 度 260,359,525,682 


德 拜 屏蔽 ”525,540,632 一 636， 


677,681 一 682 

等 离子 体 波 116, 265, 269， 
287 一 290,292,296 ,299,316， 
335， 354 一 355， 364 一 365， 
427,451,464,519 一 521,525， 
677 

等 离子 体 的 磁 导 率 ”236 

等 离子 体 激 波 239 一 241,243， 
246， 249 一 250， 252 一 254， 
257,260 

等 离子 体 振荡 ”271,287 

等 离子 体 振荡 频率 271 ,287 

等 压 面 ”39 一 40 

- 低 杂 (ow hybrid) 波 432,437， 
608,622 

电磁 波 265, 268, 270 一 272， 
275 一 277，279 一 280，282 一 
284， 286 一 296， 300 一 302， 
304， 314 一 316， 334 一 335， 
343 一 344， 346 一 347， 381， 
383 一 384,386 ,398,412,417， 
434,439,452,511,521,606 一 

， 608,612,617,619 一 621,677 

电流 驱动 (current drive) 153， 
178, 182, 184, 466, 469, 606, 
617 

电流 驱动 (current drive ) 模 


等 离子 体 理论 基础 


146 
冻结 磁场 ( 力 线 ) 33 一 35,80， 
147,193 


E 


二 阶 极 化 率 315, 323, 326 一 
327 


F 


法 拉 第 定律 7,12, 81 一 82， 
192, 195, 204, 388, 392, 434， 
602 | 

反常 (extraordinary) 波 418 一 
419 

反常 (extraordinary) 电 子 回 旋 波 

419,608—609 
反常 (extraordinary) 离 子 回旋 波 
95,419,473 

反 场 得 缩 “51 一 52,55 一 56,67， 
73 一 74,161,170 

反 斯 托 克 斯 (anti-Stokes) 模 ( 升 
频 散射 模 up scattering 
mode) 286 

反应 型 (reactive) 本 征 值 350， 
357 一 358,451 

非 线性 增长 率 ”309,313,325 

分 界面 (separatrix) 109 一 110， 
184,204 一 205 ,211 

福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 536,538， 
549 

福 克 尔 - 普 朗 克 碰 撞 项 536 


G 


高 8 tokamak 51,53,184 

共振 模 斐 合 (resonant-mode 
coupling) 288 

关联 函数 ”495,509 一 510,534， 
631 一 634，639 一 641，4657 一 
658,677,683,684,686 

惯性 模 ”103 

广义 欧姆 定律 7,9,12,40,81， 
86,96,192,199 


H 


烩 方程 224,231 

好 曲率 区 148 一 149 

耗 散 型 (dissipative) 本 征 值 
357, 360, 369, 451, 466, 468， 
513 

横 (transverse ) 波 25 一 26， 
80—82, 103, 270, 289 一 290， 
293,298,411 

坏 曲 率 区 148 一 149,170- 

环 向 (toroidal) 磁场 30 一 31， 
44,51 一 53,56 一 58,63,65,73 

环 向 磁 通 32， 

环形 (飞行 ) 粒 子 ”589 一 595， 
598 一 599- 

环 自 感 77,187 

回声 (echoes) 375,377 一 378 

回旋 半径 5,454, 572, 591， 
595,654 一 655 

回旋 波 95，415，419 一 421， 
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452 ,469 一 470,473,479,608 

回旋 共振 ”397,414 一 415 ,418， 
452,608 

回旋 激 射 452,480 

回旋 运动 236, 401, 418, 457， 
469,681 

霍 尔 电流 96 

霍 尔 效应 ”96,99,103 


J 


激 波 (shock) 238 一 246 ,249 一 
255,257 一 262,437 

激 波 波 前 ” 239 一 240,245 ,254， 
257 ,260 


激 波 结构 ”245 一 246,251,260 


极 化 率 (electric susceptibility) 
236，269 一 270，274，314 一 
315， 320 一 323， 325 一 328， 
350，359，410，423 一 424， 
454 一 455， 458 一 459， 462， 
467 一 468,474 

集体 输 运 526 一 527,563 

剪 切 (shear) 阿 尔 文 波 ”25,34， 
80 一 81, 83, 85 一 89, 91, 93 一 
94, 96, 101—104, 107, 111, 
134 

简 正 模 117 一 118;122, 193， 
349 

交叉 螺旋 性 (helicity) ”16 一 17 

交换 模 146, 148 一 150, 153， 
155 一 157，165 一 166，169 一 
173,178 < 
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角 向 (poloidal ) 磁场 ”31, 48， 
51 一 53，57，60，63 一 64，75， 
77,601 一 602 

角 向 磁 通 31 一 33, 56, 66， 
185 一 187,201,213 

角 向 电流 ”64 一 65,477 

截止 频率 93,95,272 

介 电 系 ( 常 ) 数 271 一 274， 

”278 一 279,282 ,284,362 

介 电 张 量 343 一 345，347， 
350 一 351， 391， 394 一 395， 
399 一 400,443 

经 典 ( 碰 撞 ) 吸 收 ”277, 595， 
677,683,688,701 

静电 波 257, 265, 268, 286， 
289 一 296，314 一 315，334 一 
335，343，345， 348 一 350， 
359 一 360， 362， 364 一 369， 
371,382,398,401,405,407 一 
408, 410, 412, 419, 423，429， 
447,454,457,462,467 ,469 一 
470,475 一 478,482,511,513， 
516,518,617,660,673 

静电 不 稳定 性 450,452,477 

静电 扰动 ( 涨 落 ,起 伏 ， 
fluctuation) 348,429 

局 部 螺旋 性 (helicity) 12 一 13 

绝对 (absolute) 不 稳定 338 一 

”339 

绝热 方程 ”219,229 一 230,242 

绝热 指数 ”225 一 226,228,234， 

248,266,296 


等 离子 体 理论 基础 


K 


可 移 (convective) 不 稳定 338， 
356 

库仑 对 数 ”247,535,540, 542， 
563,622,639,655—656 

库仑 碰撞 ”592 

快 波 351 

扩散 系数 45,193,510 一 511， 
513,536,538,549—550,555，, 
560， 579，593，595 一 598， 
611 一 612,617 

扩散 张 量 512 一 513 


L 


拉 长 比 192 

拉 格 朗 日 坐标 系 6 

腊肠 型 不 稳定 ”114 一 115 

兰 金 -于 成 尼 奥 方程 (连结 条 件 ) 
238， 240， 242 一 243， 245， 
249 一 251,253 

朗 道 方程 534,559,633,678 

裔 道道 阻尼 (人 (inverse Landau 
damping) 358,365,451 

朗 道 碰撞 项 542, 544, 554， 
561,633,655 

朗 道 阻尼 (Landau damping) 
113，358，360，364 一 366， 
368 一 369,383,397,451,453， 
463,466,473 一 475,477, 482， 
518,520,605 一 606,608 

雷诺 张 量 10 


索 


离子 声波 “78 一 80,83 ,85 一 86， 
96,100—102,135, 265, 268 一 
269， 286 一 291， 293 一 295， 
301 一 302，316，366，368 一 
369, 371, 432, 450, 457, 459， 
462 一 463,466 一 469 ,474 

离子 声 漂移 不 稳定 性 288 

离子 声 训 恋 (ion acoustic decay) 

288 

粒子 流 44 一 45,230,246,249， 
352， 427 一 429， 554 一 556， 
559,560,574—575, 578,581， 
583 一 586，588，593，596 一 
598 ,600 一 601,603 


.连续 谱 / 108,138，141，340， 


481 一 482 


连续 谱 阿 尔 文 波 104, 108，,- 


117 一 118,138 

连续 性 方程 6,9,16,95,124， 
198,219,221,226 一 227,231， 
243, 289, 295, 387, 428, 430， 
434 一 435,529 

刘 维 定理 ”626 

刘 维 方程 532,626 

流体 区 593 一 597 

螺旋 夭 缩 (screw pinch) 49 一 
50, 54, 67—68, 71 一 72, 136， 
150,158,160,162,164 一 166， 
170—173,183,720,730,733 

螺旋 性 (helicity) 12 一 -16,17 

螺旋 性 (helicity) 注 入 ”15 


引 
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慢 波 351 

模 耦 合 288, 296, 303, 309， 
311， 313 一 314， 316 一 319， 
322，354 一 355， 459， 464， 
478 一 479 

模 转换 113,286,294,451 

摩擦 力 222, 243 一 244, 278， 
527,529,536 一 537,562,564， 
569,574 一 575,578,581,609 


N 


内 .交换 (interchange) 模 ”155 一 
157，165 一 166，169，172 一 
173,178 
内 模 146 一 147，149 一 150， 
153，165 一 166，169，172 一 
177 ,182 

内 扭曲 (kink) 模 ”147 

能 量 方 程 224，226 一 227， 
230 一 231,233,242,251 

能 量 原 理 118 一 119，122， 
139 一 143，150 一 151，165 一 
166,170 一 171,179,184,193 

逆 ( 反 ) 磁 电流 42 

道 朗 道 阻 尼 474, 477, 605 一 
606 ,608 

黏 性 张 量 220, 222 一 224， 

243 一 244，529，553，555 一 
557,562 一 564,566 ， 
扭曲 (kink) 模 146 一 148,170， 
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171,176,178 一 180 
扭转 (torsional) 阿 尔 文 波 89， 
93 


0 
欧 拉 方 程 6,180,219 
欧 拉 坐 标 系 7 

Pp 


碰撞 流 575, 598, 630, 637， 
640 一 643， 662 一 663， 666， 
668 一 671,676,677,680,683， 
687,692 一 693 

碰撞 频率 5,222,278 一 281， 

528，533，547，551 一 552， 

592 一 593，596 一 598，607 一 

608,622,624,682 一 683,695， 

1 699 一 700 

碰撞 平均 自由 程 5,245 

碰撞 阻尼 ”279,694 

漂移 波 427 一 429, 437, 464， 

,466 ,474 一 476,478 一 479,575 


”漂移 不 稳定 性 464,466 


漂移 电磁 波 439 


漂移 静电 波 447,476 


漂移 流 197,432.,474,560,584 

“漂移 速度 427, 432, 434, 439， 
469—470,473 

平衡 方程 ”38 一 40,42 一 43 ,45， 
47，49 一 -56，58 一 60，62 一 63， 
66 一 67，71 一 74，117，131， 

，149,158,162,197- 二 198;，438， 


~、 


等 离子 体 理论 基础 


529 一 530， 533， 562， 574， 
581 一 582， 601，705，710， 
726 一 727 
平衡 位 形 19,21 一 22,38 一 40， 
42，50 一 51，140，147，149， 
151,166,171,177 
平均 磁 阱 ”149,182 
平台 区 593 一 594,596 一 597 
谱 结 构 ”137 


Q 


气泡 模 146, 148 一 149, 171， 
182 一 184 

趋 肤 深 度 (skin depth) 34 

群 速度 338 一 339, 346 一 347， 
356,539 


R 

热流 220,244 一 246,249,251， 
257, 260,262,530,553 一 554， 
557 一 559，562，564，574 一 
575，580, 585 一 589， 597， 
598 一 600,603 

热平衡 ”114, 366, 400, 415， 
420, 438, 470, 573, 583, 600， 

605 ,611,617,631 一 632,655， 

678 要 

热 速 度 244, 296, 315, 359， 
379 一 380，383，457，538， 
548 一 549,557,591,682,689， 

694. | 

町 致 辐射 682,694,702 


索 


弱 汝 理论 482，508 一 509， 
519 一 520 


S 


三 波 耦 合 285,297, 356,459， 
521 

三 波 相 互 作用 451,521 

三 电磁 波 混合 304 z 

三 角 上 畸变 192 

三 阶 极 化 率 ”315, 320, 323， 
325,327 

散射 波 288, 290, 293; 299 一 
300，303，310，312 一 314， 
325 一 328 

色散 关系 79,81,83 一 84,87 一 
89，91 一 92，94 一 95，101 一 
103，108，110 一 111，117 一 
119，122，205 一 211，272 一 
273, 278 一 279,295, 335, 339， 
349 一 351，353 一 356，366 一 
.368, 381, 383, 389, 391, 393， 
395，397 一 398， 401， 412， 
414 一 415， 417 一 421， 425， 
432，437，455 一 456， 460， 
466 一 469,471 一 472,474,476 

色散 函数 . :350,353,359，363 一 
364,371, 400—4015 413, 415， 
418,444»#49,454, 458 一 460， 
462,471,473, 475—476, 478， 
679 

业 方 程 228 一 230 

哨 声 (whistler ) 波 101 一 103， 
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415 

剩余 谱 138 

试探 粒子 526 一 528，537 一 
538,547 一 552 

受 激 布 里 渊 散射 (SBS) 287， 
293 ,301,314 

受 激 拉 曼 散射 (SRS) 287， 
293,296,299,314 

输 运 方程 528—529,531,553, 
560 一 562,567,571,573,581， 
601 一 603 | 

输 运 系数 ”243,247,531, 544， 
553 一 556， 559， 561 一 562， 
564 一 565，569，571，592 一 
593,597 : | 

双 等 离子 体 波 训 变 (twin plasma 
decay) 288 

双 极 扩散 44 

双流 体 方程 组 243,245,335 

斯 必 泽 (经 典 ) 电 阻 率 ”602 

斯 托 克 斯 模 ( 降 频 散 射 模 ,down 
scattering mode) 286 

据 裂 模 :9, 192 一 193，200， 
213 一 214 

四 波 过 程 293,312 一 313 

损失 锥 451 一 453,590 


T 


汕 流 .113,200,277,312,481 一 
483 ,498 
汕 动 输 运 ”578;,580,582 
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V 


弗 拉 索 夫 方 程 331 一 333,335， 
345, 348, 373, 375 一 376 , 378， 
382，384，389% 一 390，401 一 
402,. 404 一 405，407，437 一 
440,448, 508 一 510, 512, 630， 
660,682 


W 


外 模 146 一 149,178,185,319 

.， 弯曲 型 不 稳定 “114 一 115 

。 未 扰动 导 心 轨道 ”401,510 

”未 扰动 粒子 轨道 ”389 一 390 

未 完全 剥离 等 离子 体 ”265， 
314 ,322 

位 力 (virial) 18 一 22 

位 力 (virial) 定 理 17 一 23, 38， 
40 一 41 

”温度 方程 226,228 一 229,244， 
250 

无 理 ( 磁 ) 面 ”159 

无 力 平衡 ”43,52 

“无 碰撞 ( 朗 道 ) 阻 尼 365 


X 


限制 热流 260,262 

相 混 (phase mixing ) 113， 
374 一 377,379 一 381,584 

“ 相 速 度 ”80 一 81, 83, 85, 103， 

111,273,296,337,358 一 359， 

364—366,369,379, 381,434， 


等 离子 体 理论 基础 


一 


453， 455 一 456， 462， 464， 
466 一 467，470，473，605 一 
606 ,608,617 

香蕉 轨道 ”591 

香蕉 粒子 (banana particle ) 
589,591—594,596,598 

香蕉 区 592 一 594,596 一 597 

小 角 散 射 、” 534 一 535 ,594 

新 经 典 输 运 584, 586, 588 一 
590,592,596,601 

旋转 (回旋 ) 变 换 角 27,50 

靳 带 ( 自 举 ,bootstrap) 电 流 
599—600,602 


Y 


压强 驱动 模 146 

压缩 阿尔 文 波 ”81,83,85 一 86， 
93,95,99 一 100,135 

硒 势 方程 312 

有 理 ( 磁 ) 面 9,145,150,159 一 
160，165 一 166，172，175 一 
176,178,193 一 194,200,214 

有 限 回 旋 ( 拉 莫 尔 ) 半 径 效 应 
397 一 398,477 

右 旋 波 412,414 一 415,417 

预 解 式 (resolvent) 137,145 

约 化 (reduced)MHD 方程 组 
9;201 一 202 

约束 (trapped) 粒 子 589 一 592， 
599 


Z 


折射 率 273,315,321,399 


索 


整体 螺旋 性 (helicity) 13 一 14 

正常 (ordinary) 波 418,421 

轴 对 称 模 ”171,185 一 186,188 

状态 方程 8,562 

准 线 性 方程 ”510 一 511, 513 一 
516，518 一 520，522，605 一 
606 ,610,616 

准 线性 理论 ”200,482,512 

自 伴 性 ”122,128, 130, 135 一 
138 

自 扩散 ”526 一 527 

纵 (longitudinal) 波 24,26,78， 
81, 83, 289—290,293，298， 
411 

阻尼 93, 96, 100, 102 一 103， 
136, 213, 275, 279, 283, 297， 
338,345,353,358,365,367 一 
368,415,453,461,463—464， 
469—470,477,520,694 

左旋 波 412,414 


Balescu-Lenard 方程 657， 
676 一 678， 680 一 681， 683， 
688 ,691 ,693 

Balescu-Lenard-Guersey (BLG ) 
形式 ”637 

BBGKY 链 式 方程 1,624,626， 
633,635,682 一 684 

Bennett 短 缩 49 

Grad-Shafranov 方程 54,56 一 
57,66 一 71,73 一 74,76 

Krook 磁 撞 项 526 一 527， 
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0 


532 一 534，536，539，542 一 
545,554,559,561,571 一 573， 
577 一 579， 585， 605 一 606， 
630,633,655 

Kruskal-Shafranov 极限 (条件) 
178 一 179， 359 一 360， 414， 
417,421 一 422,424,458,475， 
508, 560, 579, 625, 663, 669， 
671,694 

Langmuir (电子 静电 ) 波 265， 
268，286，289 一 290，293 一 
294,296,300,309,312 一 313， 
315, 366, 369, 371, 450，457， 
459—460,464 

Langmuir (等 离子 体 , 静 电 ) 振 荡 

257,271 一 272 

Lundquist 数 88 

Mercier 判 据 ”148,173 

OO 点 204 

Petschek 模型 ”199 一 200 

Pfirsch-Schluter 电流 ，42 ,44 一 
45 

Plemelj 公式 ”358, 360 一 362， 
637 

Rosenbluth 势 ”470,539,541 一 
544，,548,551,572,601,603 一 
604,611 

Suydam 判 据 148,150, 165 一 
166,169 一 170,172 一 173 

Sweet-Parker 模型 196,200 

tokamak ( 托 卡 马克 装置 ,环流 
器 ) 31 一 32，40，43 一 44， 


744 等 离子 体 理论 基础 


~ 


50—53, 57， 63， 67， 73 一 74， 388 ,417 

113， 147 一 150， 161， 166， X 点 197,204 

170 一 174， 177 一 179， 182， 9 逢 缩 45 一 47, 50 一 51,150 一 

184 一 185， 192 一 194， 200， 151,153 北京 大 学 物理 学 丛书 
206, 378, 381, 477, 571 一 572， 


Z 逢 缩 “47 一 51,148,150,153， 


589,605,730 155,157,170,239,437 


(已 出 书目 》 


Weibel 不 稳定 性 384,，386， 
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. 广义 相对 论 引 论 ( 第 二 版 》 
.量子 力学 导论 (第 二 版 ) 

. 近代 光学 信息 处 理 

. 理论 物理 基础 


高 温 超 导 物 理 


. 数学 物理 方法 (第 二 版 ) 


原子 核 理论 一 一 它 的 深化 与 扩展 


. 李 代 数 李 超 代数 及 在 物理 中 的 应 用 
.电动 力学 简明 教程 

.特殊 函数 概论 

. 物理 学 中 的 非 线性 方程 

. 固体 物理 基础 (第 二 版 ) 

. 现代 半导体 物理 

， 热 大 爆炸 宇宙 学 

. 数理 物理 基础 
. 近代 半导体 材料 的 表面 科学 基础 
. 物理 宇宙 学 讲义 

.量子 力学 原理 

. 电动 力学 及 狭义 相对 论 (第 二 版 ) 
.热力 学 (第 二 版 ) 

. 超 弱 史 话 

.等 离子 体 理 论 基 础 


彭 桓 武 


彭 桓 武 


俞 允 强 


首 谨 计 


宋 菲 君 S.Jutamulia 
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俞 允 强 
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